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Am Schlüsse der Vorrede zu meinem »Systeme der analytischen Geome- 
trie« habe ich die Verpflichtung übernommen , der Darstellung der allgemeinen 
Gesetze 5 welchen die algebraischen Curven überhaupt unterworfen sind 5 eine 
besondere Schrift zu widmen. Indem ich dieser Verpflichtung hiermit nach- 
komme 5 liegt der Cyclus meiner Arbeiten im Gebiete der analytischen Geome- 
trie vollständig vor. 

Von den beiden Haupt- Abschnitten , in welche die vorliegende Schrift 
zerfallt 5 beschäftigt sich der erste mit der Theorie der unendlichen 
Zweige. Die neue Art der Behandlung gestattet uns diesen Gegenstand weit 
über diejenigen Gränzen, welche den bisherigen Methoden zugänglich waren, 
auszudehnen und ihn 5 in gewissem Sinne, zu erschöpfen. Um das eben Aus- 
gesprochene zu bestätigen, möge, beispielsweise, die Unterscheidung der Cui'ven 
vierter Ordnung, nach der Natur ihrer unendlichen Zweige, als Anhaltpunct dienen. 
Es sind neunzig Jahre her, dass Euler, dieser, nicht hoch genug zu feiernde, Geo- 
meter, seine Aufzählung der verschiedenen möglichen Fälle niederschrieb, die un- 
verändert, bis auf die neueste Zeit, in alle Ausgaben und Uebersetzungen seiner 
»Introductio« übergegangen ist. Ich habe meinerseits im 7. Paragraphen des ersten 
Abschnittes eine Eintheilung der Curven vierter Ordnung nach der Art ihrer 
unendlichen Zweige gegeben und in den beigefügten Noten diejenigen Resultate, 
zu denen ich gelangt bin, mit den Euler'schen zusammengestellt. Ein Blick 
auf diese Noten weiset eine Reihe von Unrichtigkeiten nach, deren grosse An- 
zahl uns befremden müsste, wenn wir nicht envögen, dass Euler, ohne den 
abstraclen Gedanken durch irgend eine Anschauung zu unterstützen, nach Ana- 
logieen schliesst und dass man solchen Schlüssen nirgendwo mehr misstrauen 
muss , als gerade in Untersuchungen der fraglichen Art. Der Keim des Irrthüm- 
lichen liegt schon in der Aufzählung der Curven dritter Ordnung, stellt sich 
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uns hier indess mehr als blosse Ungenauigkeit dar*); halte Euler die Aufzäh- 
lung der Curven fiinfler Ordnung auf gleiche Weise ausgeführt, so hätte das 
Unrichtige und Ungenaue das Richtige weit tiberwogen. Von der Möglichkeit 
der aufgezählten Fälle hat sich Euler meistens nicht überzeugt; er hätte es auf 
seinem Wege, w^enn überhaupt, doch wenigstens nicht ohne die grösste Weitläu- 
iigkeit, vermocht. Unsere Methode erlaubt uns, ohne allen Anstand, für jeden 
besondern Fall die entsprechende allgemeine Gleichung hinzuschreiben, so dass 
zugleich in der Form dieser Gleichung die Natur der verschiedenen unend- 
lichen Zweige der Curve, unmittelbar und vollständig, ausgedrückt liegt. Bei 
der systematischen Zusammenstellung der verschiedenen Fälle ist es eine 
abstracte Zahl, die uns leitet und controlirt; wir brauchen bloss zu zäh- 
len, wie viele Constanten in unsern Gleichungen vorkommen. 
Für die Unterscheidung der Curven fünfter Ordnung, nach der Natur ihrer unendli- 
chen Zweige, finden sich alle Elemente vor; diese zu einer vollständigen Aufzählung 
der verschiedenen Arten zu vereinigen, schien mir überflüssig, weil die CuiTen die- 
ser Ordnung im Ganzen noch zu weit ausser dem Bereiche unserer Anschauung 
liegen. Ich habe, um alle Schwierigkeilen einer allgemeinen Discussion zu he- 
ben, oft Curven von höherer Ordnung betrachten müssen. Während auf diese 
Weise das Feld der Untersuchungen sich durch das Ansieigen der Ordnung er- 
weitert hat, erhalten andrerseits, bei Curven der niedern Ordnungen specietlere 
Untersuchungen ein erhöhtes Literesse. In dieser Rücksicht haben wir, in dem 
Falle der Curven dritter Ordnung, nicht nur das, was auf die blosse asympto- 
tische Berührung, sondern auch Alles dasjenige, was die Osculation der unend- 
lichen Zweige solcher Curven mit Curven der zweiten und selbst mit andern 
Curven der dritten Ordnung betrifft, vollständig behandelt* Hier sind wir namenl- 
lich zu der linearen Construction desjenigen neunten Punctes gelangt, in welchem, 
nach einem merkwürdigen Satze, eine gegebene Curve der dritten Ordnung von 
allen andern Curven dieser Ordnung,, welche durch acht, auf dem Umfange der 
gegebenen willkührlich angenommenen, Puncte gehen, geschnitten wird: eine 
ConstiTiclion, die auch dann noch ihre Geltung behält, wenn die fraglichen acht 
Puncte alle oder zum Theil zusammenfallen, oder auf einem oder auf mehreren 
Zweigen der gegebenen Curve unendlich weit liegen. In den Gleichungen der 
Curven der vieiten Ordnung, denen ich überhaupt eine besondere Vorliebe ge- 
schenkt habe, weil wir sie eben noch mit unserer Anschauung erreichen kön- 
nen, habe ich, um den Lauf der unendlichen Zweige so genau als möglich 
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darzuslellen , nicht bloss fünfpunctig osculirende Kegelschoitle^ sondern auch 
achlpunctig osculirende Curven der dritten Ordnung in Evidenz gebracht« 

Die Theorie der singulären Puncte bildet den Gegenstand des zwei- 
' ten Abschnittes. Hier bin ich von der Grund- Ansicht ausgegangen, dass, 
wenn wir diese Theorie an die Discussion des wahren Werthes des gewöhnU- 
chen Differential - Coefficienten , welcher , auf einen solchen Punct bezogen, 
«unter der Form § erscheint, anknüpfen, wir nothwendiger Weise zu dem Re- 
sultate gelangen, dass, zur Erforschung der Art des singivlären Punctes, der Lauf 
der Curven-Zweige in der Nachbarschaft desselben discutirt werden muss^ wäh- 
rend aus der Betrachtung der beiden partiellen Differential-CoeiTicienten, deren 
Quotient der oben erwähnte gewöhnliche Differential-Coefficient ist, die Natur 
des singulären Punctes sich unmittelbar erkennen und analytisch bestimmen 
lässt. Dieses neue Princip für die Discussion der singulären Puncte, das von 
dem gewöhnlichen ganz verschieden ist, schliesst sich enge an unsere übrigen 
Betrachtungsweisen an, wonach wir in der Gleichung der Curve einen singulä- 
ren Punct, von welcher Art dieser auch sein mag, und auch mehrere solche 
Puncte zugleich, in Evidenz bringen können. Aus der Form einer solchen Glei- 
chung tritt uns hierbei diejenige Particularisation, welche überhaupt eine Curve 
dadurch erleidet , dass sie einen oder mehrere Puncte der fraglichen Art erhält, 
unmittelbar und vollständig entgegen. Bei Curven der vierten Ordnung haben 
wir alle möglichen Fälle erschöpft; die entsprechenden analytischen Formen 
konnten wir auch hier ohne Anstand hinschreiben, wobei das Zählen der Con- 
stanten dieselbe Bedeutung hat, als früher. 

Was einer systematischen Discussion der singulären Puncte bisher am mei- 
sten entgegenstand, war, dass man Singularitäten von ganz heterogener Art in 
einer Untersuchung zusammenschmolz. Ich habe bereits im »»Systeme« darauf 
hingewiesen, wie das Singulare sich einmal auf die Entstehung der Curve durch 
die Bewegung eines Punctes, das andere Mal auf die Entstehung derselben durch 
die Bewegung einer, sie umhüllenden, geraden Linie bezieht. Der Uebergang 
von der einen Entstehungsweise der Curve zur andern ist ein discontinuirlicherj 
indem das Princip der Reciprocität beide verknüpft, gibt es unerwartete Auf- 
schlüsse über die eigentliche Natur der singulären Puncte und regt Fragen von 
einer ganz neuen Art an. -Mit diesen habe ich mich mit Vorliebe im 4. Para- 
graphen des zweiten Abschnittes beschäftigt. Unter andern Resultaten, nenne 
ich hier bloss eine merkwürdige Gleichung des vierten Grades zwischen der 
Anzahl der Doppelpuncte, der, Anzahl der Doppel-Tangenten, der Anzahl der 
Spitzen und der Anzahl der Wendungen irgend eiper Curve, von der wir bloss 
voraussetzen, dass sie eine algebraische sei. Im letzten Paragraphen findet man 
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die ersten directen ünlersuchungeh über Doppel-Tangenten, welche, in so weit 
sie die Curven der vierten Ordnung betreffen, an die Discussion einer symme- 
trischen Form sich anschliessen. In solchen Discussionen spricht sich der 
Character unserer Methoden am klarsten aus und daher bin ich gern in ein 
grosseres Detail eingegangen 5 den Gegenstand erschöpfen, hiesse indess die Cur- 
ven der vierten Ordnung, deren allgemeine Gleichung diesen Entwicklungen zu 
Grunde liegt, vollständig discutiren. 

Das Kriterium für den Werlh oder Unwerth eines neuen Resultates, wie 
einer neuen Methode, liegt keinesweges in ihrer möglichen Nutzanwendut^'r, 
sondern unmittelbar in ihnen selbst: sie müssen, ich glaube mich nicht be- 
zeichnender ausdrücken zu können, ein rein ästhetisches Interesse für sich in 
Anspruch nehmen. Keine der vei-schiedenen mathematischen Disciplinen ist 
einer solchen Eleganz mehr fähig, als die analytische Geometrie, der Einduss, 
den, ifi dieser Beziehung, namentlich Monge's Arbeiten auf mathematische 
Darstellung überhaupt gehabt haben, ist allgemein anerkannt. Hier ist es, wo 
ich gelernt habe und wo sich die Richtung, welche meine mathematischen Be- 
strebungen genommen haben, bestimmt hat. Um das Characteristische der vor- 
liegenden Schrift hervorzuheben, komme ich nicht mehr auf dasjenige zurück, 
was dieselbe mit meinen frühern Arbeiten gemein hat. Eigeiithümlich ist ihr 
ein, schon oben erwähntes, höheres Princip, welches diejenigen, von denen 
ich bisher ausgegangen bin, beherrscht und welches darin besteht, dass wir die 
Constanten, von welchen eine Curve abhängt, zählen. Schon die 
Sätze der 7. — 11. Nummer in den einleitenden Betrachtungen bieten hierher 
gehörige Belege. Niemals hätte ich früher geahndet, dass abstracte Zahlen so 
allgewaltige Bedeutung im Gebiete der geometrischen Anschauung haben könn- 
ten. Das neue Princip .rückt die, dem Anscheine nach, verschiedenartigsten 
Resultate einander näher und, indem es sie in gegenseitige Abhängigkeit bringl, 
brauchen wir uns nicht mehr damit zu begnügen , uns von der Richtigkeit 
derselben überzeugt zu haben , sondern , war können auch nach der N 1 h- 
wendigkeit eines geometrischen Resultats und nach der Stellung fragen, die 
dasselbe im grossen Ganzen der Geometrie einnimmt» 

Bonn, am 4, September 1839. 
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hängigkeit des Laufes der verschiedenen Zweige ein und derselben Curve. 63. Wenn eine 
Curve der n. Ordnung (n — 2) dreipunctig osculirende Asymptoten hat, so ist das Maass der 
Annäherung der Curve an ihre beiden andern Asymptoten dasselbe. 64. Wenn die Curve 
(fi — 3) vier* oder niehrpunctig osculirende Asymptoten hat , so liegen die gemeinschaftlichen 
Mittelpuncte derjenigen drei Gruppen von Hyperbeln , welche die Curve auf den drei übri- 
gen Asymptoten vierpunctig osculiren, auf diesen Asymptoten in gerader Linie. 65. Die Re- 
sultate der beiden letzten Nummern bringt der Fundamental -Satz der 9. Nummer unter den- 
selben Gesichtspunct. Ihre Verallgemeinerung. 66» Bestimmung, wie in der allgemeinen 
Form Ba ^ fjiSa^i -f~ ^^o — 3 -f- • • die unendlichen Zweige stufenweise immer genauer be- 
stimmt werden, wenn eine grössere Anzahl von Gliedern gegeben ist« 67. Anwendung auf 
Curven der dritten Ordnung. Constrnction des Maasses der Annäherung auf der dritten Asym- 
ptote, wenn dieses Maass für die beiden ersten Asymptoten gegeben ist« Zweite Construction. 
68 — 70. ConstrucCion der Curve , wenn , ausser dem Maasse der Annäherung auf ihren drei 
Asymptoten, noch irgend ein Pnnct der Curve gegeben ist 71. Construction der Curve, 
wenn auf ihren drei unendlichen Zweigen bezuglich vier , drei und zwei Puncte gegeben 
sind. 72* 
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§. 2. Imaginäre Asymptoten. Reelle und imaginäre elliptische Asymptoten. Asgm- 

ptotenpunct 64 

Dass imaginäre Asymptoten die reellen vertreten können , geht ans der allgemeinen Form 
der GleicliuQg der Curye unmittelbar hervor. 73- Die Uebertragung der frühem Resultate 
auf den Fall imaginärer Asymptoten ist da immer statthaft, wo diese Resultate von dem Ima- 
ginären und Reellen der Asymptoten unabhängig sind. Beispiel. 74* Osculirende imaginäre 
Asymptoten. 75. Aufzählung der verschiedenen möglichen Fälle bei Gurren der 4. und 5. 
Ordnung. 76—77. Elliptische Ajymjitoten. Asymplotenponct. 78. ' Osculirende elliptische 
Asymptoten. 79- Systeme elliptischer Asymptoten. 80. 

§. 3. Parabolische Asymptoten 70 

parabolische Asymptoten bilden den Uebergang zwischen liyperbolisclien und elliptischen. 
Ueber die NaUir parabolischer Zweige einer Curve. 81. Allgemeine Gleichung der Curven 
der ri. Ordnung mit parabolischen Zweigen Zwei überziihiige Constanten. Bedeutung der 
einen. FortschafTung der andern. In der allgemeiuen Gleichung tritt unter den unendlich 
vielen parabolischen Asymptoten eine einzige ansgezeichuete, die funfpunctig osculirende, in 
Evidenz. 82—83. Die funfpunctig osculirende Asymptote kann durch eine mehr als funfpun- 
ctig osculirende vertreten werden , was eine neue Particularisatlon der Curve voraussetzt. 
Curven der 4 Ordnung. 84. Curven der 5. Ordnung. 85. Allgemeine Form der Gleichung 
einer Curve der n, Ordnung mit einer, nach gegebener Ordnung osculirenden, parabolischen 
Asymptote. 86* Bestimmung des Maasses der Annäherung :tn eine gewöhnliche parabolische 
Asymptote. Ordnung der Annäherung. 87 — 88* Beziehimg des parabolischen Coutactes in 
unendlicher Entfernung zum hyperbolischen. SO- — Geradlinige Asymptoten neben parabo- 
lischen. Aufzählung der möglichen Fälle bei Curven der 4.' und 5 Ordnung. 90 — 91. Allge-- 
meine Gesetze darüber, wie die Existenz einer parabolischen Asymptote auf die Natur der ge- 
radlinigen Asymptoten Einfluss hat. Ausschliessung unmöglicher Fälle. Bezugnahme auf die 
Sätze der 28- und 34. Nummer. 92—94. Systeme zweier parabolischen Asymptoten. Allge- 
meine Gleichung. 95. Aufzählung der möglichen Fälle bei Curven der 4 und 5. Ordnung. 96. 
Systeme dreier parabolischen Asymptoten. Ausschliessuug unmöglicher Fälle. 97— CB. 

§. 4. Paare reeller oder imaginärer parallelen Asymptoten 86 

Während in dem Falle parabolischer Asymptoten die allgemeine Form 0o + ^/2o— a = o 
nicht mehr statthaft ist, wird sie im Falle paralleler As}mptoten unbestimmt. 99. Allgemeine 
^'orm mit den nothwendigen Coustnnten. 190. Zweien parallelen Asymptoten entspricht ein 
Doppelpunct, der unendlich weit liegt. 101. Osculirende parallele Asymptoten. Aufzählung 
der möglichen Fälle bei Curven der 4. und 5. Ordnung. 102, Allgemeine Formen für Curven 
enier beliebigen Ordnung. 103. Imaginäre parallele Asymptoten. 104. Art der Annäherung 
der Curve an ihre parallelen Asymptoten. 105. — Hyperbeln , welche die Curve auf ihrei\ 
parallelen Asymptoten osculiren. . Vollständige Discussion des Falles der Curven dritter 
Ordnung. Construction der funfpunctig oaculirenden Hyperbeln. 106 — 109. Curven mit meh- 
reren Paaren paralleler Asymptoten. Aufzählung tier möglichen Fälle bei Curven der 5. Ord- 
nung mit zwei Paaren paralleler Asymptoten. 110. 

i 

§. 5. DoppeUAsymptoten. Berührtmg zweier reellen oder imaginären unendlichen 

Zweige, Spitzen erster und zweiter Art in unendlicher Entfernung ... 97 

Allgemeine Form. Spitze erster Art in unendlicher Entfernung. 111. Berührung zweier voIU 
ständigen Zweige in unendiirher Entfernung. 112. Discussion der allgemeinen Form, welche 
ausdruckt, dass eine Curve zwei zusammenfallende parallelen Asymptoten hat, von weltheu 
eiile die Curve m- und die andere m,punctig osculirt. Einfachste Form, um die unendlichen 
Zweige annäherungsweise darzustellen. 113. Wenn mssmi, so bildet die Curve in uneifdli- 
eher Entfernung eine Spitze erster Art, oder sie hat vier Zweige, welche an derselben Asym* 
ptote sich hinziehen, je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet. 114. Ebenso 
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verhält sichs, wenn mi<2m— 1. 115. Wenn iMt>'2m— 1, so hat die Cunre zwei Paare, nach 
verschiedener Ordnung osculirende hyperbolische Zweige« 116> Wenn jiit^2m'— 1, so ziehen 
sich an der gemeinschaftlichen Asymptote, zwei Paare unendlicher Zweige hin, welche mit 
derselben einen Contact von gleicher Ordnung haben. Sie können unter sich einen Contact 
höherer Ordnung haben. Jedesmal dass diese um eine Einheit steigt, bildet eine Spitze zwei- 
ter Art die Uebergangsstufe. 117. Discussion ' aller möglichen Formen bei Curven der 4. Ord- 
nung, 118—119. Bei Curven der 5. Ordnung. 120—134. 

§. 6. Asymptoten der dritten Ordnung 111 

P^atur derselben. 125. Erster Fall. Curven mit semicubi - parabolischen Asymptoten. 
. Allgemeine Fonn ihrer Gleichung. 126. Art und Ordnung der Annäherung an diese Asym- 
ptoteu. 127 — 129. Aufzahlung der verschiedenen Fülle bei Curven der 4. Ordnung. 130. Be- 
merkungen über die Ausschliessung unmöglicher Fälle. 131 - 133. Der Lauf der unendlichen 
Zweigekann genauer dargestellt werden, wenn wir an die Stelle der semicubi-parabolischen Asym- 
ptote andere Curven der 3. Ordnung setzen. 134* Zweiter Fall. Curven mit Trident* 
Curven als Asymptoten. Aligemeine Form ihrer Gleichung. 135. Katur der unendlichen Zweige, 
welche eine Parabel und uberdiess einen Durchmesser derselben zu Asymptoten haben. 136. 
Partien larisation derselben. 137> Verschiedene Fälle bei Curven der 4. und 5- Ordnung. 138 — 139- 
Trident -Curven in Evidenz gebracht. 140—141. Dritter Fall. Curven mit cubi -parabo- 
lischen Asymptoten. Allgemeine Form ihrer Gleichung. 142. Art und Ordnung der Anuälie- 
herung. 143. Als Beispiel die Curven der 4. Ordnung. 144. Parlicularisationen. Als Beispiel 
die Curven der 4, und 5. Ordnung. 145 — 14S. Vierter Fall. Curven mit drei parallelen 
Asymptoten. Allgemeine Gleichung derselben. Andere Form , in welcher die drei Asyrapto- 
ten unmittelbar in Evidenz treten. 149—150. Maass der Annäherung. 151. Fall dreier reel- 
len Asymptoten. Verschiedene Fälle bei Curven der 4. und 5. Ordnung. 152. Zwei Asym- 
ptoten können imaginär sein und zusammenfallen. 153—154. Alle drei können zusammen- 
fallen. Discussion der Form der unendlichen Zweige. Erst nach neuen Parlicularisationen 
eVhält die Curve drei Paare unendlicher Zweige, welche an derselben Asymptote sich hinzie- 
hen. 155 — 158. Vollständige Discussion der so particularisirten Gleichung für den Fall der 
Curven 6. Ordnung. Aufzählung aller möglichen Fälle. 159—162. 

§, 7. Auf zählang der verschiedenen Arten von Curven der vierten Ordnung, in Be- 
ziehung auf die Natur ihrer unpidlichen Zweige 136 

Aufz'ihlung von 152 Arten von Curven der 4. Ordnung, welche auf 8 Fälle sich vertheilen. 
Vergleichftug mit der Euler'schen Aufzählung. 163. 

§. 8. Asymptoten der teerten Ordnung 119 

Natur derselben. Aufzählung der sieben verschiedenen Fälle, in welchen die frühem F^Drnien 
nicht statthaft sind oder unbestimmt werden. I. Allgemeiner Fall. II. Neben semicubi-pa- 
rabolischen Asymptoten eine geradlinige von bestimmter Richtung. Hl. Zwei Gruppen para^ 
bolischer Asymptoten von gemeinsamer Durchmesser * Richtung. Vollständige Discussion bei 
Curven der 5. Ordnung. Parabolische Spitzen zweiter Art IV. Parabolische Asymptoten und 
zwei geradlinige. V. Cubi - parabolische Asymptoten und eine geradlinige. Vf. Parabeln der 
vierten Ordnung als Asymptoten. VII. Vier parallele Asymptoten. 164. Anzahl der Constan- 
ten, von welchen diese Fälle abhängen. 165. 
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§. 1. IHscussion der verschiedenen möglichen Fälle singularer Puncte und singu- 

lärer Tangenten der Curven 155 

Bestitnmiing des Zusammenfallens mehrerer Durchschnittspuucte einer Giirve und eider gera- 
den Linie. 1. Analytische Entwicklungen. 2— 4. Einfache Puncte, Osculirende Tan- 
genten. Wendungspuncte. 5—7. Doppelpuncte. Allgemeine Unterscheidung derselben. 8. 
Lauf der beiden sich schneidendeii Zweige in der Nahe des Doppelpnncles. Jeder derselben 
kann eine osculirende Tangente haben. 9. Isolirter Punct. 10. Fälle, in welchen die beiden 
Tangenten des Doppelpunctes zusammenfallen. L Spitze erster Art. IL Zwei sich berüh- 
rende Zweige, welche unter einander auch einen Contact höherer Ordnung haben können. 
Spitzen zweiter Art bezeichnen eine Uebergangs-Stufe, bevor diese Ordnung um eine Einheit, 
ansteigt. IIL Einer der beiden sich beriihrenden Zweige hat einen Wendungspunct. JV. 
Spitze erster Art ,roit innigerro Contacte. Y. Zwei sich dreipunctig osculirende Zweige, 
welche unter einander auch, einen Contact höherer Ordnung haben köunen. Spitzen zweiter 
^Art als Uebergangs . Stufen. 11. Verallgemeinerung. Bedingungen, unter welchen eine Curve 
die verschiedenartigen Singularitäten erhalt 12* Dreifache Puncte. Allgemeine Unter- 
scheidung derselben. 13. Discussion der drei verschiedenen Zweige, welche den dreifachen 
Punct bilden. 14. Ein conjugirter Punct, der auf einem Zweige der Curve liegt. 15. Wenn 
zwei der drei Tangenten des dreifachen Punctes zusammenfallen, so geht ein Zweig der Cur\'e 
durch einen solchen singulären Punct, wie er in der 11^12. Nummer bestimmt worden ist. 16. 
Falle , wo die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei zusammenfallen. Discussion der 
Fälle , dass I. diese Tangente die Curve in vier, II-IH. in fünf, IV— V. in sechs, VI— VIIL 
in sieben, IX — XIV. in acht, XV — XIX. in neun zusammenfallenden Puncten schneidet. 17. 
AVeun nur eine Singularität allein fTir sich betrachtet wird, vereinfacht sich die analytische 
Bestimmung derselben. 18* Hyperbolische und parabolische Singularitäten in unendlicher . 
Entfernung. 19, 

§. 2. Genaue Bestimmung aller möglichen Singularitätenj welche in dem Laufe der 

Curven vierter Ordnung vorkommen können 182 

Analytische Bezeichnung. 20. Einfache Puncte. Drei- und vierpunctig osculirende 
Tangenten. Lauf der Curve vom Osculationspuncte aus. 21—24. Doppelpuncte. Durch- 
schnitt zweier reellen Curven - Zweige. Wendungspuncte dieser Zweige. 25—27« Isolirter 
Punct. 28. Spitze erster Art 29« Berührung zweier reellen oder imaginären Zweige. Im letz- 
tem Falle isolirter Punct. 30. Gewöhnliche Spitze zweiter Art. 31. Zwei reelle oder imagi- 
näre Zweige, welche sich dreipunctig osculiren. Isolirter Punct 32' Spitze zweiter Art mit 
der Contact > Ordnung 2Vj. 33. In dem Falle sich berührender Curven -Zweige lassen sich 
die beiden funfpunctig osculirenden Curven zweiter Ordnung zugleich in Evidenz bringen. 34. 
Dreifache Puncte. Drei in demselben Puncte sich schneidende Cur\'en - Zweige. Ein 
Curven-Zweig geht durch einen conjugirten Punct 35. Eine Spitze erster Art stehtauf einem 
Curven - Zweige. 36. Die drei Tangenten des dreifachen Punctes (allen zusammen. 37. Sy- 
steme von zwei Dop pe Ipuncten. Allgemeine Gleichung, in welcher die vier Tan- 
^enlen der • beiden Doppelpuncte in Evidenz treten. Zwei eigentliche Doppelpuncte. 
Ein Doppelputtct und eine SpiUe erster Art. Zwei solcher Spitzen. Ein Doppelponct und 
eine Berührung. Eine Spitze und eine Berührung. Ein Doppelpunct und eine Spitze 
zweiler Art Eine Spitze erster und eine Spitze zweiter Art. 38—41. Isolirte Puncte. 42. 
Die unmöglichen Fälle kann man unmittelbar als solche erkennen. 43. S yste me von drei 
Doppelpuncten. Aufzählung von 10 verschiedenen Fällen. 44— 45. Die sechs Tangenten 
der drei Doppelpuncte umhüllen einen Kegelschnitt Beziehung dieses Kegeischuittes zur 
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Ca:ve. 46. Ein, zwei uuJ alle sechs Zweige können WenUungs- Puncte haben. Situations- 
BezieliuDgeu. 47 — 50- 

§. 3. üeber die Natur der singulären Puncte und singulären geraden Linien, und 

über die Art ihrer Entstehung 200 

Doppelte Entstehungsweise einer Curve. Wenn auf einer geraden Linie ein Punct continuir- 
lich forlmckt, während die gerade Linie selbst um diesen Piinct sich continuirlich dreht, wird 
ein und dieselbe Curve von jener geraden Linie umhüllt und von diesem Puncte beschrieben. 
Ein die Curve vertretendes Polygon. 51. Analytisch genpmraen, können wir die Grösse der 
Drehung der geraden Linie als Function der Grösse des Forlruckens des Punctes ansehen, 
und dadurch die Curve bestimmen. DifTereulüren wir, so erhalten wir hieraus den Krüm- 
«uingshalbmes-t»r als Function des Cogens. 52. Der BegrilF einer Singularität modificirt sich 
nach der zwiefachen Erzeuguni^sweise der Curve. Eine Curve hat entweder Wendungspuncte 
uud Doppeltaiigenten oder Spilzen erster Art und Doppolpuncle; in untergeordneten Fällen 
hat sie beides. 53 — 54. Singulariliit in der Bewegung des beschreibenden Punctes; in der Dre- 
hung der umliullenden ger.uleu Linie; in Beiden zugleich. 55. Veranschaulicht dailurch. dass 
ein Polygonen die Stelle der Curve gesetzt wird, 5Ö — 58, Verallgemeinerung 59 — 60. Ana- 
lytische Darstellung. Der Kriunniungshalbmesser einer Curve ist gleich dem Quotienten, den 
man erhalt, wenn man die Geschwindigkeit iXet beschreibenden Punctes durch die Geschwin- 
digkeit der unihülienden geraden Linie dividirL (31. ^^ ie in reciproken Curveu die Singula- 
ritäten sich entsprechen. 62, 

§. I. Gegenseitige Beziehung der singulären Puncte und singulären geraden Linien 
zu einander. Gesetze, nach welchen, bei algebraischen Curven, die Anzahl 
von jenen durch die Anzahl von diesen bestimmt ist, und umgekehrt . . . 2or 

Das Princip der Reciprocitüt gibt unerwartete AuTschlusse iiber singulare Puncte. Zusammen- 
stellung der. schon im „Systeme** milgelheilten Resultate. Reciproke Polar -Curve und Er- 
klärung der Reduclion ihrer Ordnung aus dem Vorhandensein von Wendungen und Doppel- 
Tangenten. Anzahl derselben. 63. Ein Doppelpunct verschlingt 6, eine Spitze erster Art. 8 
Wendungen 64. Anzahl der eigentlichen Doppeltangenten, welche eine Curve verliert, wenn 
sie einen Doppelptmct oder eine Spitze erster Ordnung uud wenn sie mehrere Doppelpuncie 
und Spilzen erhalt. 65-^67. Sechs allgemeine Relationen zwischen der Ordnung, der Classe, 
und der Anzahl der Doppelpuncte , Doppeltangenten, Spitzen uud Wendungen irgend einer 
algebraischen Curve. Diese sechs Relationen fiihren sich auf drei, von einander unabhängige 
zurück. 68. Reduction der Ordnung der reciproken Polar- Curve, wenn Doppelpuncte und Spitzen 
vorhanden sind. 69. Der Unterschied der Anzahl der Tangenten, welche, von einem gegebenen 
Puncte aus, an eine algebraische Curve sich legen lassen und der Anzahl der Puncte, in welchen 
dieselbe Curve von einer geraden Linie geschnitten wird, ist gleich dem dritten Thelfe des 
Unterschiedes der Anzahl der Wendungen und Spitzen eben dieser Curve. 70. Merkwürdige 
Gleichung des 4. Grades zwischen der Anzahl der Doppelpuncte, Doppeltangenten, Spitzen und 
Wendungen einer algebraischen Curve. Particularisation. 71 — 73. Tabellarische Uebersicht der 
möglichen Fälle in Bezug auf die Anzahl der Doppelpuncte, Doppeltangenten, Spitzen und Wen- 
dungen, welche algebraische Curven neben einander haben können. 74. Maximum der Doppel- 
puncte. 75. Fall zweier sich berührenden Zweige. 76. Ausführliche Discussion des Falles einerSpitze 
zweiter Art. Sie reducirt den Grad der Polar-Curve um 5 Einheiten. Reduction in der An- 
zahl der Doppeltangenten. Sie verschlingt 15 Wendungen. 77--S1. Spitzen zweiter Art, de- 
ren Schenkel unter einander einen innigem Contact haben. 8!2* Spilzen zweiter Art neben 
Doppelpunclen und Spitzen erster Art. 83. Andre untergeordnete Arten von Doppelpuncten. S4. 
Fall eines drei- und mehrfachen Punctes. Reduction der Polar - Curve, der Anzahl der Wen- 
dungen, und der eigentlichen Doppeltangenten. 85—88. Die Theorie der vielfachen Puncte 
auf die Theorie der Doppelpuncte zurückgeführt. Anzahl der Doppeltangenten, die ein mehr- 
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facher Punct unmittelbar in sich auFnimint. 89-^91. Fall mehrerer dreifachen Puucle. 91. Ein 
solcher Punct neben Doppelpuncten und Spitzen erster Art. 92. 

§. 5. Veher Doppel - Tangenten der Curven , insofern man sich diese durch einen 
Punct beschrieben^ vorstellt, Discussion der allgemeinen Gleichung der Curven 
der vierten Ordnung, unter der Form : pqrs + .«ßj = o 228 

Aligemeine Bemerkungen über die Bestimmung der Doppel -Tangenten (Note). 93. Doppel- 
Tangenten der Curven vierter Ordnung. Allgemeine Form, in weicher die vier geraden Li> 
nieu P, Q, R und S als Doppel - Tangenten in Evidenz treten. Geometrische Deutung dieser 
Form. Die drei Paare von ßerührungspuncten auf irgend drei Doppel - Tangeuten bilden ein 
solches Sechseck, um welches ein Kegelschnitt Si^ sich legen lässt. Derselbe Kegelschnitt 
geht überdiess durch die beiden Beruhrungspuncte auf einer vierten Doppel- Tangente. 94- 
Lage der Curve. 95. Die vier geraden Linien können den Kegelschnitt ijU beriihren, und 
siud dann vierpunctig osculirende Tangenten. Fall mehrerer solcher Tangenten. 96 — 97. 
AVenn zwei der vier geraden Linien auf dem Kegelschnitte sich schneiden, so erhält die Curve 
einen Doppelpunct. Fall zweier und dreier Doppelpuncle. Bezugliche allgeraeiue Formen 
mit den nothwendigen Conslanten, 98. Fül!e, wo in einem Doppelpuncte ein Zweig oder 
beide Zweige einen Wendungspunct haben. 99* Fälle , wo zwei der vier geraden Linien zu- 
sammenfallen. Zwei reelle oder imaginäre Doppelpuncte. Zwei sich berührende Zweige. 100« 
Fälle, vro drei der vier geraden Linien zusammenfallen. Zwei reelle oder imagiuäre Spitzen 
erster Art. Zwei sich dreipuuctig osculirende Zweige. 101. Fälle, wo der Kegelschnitt £1^ 
in ein System von zwei geraden Linien ausartet. Doppelpuncte, mit welchen Wendungspuncte 
zusammenfallen. Dreifache Puncte verschiedener Art. 102. Fälle, wo die beiden, den Ke- 
gelschnitt £1, vertretenden, geraden Linien* zusammenfallen. 103. Anderes Princip der Dis- 
cussion. Frühere Fälle. Spitzen zweiter Art. 104—107. Fälle, wo auf den DöppeUTangen- 
teu ein Berührungspunct oder beide unendlich weit rücken. Alle verschiedenen Arten singu- 
lärer Puncte können auf einem Hyperbel- Zweige unendlich weit rücken. Allgemeine Glei- 
cliungen mit den nothwendigen Conslanten. 108—111. Fälle, wo unter den Doppel-Tangen- 
ten eine, zwei, drei unendh'ch weit gerückt sind. Untergeordnete Fälle und die ihnen ent- 
sprechenden Formen. 112. Wenn eine unendlich weit entfernte gerade Linie den Kegelschnitt 
£1. berühren soll , so niuss dieser eine Parabel sein. Singularitäten , die auf einer Parabel 
unendlich weit geKickt sind. Die verschiedenen untergeordneten Fälle, mit den ihnen ent- 
sprechenden Formen. 113. — Die Gleichung einer Curve der vierten Ordnung lässt sich, im 
Allgemeinen, 819 verschiedene Mal auf die oben angeführte Form bringen. (Combinatorische 
Erörterungen: Note) 114. Beweis, dass die 28 Doppel -Tangenten alle reell sein können. 115. 
Allgemeinste Form in Beziehung auf das Imaginäre. 116. Zu je drei reellen Doppel -Tan- 
genten gehört eine vierte reelle , zu zwei imaginären und einer reellen eine zweite reelle, 
zu drei imaginären eine vierle imaginäre, zu zwei reellen und einer imaginären eine zweite 
imaginäre. 117—120. Zusammenstellung aller mögliclien Formen. 121. AVenn eine der 28 
Doppel- Tangenten imaginär wird, so werden nothwendig zugleich zwölf derselben imaginär. 
Im Falle eines Doppelpunctes fallen zwölf DoppeUTangenten paarweise zusammen, indem sie 
aufhören, eigentliche DoppeUTangenten zu sein. Schema der l40 Combiuationen dieses 
Falles. Wenn eine der übrigbleibenden Doppel - Tangenten imaginär ist, so sind wenigstens 
. acht imaginär. 122. Wenn die Curve zwei Doppelpuncte hat, so hat sie nur noch acht eigent- 
licbe Doppel -Tangenten; wenn eine von diesen imaginär ist, so sind es deren wenigstens 
vier. Wie viele der 28 DoppeUTangenten können überhaupt imaginär sein? 123. Die vier 
Beruhrungspuncte auf irgend zwei Doppel-TaAgenten und die vier Durchschnitte der dreizehn 
übrigen Paare von Doppel - Tangenten, paarweise zusammengestellt, liegen alle acht auf dem 
Umfange eines Kegelschnittes. 124. 

Zusätzliche Bemerkungen j . 251 
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Ueber die allgemeinen Gesetze, 

« 

welche den Lauf der Curven einer beliebigen Ordnung bestimmen. 



1. Bevor wir in den eigentlichen Gegenstand dieser neuen Untersuchungen aus dem 
Gehiete der analytischen Geometrie eingehen, scheint es mir wesentlich, gleich von Vorne 
berein 2wei Puncte scharf ins Auge an fassen: den Algorithmus und das allgemeine 
Princip unserer Ekitwicklungsweisen. Auf dieses werden wir bald zurückkommen (6.-11.). 
Was jenen Algorithmus betrifflt , so besteht derselbe durchaus nicht in einer neuen und frem- 
den Bezeichnung, sondern einzig und allein darin, dass wir gewöhnliche algebraische S>in- 
hole unter einem eigenthfimlichen Gesichtspuncte auffassen und behandeln. Ber Keim dieser 
Auffassungsweise liegt schon in den beiden Banden der analytisch geometrischen Entwich^ 
lungen, sie selbst ist in dem Systeme der analytischen Geometrie entwickelt und in An- 
wendung gebracht worden und hat sich, auch noch nach Erscheinen desselben, immer reiner 
und characteristischer ausgebildet. Die nächstfolgenden Nummern, die einer kurzen Darlegung 
des fraglichen Algorithmus bestimmt sind, werden sich um so übersichtlicher darstellen, weil 
wir hier ausschliesslich ihre Beziehung zu der allgemeinen Theorie der algebraischen Curven 
im Auge haben, wahrend in der zuletzt genannten Schrift ausserdem auch noch andere Ge- 
sichtspuncte festgehalten werden mussten. Zugleich wird auf diese Weise die vorliegende 
Arbeit zu einem selbststandigen Ganzen abgeschlossen. 

2. Wir werden überall gerade Linien nach einem einzigen Buchstaben des grossen latei- 
nischen Alphabets, zum Beispiel nach P, Q, R, S . . benennen, und dann die Abstände 
irgend eines zu bestimmenden Punctes von diesen geraden Linien , oder allgemeiner , diese 
Abstände , nachdem sie zuvor mit willkührlichen Coefficienten multiplicirt worden sind, durch 
die entsprechenden Buchstaben des kleinen Alphabets, also durch p, q, r, s . . bezeichnen. *)• 
In dem Verlaufe derselben Entwicklung bleiben die eben erwähnten Coefficienten unverän- 
dert dieselben, sie sind constant. In den allgemeinsten Entwicklungen brauchen wir auf 
ihre Werthe durchaus keine Rücksicht zu nehmen ; in be^ondem Fällen werden wir dieselben 
von Vorne herein willktthrlich annehmen und dann dadurch erst den Ausdrücken p, q, r, s . ., 



*) Da wir im' Verlauf unserer Untersachiragen oft auch ganze Zahlen za bezeichnen haben, wollen wir 
diese zwar auch durch Buchstaben des kleinen lateinischen Alphabets ansdrufkeu , aber, der Unter- 
scfaeidudg wegen , hierzu der Gursiv . Schrift it, m . • uns bedienen. Constante Coefficienten werden 
wir, wie bisher, Hberall durch die Buchstaben des kleinen griechischen Alphabets bezeichnen; 

1 
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nachdem die bezüglichen geraden Linien gegeben sind , eine vollkommen bestimmte geome- 
trische Bedeutung beilegen. Diese Ausdrücke ändern im Allgemeinen, bei einer Oris-Verfliy- 
derung desjenigen Punctcs, auf welchen sie bezogen werden, ihre Werthe: sie sind verän- 
derliche Grössen, die von der Lage dieses Puuctes abhängen. IhreM'erthe 
verschwinden und verschwinden nur dann, wenn der fragliche Punct auf den bezüglichen 
geraden Linien liegt , das heisst mit andern Worten : es sind die Gleichungen : 

p = o, q=Oj r = o, 8 = 0,.. 

die Gleichungen der geraden Linien P, Q, R, S . . . Die Lage eines Punctes ist. durch die 
Werthe irgend zweier der obigen veränderlichen Grössen , wenn die beiden bezüglichen ge- 
raden Linien gegeben sind , auf lineare M'eise bestimmt, denn es wird dadurch der fragliche 
Punct, als der Durchschnitt zweier gerader Linien, die den beiden gegebenen bezüglich pa- 
rallel sind, bezeichnet. Die allgemeine Gleichung des ersten Grades zwischen solchen ZM*ei 
veränderlichen Grössen ist die Gleichung einer geraden Linie und da jede beliebige gerade 
Linie auch durch ein einziges Symbol bezeichnet werden kann, so folgt dass jede der ver- 
änderlichen Grössen p^ fy r, s • • eine lineare Function irgend zweier andern ist, die wir 
unter denselben willkührlich auswählen können. In die Reihe dieser Grössen gehören auch 
gewöhnliche, auf irgend zwei Coordinaten - Axen bezogene, Parallel -Coordinaten, y und x. 
(Hierbei ist jedoch nicht zu übersehen , dass die gerade Linie Y , welche , unserer Bezeich- 
nung gemäss, zu dem Abstände y gehört, nach der gebräuchlichen Benennung, die Axe der 
X , und die gerade Linie X, welche zu x gehört, die Axe der y ist.) Wir werden überhaupt 
jene veränderlichen Grössen, in so fem wir nicht an ihre geometrische Bedeutimg, sondern nur 
an ihre gegenseitige analytische Bestimmung denken, lineare Functionen nennen; sie 
sind insbesondere lineare Functionen gewöhnlicher Parallel - Coordinaten. 

3. In unsern Betrachtungsiveisen ergibt sich die Theorie der entgegengesetzten Zeichen 
unmittelbar; wir wollen sie hier an die Schluss-Bemerkuog der vorigen Nummer, dass p, q, 
r, s . . Hneare Functionen gewöhnlicher Parallel - Coordinaten sind , anknüpfen. Zu diesem 
Ende können wir die Coordinaten-Axen immer so annehmen, dass für alle zu betrachtenden 
Puncte die beiden Coordinaten y und x positiv sind: eine Voraussetzung, die immer statthaft 
bleibt, selbst dann, wenn wir Curven mit unendlichen Zweigen und asymptotische Annähe- 
rungen betrachten , weil bei allen solchen Betrachtungen der BegrüF des Unendlichen bloss 
-der Begriff einer Gränze ist , der wir uns im endlichen Räume immer mehr annähern können 
und es die Art dieser Annäherung ist , die wir eigentlich betrachten. In dieser Voraussetzung 
sei P = M' (y + ax + /?), 

wonach wir für die Gleichung der entsprechenden geraden Linie P jede der folgenden beiden 
nehmen können : p =±= o , y + ax + ß =^ o* 

Für solche Puncte, die in gleicher Entfernung auf den beiden Seiten der Linie P liegen, ist, 
der Definition gemäss, der absolute Wertli von p derselbe. Ob, für einen gegebenen Punct, 
p positiv oder negativ ist , hängt gleichzeitig vom Zeichen von ju .und vom Zeichen des Aus- 
drucks (y + ax + ß) ab. Es ändert al^o p , \reil fi constant ist , sein Zeichen nur dann, 
wenn der gegebene Punct von einer Seite dec Linie P auf die andere hinflberruckt. Wir 
können , für einen willkührlich angenommenen Punct , den Werth von p gleidi von Vorne 
herein positiv setzen ^ alsdann ist das Zeichen von p für a 1 1 e Puncte gegeben : für solche 
Puncte , welche mit dem angenommenen auf derselben Seite der Linie P liegen, ist der Werth 
von p positiv, für Puncte auf der entgegengesetzten Seite negativ. Die gemachte Voraus- 
setzung kommt aber darauf hiimus nachträglich das Zeichen von fi , oder die Richtung der 
Linie X (Coordinaten-Axe der y) gehörig zu bestimmen. Was nemlich den Ausdruck (y+ ax-^ß) 
angeht, so ist der Werth desselben von der Lage und Richtung der Linie Y (Coordinaten« 
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Axe der x) ganz uttabhUngig , wabrend er , wenn die Linie X ihre RicbtUBg aidert im All* 
geneisen siek ebenfalls ändert und wenn diese Ricbtungs-Aende^ung insbesondere zwti Rechte 
betragt, amar unverändert bleibt aber sein Zeichen rertaascht. Erst nachdem mr von Vorne 
herein avm Behuf der Bestumnung unserer linearen Functionen die positive Erstreckung der 
letztgenannten Axe ein für alle Mal festgesetzt haben, hangt das Zeichen jeder einzelnen 
linearen Function p, wenn sie auf einen gegebenen Punct bezogen wird, einzig und allein 
noch vom Zeichen des Coefficienten fi ab. Aber auch ohne uns irgend darum zu ktimmem, 
wodurch das Zeichen von p eigentlich bedingt wird^ können wir, ohne Weiteres, eine po* 
sitive und eine negative Seite der Linie P annehmen. 

Auf gleiche Weise können wir eine positive und eine negative Seite für jede dc^ andern 
Linien Q, R, S . • von Vorne herein beliebig annehmen und die Zeichen - Bestimmung ist 
vollständig, wenn wir fttr einen beliebig angenommenen Punct die Zeichen der Werthe aller 
linearen Functionen p, q, r, s . . willkührlich und unabhängig von einander feststellen. 

Hierbei verdient bemerkt zu werden, dass wenn diese Zeichen -Bestimmung einmal ge- 
macht ist nur gewisse Combinationen der Zeichen der verschiedenen linearen Functionen fttr 
denselben Punct Statt finden können und die übrigen Combinationen aasgescblossen sind, sobald 
die Anzahl der linearen Functionen Zwei übersteigt. Denn, wenn wir diese Anzahl überhaupt 
» nennen, so ist die Anzahl aller Zeichen-Combinationen n^; die Anzahl derjenigeu aber, die 
möglicherweise Statt finden können, ist nur der Anzahl derjenigen Flachen -Räume gleich, 
in welche die Ebene von den n geradoi Linien P, Q, R, S . . getheilt wird und beträgt 

hiernach nur ("^ ^ "*" ^)* ^^"^ ^^^ ^"'^ Beispiel bei vier linearen Functionen ste- 
hen bleiben, so bilden die denselben entsprechenden vier geraden Linien im Ganzen elf Fla- 
chen - Räume und fünf Zeichen - Combinationen sind nicht möglich. Unter jenen elf Flachen- 
Raumen befindet sich ein geschlossenes Viereck ohne einspringenden Winkel und wenn wir 
etwa den vier linearen Functionos fttr die Puncto innerhalb dieses Vierecks allen das positive 
Zeichen beilegen, so befindet sich unter den unmöglichen Combinationen namentlich auch'die- 
jenige , in welchen alle vier Functionen - Werthe negativ sind. 

4 Jede unserer linearen Functionen hängt von drei Constanten ab. Diese treten in 
Evidenz, wenn wir irgend zwei lineare Functionen q und p von Vome herein willkührlich 
bestimmen, und dann alle übrigen durch diese beiden ausdrücken. So hängt indem wir 

s s /iq 4- Ap 4- X •) 



*) Wir wenden hier wiederum das Zeichen ^ an, am identische Gleichungen von gewuhnitciren zu 
unterscheiden: eine Unterscheidung, die gerade für unsere Betrachtungsweisen von Wichtigkeit ist. 
Gewöhnliche Gleichungen drucken Grössen -Beziehungen, identische Gleichungen bloss analytische 
Forrn«Bezie|iungen aus. So bedeutet die Gleichung des Textes explicite , dt^sa wir s als eioe Fun- 
ction von p und q einfuhren oder auch implicite^ dass w^ir s, so wie p und q^ als Functionen 
irgend zweier veränderlichen Grössen betrachten und dass alsdann, wenn wir Alles durch diese aus- 
drücken, die Gleichung auf o :b o sich reducirt und also nichts mehr aussagt. Ofl macht man den 
Uebergang von einer gewöhnlichen zu einer identischen Gleichung ohne sich dessen klar bewusst 
zu werden. Eine gewöhnliche Gleichotfg zwischen drei oder mehreren Functionen, wird, wenn wir 
uns diese von zwei andren abhängig denken, in Beziehung auf diese eine identische, und umge- 
kehrt wird jede identische, wenn wir die in ihr vorkommenden Functionen gruppenweise zusammen- 
nehmen, und selbstständig für sich constroiren, eine gewöhnliche. So enthält die identische Glei- 
chung, in der wir uns des später einzuführenden Algorithmus bedienen, 
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setzen , die Function g von den drei Constanten pi j X und n ab , von den Werthea dieser 
Constanten zur Bestimmung: der Function s kann aber erst nacb der rollstandigen Bestim- 
mung von p und q die Rede sein. 

Wir können die drei Constanfen , ron welchen eine lineare Function abhangt, so abson- 
dern, dass sM'ei derselben auf die Bestimmung der beatiglichen geraden Linie kommen, und 
die dritte ein constanter Coeüicient ist, von welchem unsere Definition Oberdiess noch eine 
solche Function abhangig macht. Diess kommt dann darauf hinaus , die letzte Gleichung 
unter der nachstehenden Form zu schreiben r 

s = /c (q + np + ß). 
Die Bestimmung der Functionen p und q behalt hierbei ihre ganze Willkührlichkeit ; wir können 
' sie insbesondere so feststellen , dass sie ktirzeate Abstände von zwei willkührlich angenom- 
menen geraden Linien, P und Q, oder auch 'Parallel-Coordinaten bedeuten. In dem letztern 
Falle bedeutet alsdann der Ausdruck (q + ap+/^) den, nach der Richtiuig der geraden Linie 
P genommenen. Abstand des bezüglichen Punctes von der geraden Linie S. Diese Richtung 
bleibt also dieselbe für die Construction aller linearen Functionen, so dass die M'erthe der* 
selben, wenn sie auf einen gegebenen Punct bezogen werden, als diejenigen Segmente sich 
darstellen, welche auf einer durch den gegebenen Punct gehenden geraden Linie, zwischen 
diesem Puncto und den , jenen linearen Functionen entsprechenden , geraden Linien liegen. 
Hierbei wird also die Beziehung der verschiedenen linearen Functionen zu einander durch 
zwei derselben auf analytischem Wege vermittelt Wir können auch q und p so annehmen, 
dass der Ausdruck (q+ap+i?) den kürzesten Abstand des Punctes, auf Mielchen er bezo* 
gen wird, von der Linie S ausdrückt; dann aber ist diese Annahme von der jedesmaligen 
Richtung der Linie S nicht unabhängig, und die analytische Beziehung der- verschiedenen 
Functionen zu einander wird weniger einfach. Aber in allen diesen Fallen bestimmen sich, 
nach vorläufiger Annahme von q und p , die Function (q + ap + ß) und die Linie S gegen- 
seitig auf vollständige W^eise. Li diesem Sinne werden wir in den spätem Untersuchungen 
fiSy. tr . . an die Stelle von 8, r • . schreiben, und dann auf die Functionen s, r . • nur 
zwei Constante rechnen. 

Jede beliebige Function des ersten Grades einer beliebigen Anzahl der linearen Functio- 
nen p, q, r, s . . gehört in die Reihe dieser Functionen seibat und bedeutet, wie diese, den 
mit einem constanten Coefficienten multiplicirten Abstand des Punctes, auf welchen die frag- 
liche Function von der Form 

«p + /Jq + yr + Js + . . + 1 
bezogen wird, von einer geraden Linie, deren Gleichung man erhält, wenii man diese Fun- 
ction gleich Null setzt. Eine solche Function schliesst überzählige Constante ein; nachdem 
die verschiedenen linearen Functionen willkührlich angenommen worden sind, erhalten, uni 
eine gegebene gerade Linie auszudrücken , die Coefficienten a ß y i ..'^ keine absolut be- 
stimmten Werthe; wir können alle, bis auf drei, willkührlich annehmen, und dann sind auch 
diese auf lineare Weise bestimmt Insbesondere können wir unsere linearen Functionen auch 
als homogene Functionen dreier, die wir willkührlich von Vorne herein annehmen, betrachten. 



bloss eine analytiscHe Form-Beslimmang; sobald wir aber die drei Functionen £1 einzeln für sich 
betrachten', und verVnittelst dreier gegebenen Curven der n. Ordnung als drei Prodncie von n Seg- - 
menten construiren , druckt die gewöhnliche Gleichung : 

An = K + ^n » 

n n * n ' 

eine metrische Relation zwischen diesen 3/i Segmenten aus. 
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Dann wird die Constnictiön jeder beliebigen Fmiction durch die drei willkührlieh angenam- 
neuen vermittelt, und hangt von drei vollkommen bestimmten Constatiten ab. 
Mir wollen Producte linearer Functionen , der Kürze wegen , durch 

darstellen , indem wir die Anzahl der Pactoren jedes Productes durch unten angehängte 
Marken bezeichnen, und, wo es nOthig ist, verschiedene solche Producte durch Accente 
unterscheiden. 

5. I)ie allgemeine Function 2Eweier linearen Functionen von irgend einem n. Grade ist 
2uglei<A die allgemeine Function desiselben Grades irgend zweier andern linearen Functionen. 
Die Anzahl der Constanten von denen diese Functionen abhangen ist beidesmal dieselbe, aber 
ihre Werthe sind verschieden, weil die Fünctionen-Bestimmung durch zwei andere, von Vorne 
herein willktthrlich angenommene , lineare Functionen vermittelt wird. Wir wollen eine sol- 
che Function des n. Grades durch Ha bezeichnen , indem eine unten angehängte Marke den 
Grad angibt und verschiedene Functionen desselben Grades durch oben hinzugefügte Accente 
oder Marken Jn folgender Art unterscheiden:' 

Es hat jede solche Function £2a , was für unsere Betrachtungsweisen ein wesentlicher Ge- 
«ichtspunct ist, eine selbstständige Existenz für sich, welche von der Wahl der 
beiden linearen Functionen ganz und gar unabhängig ist. Ihr entspricht eine Curve der 
n. Ordnung, deren Gleichung die folgende Ist: , 

fln-O, 

und wir wollen, um uns kurz auszudrAcken, als Curve iia diejenige bezeichnen, welche durch 
diese Gleichung dargestellt wird. Ist diese Curve gegeben, so erhält ,die Function £in , wenn 
sie auf einen gegebenen Punct bezogen wird, einen mit einem unbestimmten, für alle gege- 
benen Puncto sicli gleich bleibenden (constanten) , Coefficienten multiplicirteii , vollkommen 
bestimmten Werth, welcher sich geometrisch als ein Product von n Segmenten, die auf einer, 
nach willktthrlich angenommener constanter Richtung durch den gegebenen Punct gehenden, , 
geraden Linie zwischen diesem Punkte und den n Durchschnittspuncten mit der Curve liegen, 
darstellen lässt. ^) Die constante Richtung dieser geraden Linie und der constante Coeffi- 
cient stehen in gegenseitiger Abhängigkeit, ,8o dass. man jene beliebig ändern kann, wenn 
man diesen nachher gehdrig bestimmt Wenn wir daher, wie überall in den folgenden Ent- 
wicklungen, die allgemeine Function des, n. Grades mit Hinzufügung eines unbestimmten 
Coefficienten durch /<i2« statt durch iia f darstellen, so hängen die Function iia und die Curve 
ßa von denselben Constanten ab* Hierbei ist nur vorauszusetzen, dass wir eine constante 
Richtung von Vorne herein annehmen ; eine Annahme die vorher Statt gefunden haben muss, 
ehe wir /et einen bestimmten Zahlen -Werth beilegen können. Die Anzahl der in Rede ste- 
henden Constanten beträgt -^-i—lri. Sie treten uns, so lange wir die Function Ha von 

zwei von Vorne, herein und ohne Beziehung zu der entsprechenden Curve angenomme- 
nen lineairen Functionen abhängen lassen, in der gleichen Anzahl der Coefficienten der Glei- 
dinng der Curve . entgegen. Bei dieser Art die Curve analytisch zu bestimmen, bringen wir 
nothwendiger Weise dadurch, dass wir Alles von zwei willkührlichen linearen Functionen 
abhängen lassen^ auch Willkührliches in die Coefficienten ihrer Gleichung und nur durch 



*) Von solchen Betrachtungen bin ich in dem System der analjtUdien Geometrie ausgegangeiL 
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mekroder minder suBannengesetste Bedini^gs - Gleichnogeii zuischen diesen Cotf&cienten 
(Oleichimgeii , in denen das WUlkührliche sich gegenseitig aufheben moss, damil; sie auf die 
eigentliche Natur der Curve sich beziehen können) wird es attglich untergeordnete Curven- 
Arten zu unterscheiden. Wir aber werden Sin durch vermittelnde Functionen, welche vom 
ersten .oder auch von hohem Graden sind, ausdrücken. Diese vermittelnden Functionen hto* 
gen einerseits zwar auch von den beiden willkilhrlichen Functionen ab, andrerseits aber 
haben sie nach den vorstehenden Erörterungen, eine selbststandige geometrische Existenz» 
Die ihnen entsprechenden Curven stehen alle in ausgezeichneter Beziehung zur Curve ü^^ und 
durch sie wird diese Curve geometrisch bestimmt. 

6. Die vorstehenden Andeutungen haben ihre Anwendung und Erläuterung schon in 
den beiden letzten Abschnitten ies Systems gefunden; auf noch mehr characteri- 
stische Weise, wird diess fast auf jedem Blatte dieses neuen Werkes geschehen. Des- 
halb vermeide ich hier jede weitere Ausführung., und hebe nur einen Punct, welcher der 
Nerv aller unserer Entwicklungen ist, noch besonders hervor: die Bedeutung der An- 
zahl der Constanteu in uusern Gleichungen. Auf das Zähleu dieser Constanten 
reducirt sich Alles, und dieses um so mehr, je mehr unsere Untersuchungen allgemeiner und 
als Folge hiervon, zugleich einfacher sich gestalten. 

Eine Gleichung, unter welcher Form sie auch erscheinen mag, und welche vermittelnde 
Functionen in ihr in Evidenz treten mögen , muss , wenn sie die allgemeine des n. Grades 

H Tu JL. 3^ 

sein soll , die nothwendige Anzahl von Constanteu haben, nemlich — ^ und sie ist 

dann jedesmal die allgemeine , wenn sie diese Anzahl unabhängiger Constanten einschliesst. 
So ist zum Beispiel @3 + /«s = pqr+/<s = o 

die allgemeine Gleichung der Curven dritter Ordnung und enthält neun Constante, die wir 
unmittelbar zählen können. Denn auf * jede der vier vermittelnden linearen Functionen p, q, r 
und s kommen zwei Constante und /« ist die neunte« Diese neun Constanten sind von 
einander ganz unabhängig; wir können keine der vier linearen Functionen ändern, ohne da- 
durch zugleich die Foim der Gleichung zu ändern. Darum stehen die geraden Linien P, Q, R 
und S in einer vollkommen bestimmten geometrischen Beziehung zur Curve. Die drei ersten 
jener vier linearen Functionen kommen auf symmetrische Weise in der obigen Gleichung vor; 
die entsprechenden drei geraden Linien stehen daher in gleicher Beziehung zur Curve. Es 
sii\d ihre drei Asymptoten, und da die Curve nur drei Asymptoten hat, können wir der all- 
gemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung (der allgemeinen Gleichung dritten Grades 
zwischen zwei unbekannten Grössen) nur auf einmalige Weise die obige Form geben. 
In andern Fällen ist es eine rein combinatorische Aufgabe, welche bestimmt, auf wievielfache 
Art eine Curve durch eine Gleichung von gegebener Form sich ausdrücken lässt. (Vergl. 
System , Dritter Abschnitt, $. 7. und §. 8.). 

Ks kann eine Gleichung überzählige Constanten enthalten; dann sind die vermittelnden 
Functionen durch ihre Beziehung zur gegebenen, durch diese Gleichung dargestellten, Curve 
ei-sf dann vollkommen bestimmt, wenn wir eine gewisse Anzahl von Constanten unabhängig 
von der Curve willkührlich annehmen. Es gibt also unendlich viele andere Functionen und 
ihnen entsprechende Curven , welche wir an die Stelle der ursprünglichen setzen können, 
und die in gleicher geometrischer Beziehung zu der gegebenen Curve stehen. Die unvoll- 
ständig bestimmten Constanten, welche in den verschiedenen vermittelnden Functionen der Glei- 
chung der gegebenen Curve vorkommen, sind von einander abhängig ; die bezüglichen Curven 
stehen also ebenfalls in einer gegenseitigen Abhängigkeit Es enthält zum Beispiel die folgende 
Gleichung des dritten Grades pß^ 4. ^is = o 
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«ehn und folglich eine überzähJige Constante. Von diesen sehn Constantea kommen 
fünf auf die Function Sii i ^wei auf jede der beiden linearen FunGtionen p und s, und /t 
ist die zehnte. Die Functionen SI2 und s sind nicht vollständig bestimmt , aber sie slehen 
in gegenseitiger Abhängigkeit Wir kl^nnen iii um eine willkührliche Constante x wachsen las- 
sen , dann bleibt sowohl die vorstehende Gleichung , als auch ihre Form unverändert, wenn 
w ir //s mjt (^s — xp) vertauschen. Es gibt also unendlich viele Curven der zwtMetL Ord- 
nung , welche zu der flurch die gegebene Gleichung dargestellten Curve in gleicher Beziehung 
stehen, als die Curve ß^. Alle diese Curven haben mit der gegebenen in unendlicher Ent- 
fernung auf zwei der drei Asymptoten derselben einen dopjpdten Contact Erst wenn wir 
eine einzelne derselben willktihrlich auswählen, und durch Sii 'darstellen, wird die I^ie S 
vollkommen bestimmt Umgekehrt wird , vi'enn wir die Linie S , welche überhaupt jede be- 
liebige gerade Linie sein kann , welche durch den Durchschnitt der gegebenen Curve mit 
ihrer Asymptote? geht, unt<^r dieser Beschränkung wfllkührlich annehmen, dadurch die Curve 
Sil vollkommen bestimmt 

Wir können mit leichter Mühe, in jedem vorliegenden Falle, aus einer gegebenen Glei- 
chung die ttberzähligen Constanten durch Aenderung der Form derselben fortschaffen. (Die 
Form der letzten Gleichung zum Beispiel können wir unmittelbar auf die Form der vor- 
hergehenden zurückführen.) Erst dann erkennen wir die eigentliche Natur der Curve, in so 
fern sie sich chai*acteristisch in der neuen Form ausspricht, und wenn diese die nothwendige 
Anzahl \t)n Constanten nicht mehr behalten haben sollte, und also nur eine particuläre 
Curven - Gattung der allgemeinen Ordnung isinzeigt , so ergibt sich unmittelbar , worin das 
Wiesen" dieser Particularisation besteht -r- 

7. Die Bedeutung der Anzahl der Constanten in den (Bleichungen der Curven, als einer 
rein abstracten Zahl, tritt nns- ganz besonders in den folgenden Sätzen, mit welchen ich 
diese einleitenden Betrachtungen beschliesse, entgegen. Diese Sätze sind gleichsam die Axe 
um welche , was freilich nicht immer unmittelbar zu Tage liegt, alle unsere Untersuchungen 
sich drehen. 

Es sei ß„ = 

die allgemeine Gleichung der .Curven der*n. Ordnung, welche, wenn wir Sla als Function 
zweier von Vorne herein willkührlich bestimmten linearen Functionen betrachten , und als 

solche vermittelst —^ unbestimmter Coefficienten ausdrücken, als von eben diesen Conl 

" I 

stauten abhängig anzusehen ist Eine einzelne Curve dieser Ordnung ist hiernach auf einzige 

Weise gegeben, wenn wir die Werthe dieser — ~ Constanten, oder statt dessen eine 

gleiche Anmhl linearer Bedingungs-Gleichungen ziiischen allen diesen ConstanteA oder eini- 
gen derselben, oder endlich, weil jedem gegebenen Puncte der Curve eine lineare Bedin- 
gungs-Gleichung zwischen allen ihren Constanten entspricht, eine gleiche Anzahl unabhängig 
von einander auf der Curve angenommener Puncto kennen. 

Durch l — ^5 1 1 gegebene Puncte lassen sich unendlich viele Curven der ». 

Ordnung legen; irgend zwei dieser Curven, wollen wir durch die folgenden beiden Glei- 
chungen: ßa = ö» flL' = o, (0 
darstellen« Dann ist, indem wir durch fi dnen fmbestimmten Coefficienten bezeichnen, 

Q'^ ^ f,£i; =^0 (2) 

die allgemeine Gleichung aUer Curven der n. Ordnung , welche durch die gegebenen Puncte 
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gehen. Denn diese Gleichung wird für jeden dieser Puncte , nnahhängig von /i , hefriedigt, 
weil für jeden dieser zugleich auf den beiden Curven (1) liegenden Pimcte, ß'^ und £2'^ zu* 

gleich verschwinden. Der Werth von /t (und jedem andern Werthe von fi entspricht eine 
andere Curve) ist durch einein neu hinzukommenden Punct der Curve (2) vollkommen und 
auf lineare Weise bestimmt. Nur in dem besondem Falle, dass dieser neue Punct der Curve 
(2) zugleich auf einer und also auch auf der andern der beiden Curven (1) liegt, verschwin- 
den auch für diesen Punct die beiden Werthe von i2'^ und ii^ zu gleicher Zeit, und dann 


stellt sich /u unter der unbestimmten und unbestimmbaren Form — dar. Also bleibt in die- 
sem Falle auch die Bestimmung der bezüglichen Curve unvollständig. Dieselbe CnvoUsUn- 
digkeit in der Bestimmung der Curve (2) besteht auf gleiche Weise dann immer noch fort, 

. ( — ~ — '— — 1 J gegebenen Puncten , durdi w eiche diese Curve gehen soll, 
eine beliebige Anzahl solcher Puncte, welche 



wenn zu den 



. --(^^»-O- 



ii(n — 3) 



+ 1 



nicht übersteigt, noch hinzukommt, vorausgesetzt, dass alle gegebenen Puncte, deren Anzahl 
'hiernach bis n^ ansteigen kann, ausser auf der zu bestimmenden Curve (2) auch noch auf 
einer der beiden Curven (1) oder mit andern Worten auf einer zweiten beliebigen Curve 
derselben Ordnung, und hiernach also zugleich auf unendlich vielen solchen Curven liegen. ^) 
Die Curve (2) ist also ganz auf gleiche Weise vollständig bestimmt, wenn n^ ihrer Puncte, 
welche zugleich auf irgend einer zweiten Curve derselben Ordnung liegen, oder wenn von 

diesen n^ Puncten bloss irgend f — ^~ ^ — tj gegeben sind, und in beiden Fallen dann 

noch ein letzter gegebener Punct zur Bestimmung des Werthes von fi hinzukommt. Hierin 
liegt der Beweis des folgenden Satzes. 

Alle Curven einer beliebigen n. Ordnung, welche durch (^^ '^^ ) 

willkührlich angenommene Puncte gehen, schneiden sich ausserdem 

auch noch in denselben f— ö ^^ "^ ^J Pvncten, deren Lage allein durch 

die willkührlich angenommenen Puncte bestimmt ist 



*) Wir kSnnen nemlicli , nnserer Brzeicfanangxveise gemSM , indem wir durch Sl"* «ine canz willkuiir* 
lieh angenommene Function des it. Grade« beseichnen, schrittweise mit der Gleichung (2) die 
nachsteheudcn Form-Aenderungen Tornehmen: 

HÄä' + 1(1+ A«)«. -<'!.• 

wonach die Cjirven i2^" und i2^''' in ganz derselben Beziehung zu der, durch die Gleichung (2) 
dargestellten Curve il^ stehen, als die beiden Curven £1* undA'^ und wir erhalten gleichmässig : 






Sl 



1*1 
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Bb ist offenbar , Aass diese Bestimmiiiig von der Construction einer einngen Gldchmig 



„e. («J|^ 4. 1> Grades abhU»«t 

Acht Puncte einer Curve dritter Ordnung bestianien nach dem vorstehenden Satze einen 
neunten Punct derselben Curve und hiemach unendlich viele andere Curven dritter Ordnung, 
welche in densdben neun Puncten sidi schneiden. Wenn aiso neun von Vorne herein wiU^ 
ktihrlich angenonunene Puncte einer Curve dritter Ordnung gegeb» sind , so sind dadurch 
unendlich viele neue Puncte derselben Curve durch lineare Constructionen gegeben; 
denn je a e h t der neun gegebenen und der durch diese allmaUig gefundenen Puncte der 
Curve geben einen neuen Punct derselben« 

, Dreisekn Puncte. einer Curve vierter Ordnung bedingen drei neue Puncte derselben 
Curve. Durdi vierzehn willkfihrlich angenonunene Puncto dner solchen Curve , sind un* 
endlich viele Puncte derselben , unt^ der Voraussetzung der Auflösung von Gleidiungen des 
dritten Grades, gegeben. Und so weiter. 

8» Wir können die Curven einer beliebigen n. Ordnung dadurch particularisiren , dass 

wir sie ( — L — ») (wobei m emc beliebige ganze Zahl zwischen Null und ^^ — - 

bedeutet) linearen Bestinunungen, das heisst solchen Bestinunungen unterwerfen, welche, wenn 
wir die Curven durch eine Glddiung zwischen zwd willkilhrlichen linearen Functionen aus- 
drücken , zu Bedingungs - Gleichungen des ersten Grades zwischen den Coeflidenten dieser 
Gleichung führen. Alsdann hangen die so partieularisirten Curven nur noch von m linearen 
Constanten ab und smd durch eine gleiche Anzahl von Puncten voUkonunen bestimmt. So 
hängen zum Beispiel Cinrven zweiter Ordnung, die dadurch particularisirt sind, dass sie gleich- 
seitige Hjrperbela sein sollen, statt von fftnf nur von vier linearen Constanten ab. Mit Be- 
zugnahme auf die Anfangs - Bemerkungen der vorigen Nummer erhalten wir hiemach, neben 
dem letzten Satze , sogldch den folgenden. 

Alle Curven einer beliebigen n. Ordnung, die so particularisirt sind, 
dasa sie durch m willkdkrlich angenommene Puncte auf lineare Weise 
bestimmt sind, gehen, wenn (m — t) dieser Puncte gegeben sind, ausser, 
dem auch noch durch andere (n^— - (m — 1)) feste Puncte, deren Lage ein- 
zig von der Lage der gegebenen Puncte abhangt. 

Wenn wir m ^ - Z'^ setzen^ so kommen wir auf den Satz der vorigen Nummer 

zurück. Ausseriem können wir fir m jede kleinere ganze Zadil ndimen, die Zahl Eins nicht 

ausgeschlossen. Dadurdi eriialten wir eine grosse Menge neuer geometrischer Anwendungen, 

9. Bs gibt noch dne zweite Art, >den Satz der 7. Nnmmer zu verallgemeinern und 

dadurch seine Anwendbarkeit zu vermehren. Nach diesem Satze nehmen wir neulich 

^?i?±^) _ i\ p„netc wülkühriich an und durch diese Puncte sind alsdann ^ "^^"^^^ + 1 ^ 

neue Puncte bestimmt» Die Anzahl aller Puncte . betfügt hiemadi n^ und durch diese n^ 
Puncto gehen unendlieh vide Curven der n. Qrdnmq;» die wir dvreh die allgemeine Gleichung 

12^ » o 

darstellen wollen. Wir wollen femer von den willktihrlich angenommenen Puncten ^ * 



beliebig absondern. Durch diese abgesonderten Puncte ist alsdann irgend dne Curve der p. 
Ordnung , deren Gldchung die folgende sd : 
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auf lineare * Weise bestimmL Wir nehmeii luerbei p kletiier ab n imd wollea lern entspre- 
chend n s p + fr 
setzen, wonach die Anzahl der nech fibrigfen willkflhrlich ang^enommenen Piincte: . 

pttTHigL Wenn wir endlich uiu noch die Voraussetzang^ «achen , däss alle diese nech tibri- 
fen Piincte auf ein und derselben Ciirve der ^4 Ordniing: liegen, deren Gleidiung 

sei, so ist kltr, dass insbesondere auch das System der beiden Curven fip und fif, deren 

Gleichung^en wir in die folgende zusammenziehen können: 

in die Reihe der Curveu Qa gehört und dass also die, durch die willkührlich angenommenen 

Puncte nach unserm Satze bestimmten neuen [ a^ + 1 j Puncte auf die beiden Cjurven 

£ip und iiq sich vertheilen. Die ganze AnzaU der Durchschnittspuacte aller einzelen Curven 
Sin mit der letztgenannten dieser beiden Curven beträgt nq ; also werden durch die obigen 

(^y"~( o + ij) Puncte, welche, nach unserer Voraussetzung, in dieser Anzahl ein- 

begriffan sind , neu^ ( ~ ^ ^ ) Puncte bestimmt Und somit ist der nachstehende 

Satz bewiesen. 

Alle Curven der n. Ordnung, welche durch (ity-*f ^^ ' + 1 1 auf dem 

Umfange einer gegebenen Curve der q. Ordnung willkuhrlich angenom- 
menen Puncto geben, schneidea^dieselbe Curve ausaerdem auch nach in 

neuen ( o~ — +.^) festen Puncten. 

Die Lage dieser neuen Puncte wird einzig und allein durch die Lage der willkfihrlich 

angenommenen, vermittelst der Auflösung einer Gleichung des f ' ^^ h 1 j. Grades, 

bestimmt. \ 

10. pie Beziehung, Jn welcher der Satz der vorigen Nummer zu dem Satze der 7. 
Nummer steht, ergibt sich bei einer neuen Verallgemeinerung noch deutlicher. Wir können 
nemlich, nachdem wir einmal die ' VoraussttaEiing gemacht haben, dass in die Reihe der 
Curven ün ein System zweier Curven J2p und iiq gehört ^ die wiUkahrlich aazuaehmenden 
Puncte , innerhalb gewisser Grftnien , beUehig auf diese beiden Curven verthciUen; in der 
Art dass , wenn g und k zwei duroh die Bedingungs « Gleiekung . . - 

. 1. «(«—3) , ^ /•4\ 

if 4- k « —^^ ' +1 (1) 

« 

von einander abhllngigen Zahlen bleute*, auf die eine Curve (np-^si w' ^ ^ nnißve 
(nq — k) jener willktthriieh angenommenes Punete kommen. Damit diese beiden Curven durch 
die angenommenen Puncte vollkommen bestimmt seien, ist erforderlich, dass 

1 np — ff > ^ '^^ ' ■ ' >, ' nq -^ m ^ * ■ ^ "■ — « 

und wenn wir nach einander Air ft und j^ die Werthe aus (2) in die Gleichung (1) substituiren. 
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ni Wttckiichliyqi daw ii— p + f, wii4 iadvrtk soginA bedingt, dam 



P(P— 8) 
3 



+ 1, 



Jk > ^i|^^ + 1. 



Hiernach ergiAeii sich iswei Grüns -Werthe swiichen welchenv^ liegen muss, and hiervon 
gegenseitig abh(üigetti 2wci Gran« *p^ Werthe für Au Auf. diese Weise sind wir an dem nach- 
stehenden Satie gelangt 

Wenn man roranssetnt^ dass p nnd f Irgend *;iwei ganne Zahlen be- 
deuten^ deren Snmne n betrage, das» ferner g und ky alle willkührli«. 
eben Zahlen sein können, die bloss der Bedingung unterworfen sind, 

dass 5 zwischen den Oranzen f^^^^^^^^^ 4- IJ und ( «"" +pf\ diese 

Oränn-Werthe selbst niehl ansgenoninen^ liege und dass ig-hk) gleich 

-— -f t) sei — und man hiernach anf einer gegebenen f urve der p. 

Ordnung (np — g) und auf einer gegebenen Cur.re.der f.*Ordnung (»f — ik) 
Puncfe wiUfcflhrlich annimmt, so schneiden alle Cnrven der n. Ordnung, 
welche zugleich d^rch alle anf denbeiden gej^ebenen Cnrven willkühr- 
lieh angenommenen Puncto gehe-u, die erste dieser beiden Curven, ausser 
in den auf ihr angenammenen, aoch in:denaelben p und die zweite Curve, 
ausser in den auf ihr an'genwmmenonv m^cb im h neuen festen Puucten. 

Alle CiMTven der 4* Ordnung zum. Beispiel, welche durch Id Puncto gehen, .von welchen 
7 auf einem ersten nnd 6 anf einem zweiten gegebenen Kogdschnitte Willklihrlich angenom- 
men worden sind,.schndden den ersten Eegelscbnitt üherdie^ noch in einem und den zweiten 
in 2 neuen festen Puncton. Alle Cnrven der 5^. Ordnung, .Widche eine gegeben« Curv^ der 3. Ord* 
nung bezüglich in . 10,. 11, 19, . la, 14, 

nnd ttberdieBO einen gegebenen Kegelschnitt beziglich in 

.9, • 8, , f , 6, . 3, 

willklihrlich angenommenen Puneten sehneiden, sdineiden ausserdem noch die gegebene Curve 
dritter Ordnung bezüglich in 

5, 4, 3, 2. 1. 

nnd den gegebenen Kegdschniit bezüglich in 

Ir 3r 3, 4, 5, 

neuen festen Poneten^ 

Mir können auch, indem wir n^=p4Tqf-f-r+' - nehmen, gehörig < rertheOt anf ge- 

— ^ — '- 1 1 Puncto wMlköhrlich 

annehmen ;, dann sind neiie Puncte bestimmt, in welchen alle Curven der n. Ordnung, welche 
durch die Millkührlich angenommenen Puncte gehen, die gegebenen Curven schneiden. Die 
weitere Oi^cn^ion bietet keine Schwierigkeiten dar. 
' lU Alo Comllarinm ;^idem Sojtne der. vorigen Nummer erhalten wir den folgenden. 

Wenn dnrch-die- n^ Durehsehnitto*'Puncte irgend zweier Curve-n der 
n. Ordnung ein (System zweier CurVen d%r p^ und der f. Ordnung gehen 
soll, S9 ist nothwendig und hlrtreichend , dass von diese|i Durchschnitts- 
puneten (xp^g) anf der Curve der p. und {nq — k} anf der Curve der 
f. Ordnung liegen* 

Hierbei gelten die Zahlbestimmungen der vorigen Nummer fort* Wenn wir für p 
insbesondere den kleinsten Werth nehmen , ergibt sich der folgende Satz« 
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Wenn von den n^ DurchsckiiiltqpuncteB fargend sweier Carven der m Ordhimf 
(np — (- o ^ + l)) awf dem Umfanfe einer Curve der p. Ordnmg liegten, so geht 

durch n(n — p) der ttbngen DurchschnittspttscCe eine Curve der (n <— p). OrdnoDg* *) 

1% In der Wichtigkeit der Satve der letzten Nwoniern für unsere Betrachtungsweisen inde 
ich die Aufforderung über das Historische derselben einige Andeutungen hin^uxvfDgen« Der 
Satz der t. Nummer , welcher, Mie seine Verallgemeiuerungen, sowohl algebraisch als auch 
geometrisch anfgefasst und ausgedrflckt werden kann , t?at mir suenit, wahrend der Ausar- 
beitung des ersten Bandes der Entwicklungen bei der Discussion ttber die Ordnung der Os- 
culation zweier Curven entgegen und findet sich zuerst in einer Note *^) eni'ahnt. In Cr amer's 
oft citirtem Werke *^^) fand ich darauf als Paradox ausführlich erörtert, dass zwei Curven 
in mehr Puncten sich schneiden als zur Bestimmung jeder derselben erforderiich sind , und 
die richtige aber zu unbestimmte algebraische Erklärung gegeben, dass die n^ Wurzeln der« 
jenigen Gleichung, welche man aus zwei gegebenen Gleichungen des n. Grades zwischen 
zwei unbekannten Grössen durch Elimination einer dieser Grössen erhalt, nidit unabhängig 
von einander sind. In mathematischen Dingen kann nicht lange etwas ein Paradox bldben, 
eben so wenig als ein Kunstgriff lange als solcher sich behaupten kann ; das Paradox ver- 
schwindet, wenn verdeckte Mittelglieder der Verkettung mathematischer Satze hervortreten 
und der Kunstgriff verliert sich in ebier neuen durchgreifenden Behandlungsweise. Einer 
ausfllhrlichem Discussion des Satzes der 7. Nummer und der entsprechenden Satze für Con- 
structionen des Raumes widmete ich spater zwei besondere Abhandlungen <{-) und fügte dann 
noch, zugleich mit Berücksichtigung des Prindps der Reciprocitat, im zweiten Bande der 
Bniwtckltmgen die in der 8. Nummer enthaltenen Erweiterungen des Satzes, wodurch derselbe 
seine Anwendbarkeit bis auf Gleichungen des ersten Grades erstreckt, hinzu, ff) Die Ver- 
allgemeinerung der 9. Nummer findet sich mehrere Jahre später zuerst in zwei von einander 
unabhängigen Abhandlungen des Journals für Mathematik. (Da diese beiden Abhandlungen 
nicht in demselben Hefte des Journals abgedruckt sind , und auch die zweite von keiner Be- 
merkung des Herrn Herausgebers begleitet ist, so scheint es mir nöthig hinzuzufligen, dass beide 



*) Die identische Gleichung s Sl'^ + fiSl'^ = (1 + /li) Ä„ , 

drQckt aus , das« die Curve ü durch die n^ Durchschnitte der beiden Cunren Si' und Sl" gebt und, 

B Oh 

bei gehöriger Bestimmung ron ^, erhält man hiemach jede beliebige Gurre der n. Ordnung, welche 
durch dieselben n* Puncte geht. Wenn insbesondere St^^ einen factor Si^ hat, so geht die, diesem 
Factor entsprechende Gurre der p, Ordnung durch np dieser Puncte und umgekehrt. I>ann aber 
ist der andere Factor von I2„ Tom (it— p). Grade und es geht die entsprechende Curve ^^.p durch 
die übrigen n(n->;i) DurchschuitUpuncte. Den entsprechenden Satz hat Herr Gergonne (Ann. T. XVII) , 
zuerst explicite aufgestellt : vWenn von den n* Durcfaschnittspuncten zweier Curven der n. Ordnung 
np auf einer Curve der p, Ordnung liegen, so geht durch die übrigen ii(ii—p) eine Curve der (n— ;»). 
Ordnung.« Um diesen Satz, oder vielmehr um das analytische Princip , das der obigen Beweiffuh- 
ning desselben zu .Grunde liegt, bewegen sich alle meine frühem Arbeiten. Aber wir sehen , dast 
dieser Satz nnvoUständigist An die neuen Sätze von potenstrter Allgemeinheit knüpft sich 
ein neues Princip der Behandlungsweise; das Zählen der Comtanten und die Betrachtung ihrer ab- 
stracten Anzahl tritt an die Stelle der Verbindung allgemeiner Curven - Symbole. 

••) Entw. I, S. 228. 
) lutroduction a l'Analyse des lignes courbes algcbriques. Gvneve 1750. 

t) Recherche« sur les courbes algcbriques de tous les degr^s. Gerg. Ann. XIX. p. 97. Recherchei sur 

les surfaces algcbriques, de tous les degr^s. p. 129. 
tt) tntw. II, S. 242. 
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Akhandlungea ak Manuscript augleich in den Händen desselben waren)« In der ersten dieser 
beiden Abhandlungen *) ist lediglich nur eine Abhandlung Euler's aus dem Jahre 1748 
dtirt , ^^) aus welcher hervorgeht , dass E u 1 e r wohl früher als Cramer auf das fragliche 
Paradox stiess, aber in der Erklärung desselben nicht weiter ging als dieser. Er erwähnte 
desselben aber nicht in seiner in demselben Jahre erschienenen IntroducÜo in AnalyHn InfinUo- 
ruMj und ich weiss nicht, da3S seitdem ein anderer Mathematiker dasselbe wieder aufgenom- 
men hat. Die xweite der genannten Abhandlungen ^^^) rfihrt von mir her und war ursprOng- 
lich fttr den ersten Band des Journal de matMmaÜques pures etßppUquSeSy in dem unter der 
trefBichen Redaction desHemi Liouville die Gergonne'schen Annalen wieder ins Leben 
getreten sind, bestimmt; ein berühmter Analyst hatte durch eine mündliche Bemerkung über 
die Schwierigkeit der Uebertragung der Relationen , welche die Wurzeln einer Gleichung mit 
einer einnigen unbekannten Grösse betreffen , auf den Fall der zusammengehörigen Wurzeln 
ein^ Systems zweier oder mehrerer Gleichungen zwischen zwei oder mehrem uubdiannten 
Grossen die Abfassung del^ben veranlasst; zu dem Neuen, welches Me enthalt hatte mich 
der Satz Aex 20. Nummer , der schon seit längerer Zeit ausgearbeiteten , ersten Abtheilung 
des gegenwärtigen Bandes hingefthrt. Aus dem eben Bemeikten geht der Grund hervor, 
weshalb die Abhandlung französisch abgebsst und ins algebraische Gewand eingekleidet wor« 
den ist. Endlick ist noch hinzuzufügen , dass in der vorstehenden 10. Nummer der Satz der 
7. Nummer eine neue letzte Verallzemeinerunff erhalten hat — 



•« 



«*« 



*) De relalionlbus , quae locum habere debent iater piiiicta intersectionlt duarum curraram vel trium 
superücieram algebraicarum dati ordiui« «imul cum eaodatioue paradox! algebraid« Auetore G. G. 
J. Jacobi. Crelle's Jqumal XV. 4. Hed. ' 
) Sur une contradictioa apparente dam la doetrioe des lignes courbes. , 

) Th^oremes göii($raux concernant les dquations d'un degr<S quelconque entre un aombre qaelconque 
d'inconuues. Crelle's Journal XYI. 1. Heft. 
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V 

Üober die unendlichen Zweige der algebraischen Cur\^en und 
ihre geradlinigen und krummlinigen Asymptoten. 



13. Eine Curve der n. Ordniuig wird von einer geraden • Linie ^ im Allgemeinen in n 
Puncten geschnitten. Wem die Curve, in besoodem nülcn vmi einer geraden Linie nur in 
(n — 1) Puncten geschnitten wird, so geschieht dies», weil der n. Dvrchsehnittspunct «nend* 
lieh weit liegt; wird sie nur in (n— 2) Puncten geschnitten, so geschieht es weil zwei 
Durchschnittspancte , wird sie nur in (n — 3) Puncten geschnitten, so geschieht e» weil drei 
Durchschnittspmicte unendlich weit liegen, und so weiter. 

Wollen wir diese Behauptung nicht bloss aiif Granz - Betrachtungen in der Constmction 
gründen , so können Mir ihre Richtigkeit auch unmittelbar auf anal^iischem Woge darlegen, 
indem wir erwägen^ dass, wenn wir die Curve und die schneidende gerade Linie bezüglich 
durch die allgemeinen Gleichongen des n. und des ersten Grades zwischen zwei wülkührlich 
angenommenen linearen Functionen darstellen und dann zwischen diesen beiden Gleichrnigen 
eine der beiden linearen Functionen eliminiren: die resultirende Gleichung, welche nur noch 
die andere lineare Function enthalt, vom n. Grade ist und also n Durchschnittspu^cte gibt. 
Soll der Grad dieser Gleichung, und demnach die Anzahl der Durchschnittspuncte sich redu- 
ciren, so kann diess bloss dadurch gescliehen^ dass die Coefficienten der höchsten Glieder 
durch eine besondere Constanten - Bestiifinrang verschwinden. Alsdann aber wird eine ent- 
sprechende Anzahl der n Wurzeln der ursprünglichen Gleichnng unendlich. So reducirt sich 
zum Beispiel die folgende Gleichung des dritten Grades: 

jfZ^-»-Az^H-/iiz-^y = 0, 
nur dann auf den zweiten Grad, wenn der Coefficient x verschwindet nnd demnach ein 
Werth von z unendlich wird ; nur dann auf den ersten , wenn zugleich X verschwindet und 
demnach zwei Werthe von z unendlich werden und endlich reducirt der erste Theil dieser 
Gleichung sich nur dann auf dne Constante, wenn, dadurch dass auch /u verschwindet, alle 
drei Wurzeln der ursprünglichen Gleichung unendlich werden. 

Weil ferner die Lage einer geraden Linie von zwei Constanten abhangt, so können wir 
dieselbe , wenn die Curve der tL Ordnung gegeben fst , im Allgemeinen so bestimmen „ dass 
zwei ihrer Durchschnittspuncte mit der Curve unendlich ^eit rücken. In diesem Fklle erhalt 
die gerade Linie ganz den Character einer Tangente, auf welcher der Berühmngspnnct un- 
endlich weit liegt, und wir legen ihr den Namen Asymptote bei. Drei oder mehr Durch- 
schnittspuncte mit einer geraden Linie können aber nur bei Curven von besonderer Art unend- 
lich weit liegen ; alsdann wird die Curve von der geraden Linie in unendlicher Entfernung 
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#8€ttltrt. bist, Woiii wir bei drei miendlich weit entfieraten Durchschnittepuiicteii stehe» 
bleiben« die Asynft«te ab eine Taog^ente in einem uneadlick weit gerflckten 
Wendung^spnncte anzusehen. . 

14. Es sei hiernach i2a = o . 

die allgemeine Gleichung der Curven einer beliebigen n. Ordnung und 

die Gldchnng einer beliebigen geraden Linie P. Indem wir alsdann , den Bemerkungen der 
5. Nummer Aber Functionen - Bestimmung gemäss , Sin als eine Function von p und irgend 
einer zweiten linearen Function, die wir n nennen wollen , betrachten, dann alle Glieder 
dieser Function, welche p enthalten, in dem Ausdrucke pJ2n., anisammenfassen, und endlich alle 
übrigen Glieder, die eine Function ^des n. Grades in z bilden werden, durch <fa(z) bezeich- 
nen, ki^nnen wir die nachstehende identische Gleichung bilden 

Sia^fÜn^t^ipniz). (1) 

Für die Durchschnitte der Curve mit der Linie P verschwinden. zugleich Qn und p, WjDuach 
die vorstehende identische Gleichung , zur Bestimmung dieser Durchschnitte , 

9n(z)==0 

gibt Diese Gleichung muss , wenh iswü ihrer n Wurzeln unendlidh werden sollen,' dadurch, 
dass die Coef&cienten der beiden h(>chsten Potenzen von z verschwinden, auf den (n — 3). 
Grad sich reduciren. Wenn also die beliebige gerade Linie P insbteondere eine Asymptote 
der Cufve sein w)l, so ist nothwendig', dass, indem ipo^^(z) eine Function des (n— 2). 
Grades in z darstellt, die obige identische Gleichung (1) die naehstehende Form annehme: 

An5p£(,.i+9i,^(z). («) 

Wenn wir dorch £0^3 irgend eine beliebige Function des (n— -8). Grades derselben beiden 
linearen Functionen pnnd z darstellen vnd der Kürze halber, 

p^^.-3 + 9«— »(n) = ptiin-^% , 
setzen 9 kttnnen wir die Gleichung (2) auch unter dar folgenden allgemeinen Fon» oehrdben: 

Es behalt diese Gleichung^, nach der 5. Nummer, ihre volle Geltung, was filr zwei 
lineare Functionen wir auch für die beiden veränderlichen GrMsen nehmen mtfgea, denn ßn , 
:Qi,^, und Qü-^ sind beglich die allgemeinen Functionen des n., (n-*l). und (»^2)« Grades. 

15. Wenn die Gleichung q=s« : . .j 

eine zweite, gerade Linie, Q, darstellt,' welche ebenfalls eine Asymptote der gegebenen 
Curve der n. Ordnung sein soll, sp muss, wenn wir p und q als die. beiden linearen Func- 
tionen , von welchen iia abhangt , betrachten, und dann q gleich Null setzen, die Function üa 
iiiid also auch der ihr identische zweite Theil der Gleichung (3), auf eine Function des (n— 2). 
Grades von p sich reduciren. Ai^a redudrt sii;h stets auf eine solche Function ; soll auch 
pßo— ( , es thun, so muss sich Sia^t 9 nach 8em Verschwinden von q , auf eine Function ded 
(n— 3). Grades von predndren. Diess bedingt die folgende identische Glekchui^: * ' 

Setzen wir' hfehiach, der Kürze we^en, 

SO verwandelt sich die Gleichung (3) in die folgende: . ., ^ . ^ . .'• «• 

Wenn r = o 

eine dritte Asymptote , R , der gegebenen Curve darstellen soll und wir etwa f ^und r als die 



*M 
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htiäen miabliMgigen linearen Ftinctionen nelmeo, so muss sich Sia , auch wenn wir r gleich 
Null seisen , auf eine Pnnction ies (n— 2). Grades* in^ p reduciren. Es wird dnrch diese Vor- 
aussetzung bedingt, dass, M^eil q, als Function von p und r betrachtet, diese Grössen in 
der ersten Potenz enthält, die Function £i^^^ in der identischen Gleichung (4) durch das 
Verschwinden von r auf eine Function des (n— 4). Grades von p aidi redudre und dast 
mithin : ST^^ = rfl^ - ofl^.,. 

Setzen wir hiernach, der Kürze wegen, 

so ninunt die identische Gleichung (4) folgende neue Form an: 

ß„ ^ pqrfl_3 + |uX-.. W 

Wenn wir auf demselben Wege fortfahren , können wir alle Asymptoten der gegebenen 
Curve in ihrer Gleichung in Evidenz bringen. Die resultirende Form wird mit Hinweglassung 
der Accente durch die folgende identische Gleichung angezeigt: 

Sin = pqr . • . st + /«i^B-a , (6) 

in welcher das erste Glied des zweiten Theils ein Product \^on n linearen Functionen, denen 
die n Asymptoten der Curve P , Q , R . . . S , T entsprechen , und Sto^2 eine %'ollkommcii 
bestimmte Function des (n— 2). Grades ist 

16. Wir können die Form der letzten identischen Gleichung nach der Methode der un« 
bestimmten Coefficienten unmittelbar besttttigen , indem wir ih als die allgemeine Fnction 
irgend zweier unabhängigen linearen Functionen betrachten und durch dieselben beiden linea- 
ren Functionen und die gehörige Anzahl unbestinnnter Constanten die allgemeine Function 
des (n— S). Grades , üo^a und die n linearen Functionen p , q , r . . s , t ausdrücken. Auf 
diesem Wege , den ich in meinem Systeme der analyHscken Geometrie *) in Beziehung auf 
die Curven der dritten Ordnung eingeschlagen habe, ergibt sich,das8 die allgemeine Glei. 
chung der Curven einer beliebigen n. Ordnung sich immer und zwar nur auf einzige Weise, 
auf die Form (6) bringen lAsst. Es können die hiemach bestimmten linearen Functionen p, q, 
r . . s, t sowohl imaginär als auch reell sein ; aber auch im ersten Fall ist das Product die* 
ser Functionen , paarweise genommen , notfawendig reell. 

17. Auch ohne zwei lineare Functionen willkührlich anzunehmen, und die Methode 
der unbestimmten Coefficienten znr Bestimmung der in der Form (6) vorkommenden Functio- 
nen anzuwenden, können wir Alles aus dieser Form selbst entnehmen. Es ist 

pqr . . st + /ui2B— . = 
Gleichung der Curve ß. und indem wir zwei Constante auf jede der linearen Functionen 

ersten Crliede und - '~ - ' Constante auf Qa—» rechnen, erhalten wir, auch fi mit- 

21 



gezählt, im Ganzen 



^ ^ (n^a)(iH-l) ^ ^,n(it+3) 



3 • " 2 

Constante. Für Curven der n. Ordnung ist dies« die nodiwendige Constanten-AnzaU. Diese 
Constanten sind femer von einander unabhängig, denn wir können die Constanten keiner der 
linearen Functionen , die in der Form (6) vorkommen , ändern , ohne diese Form selbst zu 
ändem. Wir gelangen hiernach , auch ohne zu der Ableitung der Form (6) in der 15. und 
16. Nummer zurückzugehen , zu der Folgerung , dass die Gleichung der Curven der n. Ord- 
nung im Allgemeinen sich auf die Form (6) bringen lässt. 
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Form 9cigt darip, dasB ne xum n. Girade ansteigt, dass eine Curve der it Ord- 
nung fi Asymptoten haben kann, und weil diese Form die allgemeine ist, dass sie so viele 
Asymptoten haben muss. Auch legt dieselbe Form dar, dass eine solche Curve nicht mehr 
als Ji Asymptoten haben kann. Denn wttre Z eine (n+1). Asymptote und 

* = o 
die Gleichung derselben, so müsste aus der algebraischen Verbindung dieser Gleichung mit 
der Gleichung der Curve eine Gleichung des (n— 2). Grades sich ergeben. Das Product der 
n linearen Functionen des ersten Theiles dieser Gleichung miisste dadurch also auch, weil 
es nicht verschwinden kann, wenigstens auf denselben Grad sich reduciren. Setzen Mir, 
um 9u zeigen, 'dass diess nicht Statt findet, 

q = z+ap+jJ, 

r = z + a'p-f-jS', 

s = z + a"p+/J", 
und so fort, so springt in die Augen, dass das Product pqr . . st so lange noch, auch 
nachdem wir z gleich Null gesetzt haben, p in der n. Potenz enthalt, als nicht einer der 
Coefiidraten a, a , a'. . . verschwindet. Wenn aber einet dieser Coefftcienten verschwindet, 
so redudrt sich dieses Product dadurch, dass die Linie Z einer Asymptote der Curve parallel 
ist , auf den (n— 1). Grad. Es redudrt sich nur dann auf den (n— 2). Grad , wenn zwd 
der genannten Coeffidenten , etwa o und a , zugleidi verschwinden , wonach zwei der n 
Asymptoten , nach unserer Annahme Q und R, beide der Linie Z und also auch unter einan- 
der parallel sind. Solche particulare Beziehungen sind aber hier von unsem allgemeinen 
Betrachtungen einstweilen ganz ausgeschlossen. Die Curve kann also nicht mehr als n 
As}inpt4iten haben , und da diese in der fraglichen Form auf symmetrische Weise vorkommen, 
kann die Gleichung der Curve diese Form auch nur auf einzige Weise annehmen. 

' 18. Dass die allgemeine Gleichung der Curven der n. Ordnung nur auf einzige Weise 
die Form der Gleichung (6) annehmen könne, folgt aber auch, wenn wir uns nicht begnügen 
M'ollen, diese Form ohne Weiteres hinzuschreiben und dann allein aus sich selbst zu deuten, 
aus der obigen Abldtung dieser Form. Wenn P irgend eine Asymptote der Curve Qa ist, 
so ergibt sich nach der 12. Nummer die folgende identische Gleichung: 

flo=pß.-,4-itii2o-, 
und wenn dann Q irgend eine zwdte Asymptote derselben Curve ist, fordert die IS. Nummer: 

Hiernach ist aber Q nicht nur eine Asymptote der Curve Qn sondern auch der Curve fio^xt 
in der Art dass , ausser P , die gegebene Curve keine Asymptote haben kann , die nicht zu- 
gleich auch eine Asymptote der letztgenannten Curve wäre. Und, umgekehrt, jede Asymptote 
dieser Curve ist nothwendig dne As}inptote der gegebenen. Die Anzahl der Asymptoten 
einer Cur\'e steigt also jedesmal um eine Einheit, wenn die Ordnung der Curve um Eins 
wachst: und ist also dieser Ordnung gleich. 
19. Die Form der identischen Gleichung: 

Qi = pqr . . st+/u^a— 2, 
ist dadurch algebraisch bedingt, dass eine gegebene Function des n. Grades von zwei unbe- 
kannten Grossen , nach HinzufQgung dner gehörig bestimmten Function dieser Grössen, 
welche "bloss bis zum (ff— 2). Grade ansteigt, im Allgemeinen dch in nFactoren 
des ersten Grades zerlegen iksst. 

Wenn wir dieselbe Form geometrisch deuten, so erhalten wir den nachstehenden, in semer 
aUgemeinen Aussage schon von Herrn Poncelet gegebenen Satz. 

Eine Curve der n. Ordnung wird von ihren n Asymptoten in solchen 

3 
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fi^n^S) Pancten (geschnitten, welche alle anf dem Umfanf e ein und der« 
selben Curve der (n— 2). Ordnung: liegen. 

So liegen zum Beispiel die drei Durchschnitte einer Cunre dritter Ordnung mit ihren 
drei As}inptoten in gerader Linie, die 4. 2 = 8 Durchschnitte einer Curve vierter Ordnung 
mit ihren viep As}inptoten auf einer Linie zweiter Ordnung. Und so weiter. 

20. Diejenige Curve, M^elche durch die Gleichung 

i2n-.«o 

dargestellt wird , hängt , Weil es die allgemeine der («—2). Ordnung ist , von ^^ ^ ^ 

Constanten ab , und ist durch eine gleiche Anzahl gegebener Puncte, durch welche sie gehen 
muss , vollkommen bestimmt. Wenn also von den n (n — 2) Durchschnittspuncten dieser Curve 



mit den n As}inptoten der gegebenen Curve n. Ordnung ^ gegeben sind, so sind 

dadurch zugleich auch die Uebrigen -^ vollkommen bestunmt Es tritt uns hier- 



nach die Frage entgegen , nach welchem Gesetse wir , cur geometrischen Bestimmung einer 
Curve n. Ordnung , deren n Asymptoten gegeben sind, auf diesen verschiedenen As)'mptoten 
die gehörige Anzahl von Durchschnittspuncten annehmen können. 

Um dieses Gesetz darzulegen, wollen wir von den n Asymptoten der Curve in der Glei- 
chung derselben nur eine beliebige Anzahl m, nemlich P, Q • . in Evidenz treten lassen. Die 
Form dieser Gleichung ist nach der 15. Nummer die folgende: 

die wir , indem wir , nach der, am Ende der 4. Nummer festgestellten, Bezeichnungsweise, 

pq- s 0n 
setzen , auf die nachstehende Art schreiben wollen : 

0«ß«^ + At'ß:«. = o. (1) 

In dieser Form sind die beiden Functionen Sia^.^ und iin^* durch die gegebene Curve nicht 
absolut bestimmt, und die bezüglichen Curven stehen daher auoh in keiner ausschliesslichen 
Beziehung zu der gegebenen. Denn, wenn wir durch i2||.a-4 eine durchaus Millktthrliche 
Function des (n^ni~2). Grades bezeichnen und dann 

S2^_ — Xfl^„^ = ß;_„, (2) 

setzen , können wir die Gleichung (1) auch in die folgende verwandeln : 

welche ganz dieselbe Form hat , und in welcher dieselben m ^symptoten in Evidenz treten. 
Die beiden neuen Curven ü'a^^ und ßj^La stehen also ganz in derselben Beziehung zu der 
gegebenen Curve der n. Ordnung als die firflhem beiden Curven J^,.^ und ^o^»; und zwar 
kann ß^, was die Gleichung (S) zeigt, jede beliebige Curve sein, welche wie die Curve 
^«--1 durch die Durchschnittspjmcte der gegebenen Curve der n. Ordnung mit ihren m Asym* 

ptoten @„ geht, und ^o-m t ^'^ ^u^ (^) ^^^^ ergibt, jede beliebige Curve der (n—m). 
Ordnung , welche wie die Curve i2n— m, die übrigen (n— m) Asymptoten der gegebenen Curve 

zu den ihrigen hat *) Nachdem aber eine der beiden Curven ß[^n ^^^ ^a— 2 y ^^^^ ^® 

— - — ■ 

*) Was die letztere Behauptung betrifft so kuunvn wir, um die fraglichen (n— m) At/mptoten in Evidenz 
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erstgenannte, durch willkflhrliche Voraiissetsningen bestimmt worden ist , ist es die andere 
ebenfalls durch ihre Besiehung an der gegebenen Curve S2a* Es zdgt aber die Gleichung 

(3) , dass die Curve fi^^, von so vielen willkflhrlichen Constanten abhängt , als die gan2 
wülkfihrliche Function pfl,.-«-,, nemlich von A»— »»-aUn-mn-l) ^ A ^^ .^ ^^ 

gleich die Anzahl der fiberzähligen Constanten in der Form der Gleichung (1).) Wir können 
diese Curve also ilurch eine gleiche Anzahl von Puncten, die wir willkührlich und unabhän- 
gig von der gegebenen Curve fi«, annehmen , legen und dadurch vollkommen bestimmen« 
Im Ganzen sind aber zu der vollständigen Bestimmung einet Curve der (n— 2). Ordnung 

{n— ){ft\' ) p^Q^ erforderlich und hinreichend, also ausser den schon willkührlich ange- 
nommenen nur noch: 

. ^ 1 =m{n^2) g — — j = A. 

So viele Puncte können wir also unter den m (n— 2) Durchschnittspuncten, in welchen über- 
haupt die gegebene Curve fin von ihren m Asymptoten &m geschnitten wird , beliebig aus- 
wählen. Dann sind die übrigen dieser, Durchschniitspuncte, deren Anzahl noch 

beträgt y durch die beliebig angenommenen bestimmt Diese Anzahl ist j wie man sieht, von 
n, dem Grade der gegebenen Curve, unabhängig. 

Wir können also auf m geraden Linien , welche ganze Zahl m auch bezeichnen mag, 
nie mehr als X Durchschnittspuncte zur Bestimmung einer Curve der li. Ordnung, welche die 
m geraden Linien unter ihre As}inptoten zählt , willkührlich annehmen. Alsdann sind die 
übrigen y Durchschnittspuncte vollkommen bestimmt Für m=l. und iii^=2, ergibt sich y=o; 
wonach man auf einer und auf zweien Asymptoten alle Durchschnittspuncte beliebig anneh- 
men kann. Der Zuwachs den y erhält , wenn wir von (m—- 1) zu m übergehen , beträgt 

Wenn wir also auf (m — 1) Asymptoten das maximum der willkflhrlichen Durchschnittspuncte 
bereite angenommen haben , können wir auf der m. Asymptote nur noch 

(n— 2) — (jh— 2) == »— m 
neue Durchschnittspuncte willkührlich annehmen. 

Wenn wir als Beispiel die Curven der 7. Ordnung nehmen, so können wir, zur Bestim- 
mung einer solchen Curve, auf der ersten Asymptote alle 5 Durchschnittspuncte beliebig an- 
nehmen , ebenso auch noch auf der ^'eiten ; hernach aber können wir auf der dritten nur 4, 
dann auf der vierten nur 8, auf der fünften nui; 2 Durchschnittspuncte, endlidi auf der sech- 
sten nur einen und auf der letzten keinen Durchschnittspunct mehr, willkührlich anneh* 
men. Im Ganzen können wir also 



»1 bringen , folgende identUche Gleichung bilden : 

und indem wir auf beiden Seiten die ganz willkührliche Fiiuclion ^i2o— m—a addiren , und (2) be- 
rücksichtigen ; i2' = ö -I- <f"i2" . , 

wobei Sl^ __, 80 willkührlich aU £1 ^ ^ betrachtet werden kann. 
n^iD~"» ii~*oi^a 



« 
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Durchschnittspiincte willkfihrlich atinehmeii, durch welche eine dwAgt Ciirve der & Ordnung 
sich Ieg;en lässt, und daun sind durch diese Puncte die Übrigen 

0+0+1+2+3+4+5 = 16 = r. 6—20 
Durchschiiittepuncte der Curven der 7. Ordnung mit ihren sieben Asymptoten vollkommen 
bestimmt 

21. Die Nothwendigkeit der Resultate, zu denen viir in der vorigen Nummer gelangt 
sind, liegt, fiir den Fall, dass ii=3 und ii=4, unmittelbar vor Augen. Denn in dem erstem 
Falle können wir offenbar nur auf jeder von nwei Asymptoten einen änsigen Punct will- 
kührlich annehmen ; weil der Durchschnitt auf der dritten Asymptote mit den beiden ersten 
Durchschnittspuncten in gerader Linie liegt. Im letztern Falle liegen alle Durchschnitts- 
puncte auf einem Kegelschnitte, und dieser ist durch zwei Puncte auf jeder von zwei Asym- 
ptoten und einem fünften Puncte auf einer dritten Asymptote vollkommen bestimmt« Auch 
für den Fall, dass ii=6, sieht man die Nothwendigkeit noch ein. Alsdann liegen nemlich 
die 15 Durchschnitte der Curve mit ihren fUni Asymptoten alle auf einer Curve der dritten 
Ordnung« Wenn wir aber auf drei Asymptoten 

3+3+2 = 8 
Puncte willkührlich annehmen , so ist , nach dem von mir zuerst aufgestellten Satze der 7. 
Nummer, bekannt, dass durch acht Puncte überhaupt unendlich viele Curven der dritten Ord- 
nung sich legen lassen und dass alle diese Curven ausserdem noch in ein und demselben 
neunten Puncte sich schneiden , welcher im vorliegenden Falle , weil das System der drei 
Asymptoten als in die Reihe dieser Curven gehörig, zu betrachten ist, nothwendig auf der 
dritten Asymptote liegt Damit aber die fragliche Curve dritter Ordnung vollständig bestimmt 
sei , ist erforderlich , dass (auf einer vierten Asymptote) noch ein neuer Punct angenommen 
werde. 

Wir erkennen Oberhaupt leicht, dass die in Rede stehenden Resultftte durch einen all- 
gemeinen Satz bedingt sind, der in den vorliegenden Betrachtungen nur eine specielle An- 
wendung erhalten hat. Dieser Satz bezieht sich nemlich offenbar auf die Gesetze , nach de- 
nen wir auf einem Systeme von geraden Linien die gehörige Anzahl von Puncten annehmen 
können , wenn durch diese Puncte eine Curve von einer gegebenen Ordnung sich legen lassen 
soll. Für n=6 particularisirt dieser Satz , wie sogleich hervortritt , sidi dahin , dass alle 
Curven der vierten Ordnung, welche durch 

4+4+8 s 11 
Puncte gehen, welche auf drei geraden Unien vertheilt liegen, die dritte dieser Linien in dem- 
selben 12. Puncte schneiden; dass ferner^ wenn diese Curven vierter Ordnung überdiess.eine 
vierte gerade linie in zwei willkührlich angenommenen Puncten schneiden, diese Curven alle 
auch noch durch zwei andere feste Puncte derselben vierten geraden Linie gehen, und zur 
vollständigen Bestimmung der Curve nur noch ein letzter Punct (auf einer fünften geraden 
Linie) nothwendig ist. Wir durchsehen endlich bald , dass die Systeme von drei und vier 
geraden Linien hierbei nur die Rolle von Curven der dritten und vierten Ordnung spielen; 
und dass der allgemeine Satz , zu dem wir auf diesem Wege durch Induction geführt wer- 
den , der Satz der 9. Nummer ist, nach welchem alle Curven der n. Ordnung^ welche durch 

solche (»y— C^^— ^+ i) ) Puncto gehen, die auf dem Umfange einer Curve der q. 

Ordnung (wobei ii>f— 1 und q>2) willkührlich angenommen worden sind, diese Curve 

ausserdem auch nock in denselben ( ^ ^7^ - ■ + 1 ) festen Puncten schneiden« 
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Ick halte die Bemcrkimgeii der vorliegenden Nummer nicht fltr überflfissig ; es wird durch 
dieselben, den Resultaten der vorigen Nummer ihre richtige Stelle angewiesen , damit das 
Zufällige einer flinkleidung, die einer besondem Anwendung entspricht , nicht als das We- 
sentliche erscheine. 

äiS. Zur vollständigen Bestimmung der durch die allgemeine Gleichung 

dargestellten Curve Ji. Ordnung, bleibt, nachdem ihre ft Asymptoten und die Curve Ä-. 
bekannt sind , nur der Xoefficient fi zu bestimmen iioch übrig. Wir kOnnen (nach der 5. 
Nummer) den Werth der Function ©n bezogen auf einen beliebigen Punct, als ein Product 
aus n Segmenten , die auf einer durch diesen Punct gehenden geraden Linie, deren Richtung 
von Vorne herein beliebig bestimmt worden ist, zwischen dem Puncte und den n Durchschnitten 
mit den Asymptoten liegen und andrerseits ^a-a als ein Product aus denjenigen (n— 2) Segmen- 
ten, welche, auf ^derselben geraden Linie, zwischen dem Puncte und den (»—2) Durchschnitten 
mit der Curve ß„J, liegen, nachdem wir ttberdicss noch jedes Product mit einem von Vorne herein 
angenommenen constanten Coefficienten multiplicirt haben, betrachten und construiren. Von dem 
Quotienten dieser beiden constanten Coefficienten hangt der Werth von fi ab. Ist dieser Quotient 
durch eine willktihrliche Annahme einmal bestimmt, so erhält man aus der Gleichung der Curve: 

©o 

fi = — p — 
wodurch fi gefunden wird, wenn man, nachdem das Asymptoten- System ©n und die Curve 
ß„_a gegeben sind , noch einen letzten Punct der Curve ßn kennt, welcher auf keiner ihrer 
n Asymptoten liegt, und dann auf diesen Punct die Functionen ©n und ßn-a der vorstehen- 
den Gleichung bezieht 

23. Eine Curve der n. Ordnung ist nach den vorhergehenden Nummern^ im ABgemei- 

Ben also dadurch auf lineare Weise bestimmt, dass man 
erstens ihre n Asymptoten; 
zweitens anf diesen n Asymptoten ^""^^^"^^^ Durchscfanittspuncte, welche jedoch 

so auf' den verschiedenen Asymptoten verthcilt sein mtlssen , dass (indem wir durch m nach 
einander alle ganzen Zahlen die kleiner als n sind , bezeichnen) auf je beliebige m Asym- 
ptoten mindestens ( ^ '^"^"^ H- l) Puncte weniger kommen, als aUf denselben im Ganzen 

wirklich liegen ; 

drittens einen letzten Punct der Curve, welcher nicht auf den Asymptoten liegt, 

willktthrlich annimmt 

24 Wenn fla die aUgemeine Function des n. Grades bedeutet, so ist in der identischen 

Gleichung £„=©» + ftün^ /^^ 

fla-a die aDgemeine Function des («—2). Grades und wir erhalten also auch die neueiden- 

tische Gleichung: 

in der das erste Glied des zweiten Thcils ein Product aus (ii-2) linearen Functionen unä 
ßa-4 äie aUgemeine Function des (ji-.4>. Grades ist Die identische Gleichung (1) nunmt 
hiemach auch folgende Form an : 

Wir können femer in dieser neuen Gleichung 

ß„-4 S 0„-4 + pßn-6 . ;, A a ti. 

setzen und so fortfahren, bis zuletzt bloss Producte von Unearen Functionen m dem Ausdrucnc 
für üa vorkommen , wobei in jedem folgenden Producte die Anzahl der Factorcn um zw« 
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Einheiten abnimmt. Auf diesem Wege gelangen wir xu der nachstehenden allgemeinen Glei- 
chung für die Curven der n. Ordnung: 

eine Gleichung, die, je nachdem n eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, mit einem Gliede, 
das auf eine blosse Constante oder auf eine lineare Fundion sich redudrt, abbricht So er- 
halten wir 2um Beispiel fttr Curven der 6. und 7. Ordnung die folgenden allgemeinen Glei- 
chungen: 06 + fi04+*'02 + (? *= o, 

©7 + /U0S + ^03 + pp = •• 
In der allgemeinen Gleichung der Curven n. Ordnung unter der Form (S) treten« den 
Functionen entsprechend , verschiedene Gruppen gerader Linien in Evidenx. Wenn n eine 






gerade Zahl ist, so betragt dje Anzahl aller geraden Linien dieser Systeme ^ j , wenn 

n eine ungerade Zahl ist, — ~ . Wenn wir jeder Function 0, wie In der obigen Gleichung 

einen constanten Coefficienten hinzufiigen,' so sind diese Functionen als gegeben su betrach- 
ten , wenn die entsprechenden geraden Linien es sind. Die Anzahl dieser Coefficfenten in der 
Gleichung (S) betrugt, nach Fortschaiiung des etwaigen Coefficienten der Function 0o , wenn 

n eine gerade Zahl ist, ^ und wenn n eine ungerade Annahl ist, — ^. Hiemach erhalten 

wir, indem wir fttr jede gerade Linie swei Constante nählen, im Ganzen 

— ^% ] 

Constante , also die hinreichende und nothwendige Anzahl für Curven der fi. Ordnung. Nach- 
dem die verschiedenen Functionen bestimmt worden sind ; kann man die constanten Coeffi- 
cienten ju, y, p . . ., welche in der Gleichung (S) vorkommen, durch eine gleiche Ansahl 
gegebener Puncte der bezüglichen Curve bestimmen. Denn fttr jeden solchen gegebenen 
Punct erhalten jene Functionen bestimmte Werthe, wonach jeder zu einer linearen Gleichung 
zwischen diesen Coefficienten führt Also: 

Eine Curve der n. Ordnung Iftsst sich, im Allgemeinen, 

^114.1)2 1 

1) wenn n eine gerade Zahl ist, durch j (^^ bestimmter Be- 

Ziehung zu der Curve stehenden) geraden Linien und ~ ihrer Puncte, 

/||U.|\2 

S) wenn n eine ungerade Zahl ist, durch • solcher geraden Li* 

nien und —5- ihrer Puncte 

vollständig und auf einzige Weise bestimmen. — 
26. Die Form der Gleichung 

0n + fiii^z = 

kann, weil sie nur die nothwendige Anzahl von Constanten enthalt, sich nicht weiter par- 
ticularisiren , wenn sie die allgemeine Gleichung der Curven n. Ordnung bleibe» soll. Jeder 
Particularisation dieser Form entsprechen untergeordnete Curven-Gattungen und die Stufe der 
Unterordnung bestimmt sich durch die Grosse der Reduction in der Anzahl der Conistanten. 
Wir wollen hier zunächst diejenigen Form-Beschrünkungen ins Auge fassen, welche dadurch 
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beiiingt sind, dass die Curven einer beliebigen n. Ordnung oscolnrettde Asymptoten baben and 
vunäcbst denjenigen Fall betracbten, wo eine einarige sokhe Asymptote vorbanden ist« auf 
dtf aber die Osculation xu irgend einer beliebig^i Ordnung ansteigt 

Wenn die Curve Sia eine dreipunctig osculirende Asymptote, P, bat, das bdsst, 
wenn es eine solche gerade Linie gibt, welche die Curve nur in (n — 3) Puncten schneidet, 
weil drei Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, so findet nothwendig, wenn wir, 
der 14. Nummer gemäss, fttr die Gleichung der Curve, in welcher überhaupt die gerade 
Linie P als Asymptote in Evidenz tritt, die folgende nehmen: 

damit diese Gleichung durch die Annahme , dass p verschwindet, auf den (fi^4). Grad sich 
reducire , eine identische Gleichung von nachstehender Form Statt : 

fl^, s pfl;^ + aß^y (2) 

Setzen wir hiemach 

so. ergibt sich für die Curve die folgende Gleichung 

in welcher P als eine dreipunctig osculirende Asymptote in Evidenz tritt Die iden- 
tische Gleichung (2) zeigt, dass die gewöhnliche Asymptote P dadurch in eine dreipunctig 
osculirende flbergegangen ist, dass sie einer Asymptote der Curve Sio^^ parallel geworden ist 
Wenn die Asymptote P der Curve (1) eine vierpunctig osculirende sein soll , so wird 
dadurch aus ähnlichen Grfinden eine identische Gleichung von folgender Form bedingt: 

und indem wir, der Kurse halber, 

n^— z 11—3 n— 1 

setzen, geht die Gleichung (1) in die folgende Aber: 

pßn-i +pfln-4 = 0, (5) 

in welcher P als yier'punctig osculirende Asymptote inEvidenz tritt Die identische 
Gleichung (4) zeigt , dass diese vierpunctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve eine 
gewöhnliche Asymptote der Curve ßa— a ist. 

Wir können auf dem betretenen Wege weiter gehen, und erhalten, wenn P eine mpun- 
ctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve (1) sein soll, als Bedingung die identische 

Gleichung: Si^ = pß;;i3 +;cß|H.«» W 

ttnd indem wir ß;., + pß;;i3 = ß^_, 

setzen, fUr die allgemeine Form der Gleichung der Curve, in welcher P als mpunctig 
osculirende Asymptote in Evidenz tritt, die folgende: 

pßi,-.! +/ßD-iii = o, (T) 

P ist zugleich, was die identische Gleichung (6) zeigt eine (m«-S) punctig osculirende Asym- 
ptote der Curve ßo^a* 

26. Die Gleichungen der vori|^en Nummer, in welchen die nach verschiedenen Ordnun- 
gen osculirende Asymptote P in Evidenz {ritt, enthalten noch flberzahlig^e Constanten, die 
wir indess durch eine einfache Form - Aenderung fortschaffen können. Wir wollen hierbei 
die allgemeine Gleichung, die sich auf eine mpunctige Osculation bezieht: 

pß,-.+pß:«„=o (1) 

zu Grunde legen , and die beiden Falle , dass m eine gerade und ungerade Zahl bedeutet, 
unterscheiden. 
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Ist m eine gerade Zahl, so kl^nnen wir n^tdi der S4. Nammer die Ponction Siit^t auf 
folgende Weise entwickeln: 

wonach y wenn wir der Kürxe wegen 

setzen, die Gleichung de^ Curve (1) in die nachstehende flbergeht^ 

eine Gleichimg, welche gerade die nothwepdige Anzahl von Constanten enthilt, nemlidi 

Ist m eine ungerade Zahl, so ergibt sidi 

und wenn wir diese Entwicklung in die Gleichung der Curve einsetzen: 

Diese Gleichung enthalt, der Form ihrer beiden letzten GUeder wegen, fortwahrend über- 
zählige Constanten, die fortzuschaifen uns noch obliegt Wir können immer einen constanten 
Coefflcienten a so bestimmen, dass 

was augenfUlig ist , sobald wir alle Functionen uns von p und irgend einer zweiten linearen 
Function abhangig denken. Hiemach können wir jene beiden letzten Glieder auf folgende 
Weise umformen: 

indem wir, der Kürze halber, 

setzen. Auf diese Weise erhalten wir für die Gleichung der Curve die folgende, mit der 
nothwendigen Anzahl von Constanten: 

PI0II-I + iU0ii-3 4- • -f a©n-in+a ] + y(p+a)©— ^ + li2n-m-i ~ 0. (3) 

Wir hatten die Gleichungen (2) und (3) unmittelbar aus der Form der Gleichung (2) 
der 24. Nummer herleiten können und unmittelbar tritt in diesen Gleichungen P als eine mpuo- 
ctig oseulirende Asymptote in Evidenz. 

Wenn wir beispielsweise Ji=7 setzen, so erhalten wir, indem wir m von 2 bis 7 wach- 
sen lassen die folgenden Gleichungen: 

p@<l+/4X25ao , 

p 06+i"(p+«)04+»'ß3=o , 

P[<S6+<*04H-l'fi^=O , 
PI06+i"04)4-»'(P+tt)02-HpZ=O , 

p[06+^04+>'02R9*=o , 

p[064-jU04+>'02-+-^l-HJt=O, 

Die As}'mptote P , welche in allen diesen Gleichungen in Evidenz tritt , ist in dem Falle der 
ersten, welche die allgemeine Gleichung des n. Grades ist, eine geiröhnli<phf Asymptote; in 
den Fallen der folgenden fünf Gleichungen ist sie eine oseulirende und die Ordnung der 
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Osculation sIeigt von einer dreipmictigen sdirittweise bis su einer siebenpanctigen, indem 
die Curve sich inuner mehr particularisirt. Ifierbei vermindert sich die AnssM. der Constan- 
ten , welche in der allgemeinen Gleidimig 85 beträgt , in jeder folgenden Gleichung^ um 
eine Einheit. 

87. Wir wollen sogleich zu der Betrachtung deijenigen- Falle , wo dje Curve mehrere 
osculirende Asymptoten hat , übergehen. Die Ordnung des Contactcs ist hier , wenn wir 
mehrere Asymptoten zugleich betrachten, nicht mehr eine unbeschränkt wUlktthriicbe, sondern 
sie ist bestimmten Gesetzen unterworfen, die wir jetart zunächst entwickeln wollen. 

Die Curven einer beliebigen n. Ordnung ki^nnen, in besondern Fällen, 
Asymptoten haben, welche die Curven alle nach derselben Ordnung 
osculiren und diese Ordnung kann hierbei durch alleZwischenstufen hin- 
durch bis zu einer »punctigen ansteigen. 

Die folgende Gleichung 9n •^fAÜa-m^^o . (1) 

stellt eine solche Curve dar , deren n Asymptoten mpuiietig osculirende sind. Torausgesetzt 
wird hierbei, dass die Function ßo— m die allgemeine ihrer Ordnung sei; stände sie in par- 
ticulärer Beziehung zu einzelnen der linearen Factoren des ersten Gliedes 0u , so könnte die 
Ordnung des Contactes für die bezüglichen Asymptoten noch höher ansteigen. Wenn ii=m 
und aUe Asymptoten also nach höchster Ordnung osculiren, so redudrt sich die Function fio— m 
auf eine blosse Constente. 

Form der vorstehenden Gleichung ist eine vollkommen bestimmte, sie enthält keine 
Constanten. Zählen wir diese Constanten , so ünden wir 

ISinheiten wenigfer redudrt, als auf den n gewöhnlichen Asymptoten Durchschnittspuncte mit 
der Curve unendlich wdt gcrflckt sind, damit diese in mpunctig osculirende sich verwandeln. 
Es gibt also weniger verschiedene Fälle als man allmählig Durchschnittspuncte der Curve 
mit ihren Asymptoten auf diesen sich unendlich wdt gerückt denken kann: das hdsst, nidit 
alle Voraussetzungen über die Ordnung der Osculation der einzdnen Asymptoten sind statthaft. 
S8. Wenn eine Curve der n. Ordnung nur solche Asymptoten hat, die 
wenigstens mpunctig osculiren, so kann die Anzahl der mehr als mpun- 
ctig osculirenden von 1 bis n^m steigen, ausserdem aber nur noch n be- 
tragen. 

Wir überzeugen uns sogldiA von der Biditigkdt dieser Behauptung. Denn, bringen 
wir in dem ersten Gliede der letzten Gldchung dne Asymptote P in Bvidenz : 

so muss, wenn p eine (m+iy punctig osculirende Asymptote sein soll, die nachstehende 
identische Gleichung Statt finden: 

damit, wenn p verschwindet, sich die Function i2a^„, auf den (n— m— 1). Grad redudre. 
Wenn ausserdem auch Q eine (m+l) punctig osculirende As)inptote sein soll , so ergibt sich 
aus dem Grunde, dass Qo^n auch durch das Verschwinden von q nch auf den (n— m— 1). 
Grad redudre, die folgende von Neuem beschränkte Form dieser Function: 

Auf diesem Wege der Particularisation können wir wdter gehen , da aber die Function iin-m 

4 : 
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Biir bis mm (n— m). Grade sich erbebt , so können von den n linearen Functionen 6a ancb 

nur (fi-m) als Pactoren in dem ersten Gliede der Entwicklung* von i^o— « erscbeinen. Es 

kann also auch jede Zahl von As)'mptoten, die mehr als mpunctig osculiren bis %ur Gränjie 

(n—m) vorhanden sein. Der Fall, dass alle Asymptoten mindestens (m+l)punctif osculiren, 

wird dadurch bedingt, dass der Grad der Function üo^m um eine Einheit sich reducirt. 

Somit ist der an die Spitze dieser Nummer gesteUte Sats bevriesen. Wir können denselben 

auch in die* nachstehende Aussage eiukieiden* 

Die Anzahl der mpunctig osculirenden Asymptoten einer beliebigen 
algebraischen Curve, wenn diese Curve fiberhanpt solche aber keine 
minderpunctig osculirende Asymptoten hat, beträg^t wenigstens m. 

Es kann hiernach zum Beispiel eine Curve^ von beliebiger Ordnung niemals Hoss eine 
einzige gewöhnliche Asymptote haben , sie hat deren , wenn fiberbaopt solche Asymptoten 
vorhanden sind wenigstens zwei. Wenn die Curve keine solche Asymptoten hat, wohr aber/ 
drdpunctig osculirende, so betragt die Anzahl dieser wenigstens drei. Wenn auch keine 
dreipunctig woh| aber vierpunctig osculirende Asymptoten vorhanden sind, so betragt die 
Anzahl dieser letztem wenigstens vier; und so^weiter. ' 

291. So lange die Curve nicht ttber> den 4. Gvad hinausgeht, gibt der Satz der vorigeii 
Nummer vollständig alle diejenigen Falle, welche ausgeschlossen Udben. Wir wollen 
zur Unterscheidung der verschiedenen Falle jede Asymptote durch diejenige Ziffer darstellen, 
welche die Anzahl der auf ihr unendlich weit entfernt liegenden Dnrcbschnittspuncte mit der 
Curve angibt und dann« alle iSiffern, welche den einzelnen Asymptoten der Curve entsprechen, 
neben einander stellen. So würde zum Beispiel das Symbol 332 eine Curve der dritten 
Ordnung anzeigen die eine gewöhnliche und zwei dreipunctig osculirende Asymptoten hatte. 
Eine solche Curve ist nach dem Vorstehenden unmöglich. Für die drei möglichen Falle von 
Curyen dritter Ordnung erhalten wir hiernach die folgenden drei Symbole: 

222 322 333. 

Par n^4f stellt das nachstehende Schema die möglichen neun Fälle dar: 

2222 3322 3333 

3222 4322 4333 

4222 4422 4444. 

So. Aber neue Beschränkungen treten ein, wenn die Ordnung der Curven grösser ist 
als vier. Eine aufmerksame Betrachtung der Form unserer Gleichungen lässt dieselben 
unmittelbar erkennen. 

In der nachstehenden Gleichung 

©h fti-ii + fiSin.^ =s= o, (1) 

die .wir durch Entwicklung der Function Qn-^ <15) auch unter der folgenden Form schrei- 
ben könnnen : 0t (©«^h -♦- ßo-ii^) + ftßa^m = o 

treten: % Asymptoten, welche alle die Curve mpunctig osculiren, auf die allgemeinste Weise 
in Evidenz. Es reducirt sich diese Gleichung auf den iur—m). Grad, wenn wir nacheinan- 
der jeden der h linearen Factoren der Function &h verschwinden lassen« Aber andrerseits 
reducirt sich dieselbe Gleichung nur auf den Ct^2). Grad, wenn wir einen der in—K) linea- 
ren Factoren von 0a-.h gleich Null setzen, wonach diese Factoren im Allgemeinen (n— ft) 
gewöhnliche As3miptoten der Curve anzeigen. Soll aber insbesondere eine dieser Asymptoten,^ 
P , eine Ipuncttg osculirende sein, so ist , indem wir dieselbe in der Function Qa-^ii in Evidenz 
bringen (20) , nothVirendig-: * 

damit die Gleichung (1) durch das Verschwinden von p auf den (n—t). Grad sich redudre. 
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Diese Gleichung geht hiernach in die folgende Aber: 

Wenn die h erstgenannten Asymptoten alle nach hikrhster Ordnung , also npunctig o^eulirei^ 
so redttcirt sich i^n-« auf eine Constante. Setzen wir überdiess h=2j so kommt: 

In dieser Gleichung kann I von 2 durch jede Einhdt hindurch bis (fi — 2) wachsen, wobei 
die Asymptote P von einer gewöhnlichen in eine osculirende tthergeht, und die Ordnung der 
Ösculation ällmählig steigt, bis die Asymptote eine (n — 2)punctig osculirende iilrd* Alsdann 
erhalten wir, indem die Function ßo— s-i auf eine Constante sich redudrt, 

02(pfli,^4-Ä)-f-Ai = o; 
und weiter kann dann die Ordnung des Contactes, auf der Asymptote P, nicht steigen, als 
nur dadurch dass X verschwindet Dann aber steigt diese Ordnung sogleich «i einer npun* 
ctigen, wobei die letzte Gleichung in/ die nachstehende Form übergeht: 

03ßn-^+M = <>- 
Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen : 

Es können von irgend drei Asymptoten einer Gurve n* Ordnung nicht 
zwei die Curve npunctig und die dritte bloss (n— Dpunctig osculiren. 

31. Ausgeschlossen ist , nach dem vorstehenden Satze, fOr n=5 auch nach Berücksich- 
tigung der Beschränkungen der 28. Nummer, noch derjenige Fall, der durch das folgende 
Symbol bezeichnet wird : &5422. 

Sonst treten, fiir ii=5, keine weitem Ausnahmen ein, *nnd wir erhalten mit Beibehaltong 
der Bezeichnung der 29. Nummer, das folgende Schema von 28 verschiedenen Fallen:. 

22222 54822 



32222 


55322 


42222 


44422 


52222 


54422 


33222 


55522 


43222 


33333 


53222 


49333 


44222 


53333 


54222 


44333 


55222 


54333 


33322 


55333 


43322 


44444 


53322 


54444 


44322 


55555. 



32. Nach unserer Verfahrungsweise können wir unmittelbar die allgemeine Form der- 
jenigen Gleichung, die jedem einzelnen Falle entspricht ^ hinschreiben und erhalten somit 
die nachstehenden 28 Gleichungen, in einer solchen Aufeinanderfolge, wie sie den 28 Sym- 
bolen des vorstehenden Schema entsprechen. Es springet hierbei die Art deutlich in die Augen, 
wie jede neue Particularisation durch das Verschwinden ein^r einzigen Constanten erfolgt. 
Alle nachstehenden ^Idchungea schliessen die gerade nothwendige Anzahl von Constanten 
ein, und diese Anzahl erhftit man unmittelbar, wenn man fflr jede lineare Function zwei 
Constante rechnet und die, durch griechische Buchstaben bezeichneten Constanten hinzuzahlt 

pqrst 4- Auvw 4- iwx = , 

pqrst + ^(pH-a)vw -H /<x = , 

jqrst -+- Apvw + /mx =» o , 
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pqnt + Ipirw + ^p + * = o , 
pqrst + l(p+a)(9+if)w + /Mx»o, 
pqnt + Ifiit^flyw + /MX = • , 
pqnt + ^p(q+^)w + /<p + J « o, 
pqrat + ^pqw + /ux=:Oy 
pqrat + Apqw + /fp + tr«o, 
pqrst -f* Apqw + ' = o , 
pqrst + X(^H»Kq+/yXr+^) -hfOL^o, 
pqrst + Ap(q-H»XH-y) + /<x = 0, 
pqrst + Ap(q+Ä)(r+y) H- iup + * — o , 
pqrst + Apq(r+r) + /«x = o, 
pqrst + Apq(iH-r) 4- iup + * = o, 
pqrst + ^pq(r+r) + ' = o, 
pqrst + Apqr + /ux = o, 
pqrst + Ipqr -f f^p + * = o , 
pqrst + Äpqr + J = o , 
pqrst + xuv 4-^=0, 
pqrst + «(p+a)v + iJ = » 
pqrst + xpv + J = 0, 
pqrst + x(p4-a)(q+iJ) + * = o , 
pqrst + xp(q+/}) + ' == o, 
pqrst + xpq + tf ss o, 
pqrst + jtix = 0, 
pqrst + /tp + * == , 
pqrst 4. tf 3= o. 
33. Für Curven der 6. Ordnung wird die Anzahl der als unmöglich ausnschliessenden 
Fälle schon grösser. Nach dem Satse der 30. Nummer ist hier mivttrderst die durch das 
Symbol M5 angezeigte Asymptoten- Combination unmöglich, wonach es die folgenden sechs 
Falle sind : fl6S333 

(566522 
665522 
^ 665422 
665322 
665222. 
Aber es ergeben sich hier noch neue unmögliche Falle , su deren Bestimmung wir uns zu 
den Befrachtungsweisen der 30. Nummer zurückwenden wollen. 

Wir können eine Curve der n* Ordnung, welche 3 dieselbe (]i-^l)punctig osculirende 
Asymptoten hat , ohne Weiteres durch die folgende Gleichung darstellen : 

©s-ßii-a H- i"X = o 
darstellen und dann in dieser Gleichung dne vierte Asymptote P, welche die Curve Ipunctig 
osculirt , sogleich in folgender Form : 

öi(pft>-4 + fln-a—O + iux = o 
fai Evidenz treten lassen. Diese Gleichung nmfasst, indem wir insbesondere x auf eineCon- 
stante redudren , den Fall , dass die Asymptoten 0% die Curve alle drei »punctig osculiren, 
und wenn eine dieser Asymptoten Q ist, wonach 

63 = q0,, 
indem wir x ^ q + a 
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setaeti , Absb diese Asynptote Q die Curve nfumtüg osculirt, wtthrend die Ordnung der Oscu- 
lation Ar die beiden Asjmptoten 62 eine (fi— l)panctige bleibt Alles diess bat im Allge- 
meinen auf die Ordnung der Osculation auf der Asymptote P keinen Einfluss« Diese Ordnung 
kann durch alle Einheiten hindurch von h=^ bis l=ii— 3 ansteigen , welchem letztern Falle 
die folgende Form entspricht: 

03(pß|i^4 + ^) + ^X = 0. 

Hober kann die Ordnung des Contactes auf P nur dadurch steigen, dass X verschwindet, 
.woraus die Form: 

p03'Qii-4+i"X = O 

hervorgebt , und die Osculation mit Ueberspringung einer (n— 2)punctigen in eine (n— l)pui|. 
ctige sich verwandelt hat, oder in dem Falle, dass die lineare Function x auf eine Constante 
redudrt worden ist, in eine npunctige. 

Hiermit ist der folgende Sats bewiesen: 

Es können von irgend vier Asymptoten einer Curve n. Ordnung nicht 
drei die Curve npunctig, oder drei die Curve (n— l)punctig, oder endlich 
eine dieselbe npunctig und zwei (n— l)punctig osculiren und dann die 
vierte Asymptote eine (n— 2)punctig osculirende sein. 

Ausser den 2u Anfang dieser Nummer, für den Fall f»==6, ausgeschlossenen Fallen sind 
also auch die folgenden drei Fälle noch aussuschliessen : 

666422 
655422 
555422. 

34. Der allgemeine Sat2, welcher diejenigen FäHe anzeigt , Welche, auch nach den Be. 
schrankungen der 28. Nummer, als unmöglich noch auszuschliessen sind , ist der folgfsnde. 

Wenn eine Curve n. Ordnung m Asymptoten hat, welche alle wenig- 
stens {n — (m — ^2})punctig osculiren'de sind, so kann dieselbe Curve keine 
(it— (m— l))punctig osculirende Asymptote h|tben. 

Um, f ttr eine gegebene Ordnung n , alle Falle zu erschöpfen , müssen wir für m nach 
einander alle ganzen Zahlen von 2 bis (n— 8) nehmen. Der Satz der 30. Nummer entepricht 
dem besondern Falle m=42, der Satz der vorigen Nummer dem besondem Falle m^. 

Der Beweis des vorstehenden Satzes bietet sich sogleich dar. Denn es stellt die Glei- 

auf die allgemeinste Weise solche Curven der n. Ordnung dar, welche m Asymptoten haben, 
welche alle diese Curve (n— (m— 2))punctig osculiren. Auf diesen Asymptoten kann aber, 
was durch schickliche Particularisation der Function Qm-^z angezeigt wird, die Ordnung der 
Osculation auch hoher noch ansteigen ; diese besondem Falle soll also die vorstehende Glei- 
chung für uns hier einschliesslich enthalten. Aehnlich wie früher kOnnen wir aucJi hier eine 
(m+1). Asymptote P in Evidenz bringen, und zugleich ausdrücken, dass die Ordnung der 
Osculation auf ihr eine Ipunctige ist Diess ist in nachstehender Gleichung geschehen : 

Wir sehen , wie die Ordnung der Osculation auf dieser neuen Asymptote P steigt , wenn wir 
l von 2 bis (n—m) wachsen lassep, dann aber nur durch das ganzliche Verschwinden der 
Function ßn-m^i mit Ueberspringung einer (ii^(m-rl))punctigen in eine wenigstens (»— (m— 2)) 
punctige tibergehen kann. 

35. In Beziehung auf die Curven der 7. Ordnung müssen wir fttr m nach einander 2, 
3 und 4 nehmen und bei einiger Aufmerksamkeit ergeben sich die nachstehenden 54 Falle 
als die unmöglichen. 
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77B.4Ui 

7776.333 

776.0383 

.5333 

.4333 

.3333 

7775.333 

7665.333 

6665.333 



77776.22 
7776.622 

«522 

.422 



77775.22 

76065.22 

66065.22 

7775.522 

.422 

.322 



776.6022 
.6522 
.6422 
.6322 
.^222 
.5522 
.5422 
.5322 
.5222 
•4422 
.4322 
.4222 
.3322 
.3222 
.2222 



7665.522 
.422 
.322 



6665.522 

.422 

.322 

.222 

77774.22 

76664.22 

66664.22 

77554.22 

76554.22 

75554.22 

66554.22 

65554.22 



55555.22. 

In jedem einzelnen Symbole dieses Schema' bezeichnet der beigefttgte Punct , dass durch 
die vor demselben 'befindliche Combination das Unmögliche bedingt ist. 

36. Es ist augenscheinlich, dass für ii=6, deijenige unmögliche Fall, in welchem keine 
gewöhnlichen Asymptoten vorkommen, 665333, aus dem unmöglichen Fall, fttr ii=5, sich er- 
gibt, indem man in dem, dem letztgenannten Falle entsprechenden, Symbole S5422 jede Ziffer 
um Eins wachsen lässt und dann noch die Ziffer 3 hinzufügt ; dass ferner für ii=7 derjenige 
unmögliche Fall , in welchem keine weniger als vierpunctig osculirenden Asymptoten vor-^ 
kommen, 7764444 , aus dem unmöglichen Falle 665333 sich ergibt , indem man jede Ziffer 
des letzten Symbols um Eins wachsen lässt und dann noch die Ziffer 4 hinzufügt Endlich 
ist klar , dass für ii=7 , die Anzahl der unmöglichen Falle , in welchen dreipunctig osculi- 
rende und keine gewöhnlichen Asymptoten vorkommen der Anzahl der unmöglichen Fälle für 
11=6, ia denen gewöhnliche Asymptoten vorkommen, gleich ist und dass jene aus diesen sich 
unmittelbar ergeben. So erhält man zum Beispiel aus dem Symbol 665222 indem man jede 
Ziffer um Eins wachsen lässt und dann noch die Ziffer 3 hinzufügt, das Symbol 7763333^ 
welches den zweiten der in der vorigen Nummer aufgezählten 54 unmöglichen Fälle anzeigt. 
Es ist hiemach, für n=^ ^ die Anzahl derjenigen in Rede stehenden unmöglichen Fälle, in 
welchen keine gewöhnlichen Asymptoten vollkommen, der Anzähl aller unmöglichen Fälle für 
it=36 gleich, und es gibt nur einen einzigen Fall, in dem keine weniger als vierpunctig oscu* 
lirende Asymptote vorkommt, wie es für ]t=5 im Ganzen nur einen einzigen auszuschliessen* 
den FaU gibt. 

Der allgemeine Satz, welcher hier uns entgegentritt , ist der folgende. 

Für Curven einer beliebigen n. Ordnung beträgt die Anzahl derjeni- 
gen, in Gemässheit des Satzes der 34. Nummer, unmöglichen Fälle, in 
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888887. 

8887... 
887. . . • 



888886. 
877776. 
777776. 
88886« • 
87776. . 
77776. . 

8776. . . 
7776. . . 



welehen nur wenigstens ftpunctig pscolirende Asymptoten vorkommen^ 
so viel als die Anzahl aller unmöglichen Falle fflr Curven der (n— (&— S)). 

Ordnung. 

37. Für n=8, sind nach dem Satze der 34. Nummer , indem wir fttr m nach einander 
5, 4, 3 und 2 nehmen , die nachstehenden Asymptoten - Comhinationen unmöglich. 

877774. . 

886664 . • 

876664. . 

866664. . 

777774. . 

776664. . 

766664. . 

666664. . 

888a54. . 

877^54. . 

886554. '. 

876554. . 

866554. . 

777554. . 

776554. . 

766554. . 

666554. . 
885554. . 

875554. . 

865554. . 

855554. . 

775554. . 

765554. . 

755554. . 

655554. . 
* 555554. .. 
Nach diesem Schema erhält man alle Symbole, welche die. auszusthliessenden Falle an- 
zeigen, wenn man solche Ziffern, die nicht höher sind, als die letzte in jeder Combination, 
mit Rücksicht auf die Beschrankungen der 28. Nummer, in gehöriger, durch Puncte bezeich- 
neter, Anzahl hinzuftigt 

Die Comhinationen vor dem Puncte in dem Schema der 35. Nummer fflr »=7 entspre- 
chen den Comhinationen des voretehenden Schemas und was ich dort ausgeführt habe könnte 
ich ohne mehr Mühe auch hier ausfuhren, nur dass die Anzahl der verschiedenen Falle 
grösser wird. Wo, hier wie dort, nur noch zwei Ziffern folgen, können nach der 28. Num- 
mec diese Ziffern nur 22 sein; wo drei Ziffern fehlen, kann unter diesen keine 4, wo vier 
fehlen keine 5 , wo fQnf fehlen, keine 6 vorkommen. Hiemach ergibt sich denn auch ohne 
Mühe die Anzahl der unmöglichen Falle, die einor beliebigen unmöglichen Combination ent- 
sprechen. Ist zum Beispiel die letzte Ziffer einer solchen ConAination 6 und sind vier Zif- 
fern zu ergänzen (was der Fall der drei letzten Comhinationen der ersten Vertical-Columne 
des vorstehenden Schemas ist) so können diese Ziffern nur 

4444 6333 5333 4333 3333 



888885. . 
877775. . 
886665. • 
876665. . 

OfOOOOO * m 

777775. . 
776665. . 
766665. . 
666665. • 

88885.. . 
87775. . . 
88665. • .. 
87665. . . 
86665. . • 
77775. . . 
77665.. . 
76665.. . 
66665. . . 
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sein , wenn keine gewöhnlidien Asymptoten vorhanden sind. Sind solche vorhanden, so er- 
halten wir für diese die nachstehenden Gruppen von hinzwnifiigenden Ziifern: 

6622 6322 5422 4422 3322 

6522 6222 5322 4322 3222 

6422 5522 5222 4222 2222, 

wo die beiden letzten ZüTem 22 überall sich finden müssen, die beiden ersten aber jede Com- 

binalion mit Wiederholungen der fünf ZüTem 6, 5, 4, 3 und 2 sein können. Die Anzahl 

5 6 

der unmöglichen Fälle mit gewöhnlichen Asymptoten beträgt also j^. Sie würde überhaupt, 

wenn die letzte Ziffer der das Unmögliche mit sich bringenden Combination g wäre und die 
Anzahl der zu ergänzenden Ziffern h betrüge , gleich sein der Anzahl der Combinationen mit 
Wiederholungen von {g—1) Elementen zu (%— 2), folglich gleich 

1.2.3... (/l— 2) 

38. Nach den Schluss - Erörterungen der beiden vorigen Nummern wird es uns endlich 
leicht, für die Curveii einer beliebigen Ordnung,' die nach dem Satze der 34. Nummer 
als unmöglich auszuschliessenden Fälle zu zählen und diese Anzahl allgemein zu bestimmen. 

Für ji=5, ist ein einziger unmöglicher Fall vorhanden. 

Für fi==6, kommt eine Anzahl von 

Fällen hinzu , die einerseits den unmöglichen Combinationen 6665 und 665 und andrerseits 
den drei Combinationen 6664 , 6554 und 5554 entsprechen , indem wir überall das Vorhan- 
densein gewöhnlicher Asymptoten voraussetzen. 

Für ii==7, kommt nqch eine Anzahl hinzu, die der Anzahl der Symbole mit gewöhnli«- 
chen Asymptoten' in dem Schema der 35. Nummer gleich ist , nemlich 



( 



1+6 + 



Fiir 



+ 3 (1 + 4) 
+ 8* 
, kMunt noch folgende Aiuahl hinau: 



5.6\ j 

i X • Ä 



(^,+«+«4+«. '8 



+ 3 



( 



1.2 



1.2 



-.1) 



7.8.9 



+ 3 



6.7 
1.2 



+ 3^5-f-3\ 



1.2.3 

+ 32(1 + 4) 

+ 3'' 

Die Anzahl ist wiederum gleich der ,/inzahl der unmöglichen Fälle mit. gewöhnlichen Asym- 
ptoten, für ii3=8. Und zwar kommen von, dieser Anzahl die vier Glieder der ersten Klam- 
mer bezüglich auf die vier ersten Combinationen des Schemas der 87. Nummer, die drei 
Glieder der zweiten Klammer auf die drei mal drei folgenden Combinationen, die mit den eben- 
genahnten die erste Vertical-Columne bilden; femer die beiden Glieder der dritten Klammer 
auf die beiden Gruppen von neun Combinationen der zweiten Vertical - Columne und endlich 
das letzte Glied 3^ auf die 27 Combinationen der letzten Vertical - Columne. 
Das Gesetz ist hiemadi klar ; filr m=9 , kommt hinzu : 

••^ + 3^5 + 3«; 



8M>^0J1^3 7^^3, 



1.2. 3. 4 



l.aB.3 



1.2 
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aad «ndlfek flboJkavft beim üebergange von (n^l) zu m 

(»•--l)ii(iH.l> ■ ♦ . . (a«~y) ^ (il-^)(w— 1)»...(8«-9) g 7.8.9 

ISS .... n— «"^ 1 S 8...(n— e)"*"' "*■* 'i.a.s 

+ S»-» ~ + S»-*. . 5 + 3»-». 

Für die Anarahl aller als uimiöglicli aasxascUiessenden Fälle erkalten wir^ ixideBi wir 
die SuBune aller bisherigen Ausdrücke nehmen , die folgende Entwicklang: 

r., (w— l)n(n-M) .... (an— 7) 

^ ^ ' 1.2.3 (»—5) 

^f^.oi («— 2)(n-l)n . . . (2n— 91 
■^l^"^*J' 1.2.3... (»-6> . 

_i_rf^«^o2i (n-3)(n->2Xn-l). . (2n-ll ) 
+ [1+3+3^ ^.2.3,. („_7) 



+ I1+3+32+3M- . • +3'>-9] 
+ [1+34-32+3M- • ' +3"-«l 



+ [14-34-32+33+ • • +3°-7] 

+ [1+3+^24^-^+ • .+3»-6] . 5 
+ [1+3+32+3'+ • •+3'^-*J • 1 



8. 9.10.11 
1.2 .3.4 
7.8.9 
1.2.3 

1.2 



(w— l)it(IH>l). . . . (2w— 7> 
» 1.2.3 (»— ö) 

(n->2)(n— l)w . . . (811—9) 
'^* 1.2.3... (»—61 

rw tll(n-2K?i-ll. .(2fi— 11> 
"^ "* 1.2.3... (11-7) 



3°-»— 1 8^9.10.11 
■^ 2 1.2. 3 .4 
Sn-7_i 7.8.9 



+ 



^F» • 



2 1.2.3 

3»*^-l 9.7 . 
^ a 1.» 

8-5-1 - 
.+ -g— •& 

3»-«-l 

Nach dieser allgemeinen Porm^ tndeo wir, wenn wir filr n nach einander alle Werthe 
von 5 bis 10 nehmen , und die entsprechende Anzahl von unmöglichen Fällen bezüglich durch 
^5) '^ ) ^1, *«, ^ und 2(0 bezeichnen: 

2i = i, 2i = a73, 

^ s= 9, 2, = 1960» 

5 
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39. Es bleibt uns jetzt nur Mcb übrig, di^ Ansabl der irw^Updctteii mi^glkkm FiUe 
in Beziehung aof die Annäherung eiuer Curve einer beliebigen n. Ordnung an ihre verschie- 
denen Asymptoten zu bestimmen. Wenn wir einstweilen uur diejenigen* Vltflt, welche nach 
der 28. Nummer nicht Statt finden können, ausscfaliessen, so betragt die Anzahl aller Falle, 
wie man nach dem Vorhergehenden gleich einsieht: 



"*■ 1 "^ 1 . 2 "*" 1 . «.B"*" 1 . 2.S.4 ■*"'*■ 1 • 2.a.4 ...ifl-2> 



5 5 . 6 5^. B .jr 5.6.7.8 5.6.7.8.9 

"^"■^l "*■ 1.2 '^1.2.3'** 1.2.3.4 1.2.3.4.5 

4 4.5 4.5.6 . 4.5.6.7 

4-14- - -4- _^ 4- 4- . 

^ ^ 1 ^ l.^J ^1.2.3 ^1.2.3.4 

"^^'*'l "^ 1,2 ■*^1.2.3 

, 2 2.3 

+ ^+1 ^ 1—2 

1 

+ 1+ j 

In diesem Ausdrucke gibt die K Horizontal - Columne die Anzahl derjenigen Fälle , in wel- 
chen keine As)inptote minder als (k+l)panctig osculirt, aber Asymptoten von dieser Art wirklich 
vorhanden sind; und in jeder einzelnen solcher Horizontal -Colunme bedeutet insbesondere 
das g. Glied die Anzabl deijenfgen Fälle, in welchen die Anzahl der (fr4-l)punetig osculi- 
reuden Asymptoten (it—j^+l) beträgt. Wenn wir diese (n— 1) verschiedenen Horizontal-Co- 
lumuen summlren, so finden wir fiir die vorstehende Entwicklung den folgenden Ausdruck: 

(n— i;)n(n-Hl) . . . (2w— 4 ) 6.7.8.9.10 5 .6 >7. 8 4.5.6 3.4 2 

12 3 ...(Ji— 2) "1.2.3.4.5 1.2.3.4 1.2.3'*' 1 .2'*"i "*" 

Führen wir die Rechnung bis zur 10. Ordnung aus , so kommt , wenn wir die Anzahl der 
fraglichen Fälle Sn nennen und nach einander n von 2 bis 10 wachsen lassen : 

Sj = 1 Ss = 29 Ss = 1275 

Ss = 3 S6=99 89= 4707 

S4 = 9 S7 = 351 Sio = 17577. 

Ziehen wir endlich von der somit für Curven der verschiedenen Ordnungen bestimmten 
Anzahl von Fällen , die in der verigen Nummer bestimmte Anzahl unmöglicher Fälle bezttg- 
lich ab , so kommt , für 

Ji = 2 S2 =1 

n = 4 
n =^5 
n = 6 
» = 7 
n = 8 
n = 9 
H =10 

das ist also die Anzahl der möglichen verschiedenen FäUe , welche bei den 10 ersten Ord- 



Ss 


3 


S« 


== 9 


Ss -J, 


== 28 


S6 -Se 


= 90 


S, -Sj 


^ 297 


S. - 2, 


» 1003 


8,-2;, 


== 3447 


S|o — S\o 


=12009; 
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ntogen in Bemhung auf die Ordnung der AnAtt&erung dcr^ärre au geradlinige Asynpt^iten 
Statt finden können. ^^. - . 

40« Wenn wii* auf die Bntwidüangen der 27.— 3^. Nmmner zurttekUicken, so treten uns 
Twei ailgemeiiie ^atze (28, 34), nach welchen die unmOg^lichen Falle ausgeschieden worden sind, 
entgegen. Diese Satze finden beide ihre letzte Begründung in dem Satze der 9. Nummer, 

nach M'elchem eine Curve der n. Ordnung, welche durch f nw — \^- — - •4- l) j feste 

Piincte einer gegebenen Curre der m. Ordnung geht, diese Curve ausserdem noch in 

— ^-^ — ■ — V lij neuen festen Puncten schneiden und zugleich bieten uns diese Satze ein 

bemerkensweräies Beispiel dar, wie Puncte, die nnendltch weift gerückt, und also, im ahso« 
lutm Snne ^ nicht mehr vorhanden sind , dennoch für die nicht unendlich weit fiegendeb 
Puncte dieselben Ab^häiigigkeits* Beziehungen hervorrufen als früher, ehe sie ins Unendliche 
unbestimmt sich verloren haben. 

Nach dem ersten der angeführten Satze hat eine beliebige algeteaische Cnrve^ wennsie 
mpunctig ond keine'niindcrp«netig>osailirende Asymptoten iiat, solcher Asymptoten wenigstens 
m^ Hiernach ejiistifft «um Beispid' keine Curve der & Ordnung, /welche dem Symbole 

••-. • 333a2 
entspricht i die vier ersten di^eipnnotlg. osculircnden Asymptoten fordern, däss auch diefiinfte 
Aisyn^tite eine* aiseälirehde/ seb \ IBs liegen; auf jeder Asyniptote zuvdrderst z^eiDnrehschtaitts- 
Puncte mit der Curve unendlich weit, wir können uns durch dieselben zwei unendlich weit 
entfernte gefade Linien gehend dienken, welche dann weiter keinen ^nct mit derCurveoder 
ihre 'Asymptoten ^im^-haBcli.1 Auf jeder der vier erstell As)mptnteu liegt no^h ein dritter. 
Durchschnittspunct mit der Curve unendlich weit; die wir ads einer dritten «noidlicli weit 
entfernten: geiMeit Linie >angeh#vig' ansehen* können. Nehmen wir das* System dieser drei 
gerann liinien.filr einerCnrire ider dritten Ordnung , so sehnetden sich alle Cnrven» der & 
Ordwttig, weldu» dun/ 1 Vorstehenden Syriibole möglicher WUs^ eatsprechen, in 14 Puneten einer 
Gurve dritter pndnniig^ und also auch in einem 15. Knncte>dei1ielhenv welcher, wie jene 14^ 
hier nothw todig wiendlich weit liegt In 'die Reihe der Cnrren» Iteifter Ordnung .gehört aber 
«ueh das System :d er fuitf.Asi>mptoften>^i ein dritter Durchsekutt. der flinftlm.:Asj^mptote mit 
diesen Curven liegt also ebenfalls unendlich weit; diese Asymptote istr eine dreipunctig oscu» 
ttr^eiide. .: Zul dehi Curven .der 5^ Ordniiig , welche durdr dieselbeli 14tuueiidlidi wnit entfern- 
ten Pnnirtio gelben V geboren insbesondere aber auch alle Curven. weldie mit den drei evste« 
Asymptoten einen mehr als dreipunctigen Contn^t- haben; /olglich wird auch für diesen Fall 

die> fünfte rAsVsIptote eine dteipui^ctig osculnrend^* :>..'. 

Wenn ^ne Curve der 9t« Ordnung überhnmp« (»-t(ar*-l)) mpundig oscnlirende Asym- 
ptoten hat utfd diiä; übrigen (ni^l) Asymptbfteniden. S^mbeft 

' ' m m---l 7»t— 2. . .4S2 .... - 

entsprechen, so dass auf diesen Asyn^^toten zusammen — — ^ Durchschnittspuncte 

unendlich weit liefen , so. befinden sich auf )n unendlich weit gerückten . geraden Linien 

uuendlich weit liegende AttvchschHiCte der Curve mit ihren «»Asymptoten* Also admeidet 
die Curve ihre n Asymptoten auch noch ih denselben C?^^^^ ■*- ^^ Puncten, welche 
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ebenfalls auf jenen m geraden Linien nnendlich wek liegen ; abo sbd anch die letoten (m— 1) 
Asymptoten mpunctig 'osculirende. Und das ist vollständig unser Satz. 

41. Der xweite der oben angeführten Sätae entspringt auf andenn Wege aus deftelben 

Quelle. Wenn wir die, nach dem Satze der 9. Nummer, gegebenen (mn — ( — 5 — ^ **"*)) 

festen Puncte auf m geraden Linien unendlich weit entfernt annehmen, und unter dieselben be- 
liebig aber so vertheilen , dass auf keine derselben mehr als n kommen, so gehen durch diese 
Puncte einerseits unendlich viele Curven der n. Ordnung, weiche jede dies«* Linien in un* 
endlicher Entfernung wenigstens nach derjenigen Ordnung osculiren, welche durch die An* 
zahl der auf ihr angenommenen Piincte angezeigt wird, und andrerseits, als Curve der h. 
Ordnung zu betrachten, ein SysUm von n unendlich w^it entfernten geraden Linien. Dieses 
System und alle jene Curven der n. Ordnung schneiden das System dier oben genannten m 

5 — "*■ ^ y neuen also im 

Ganzen in mn festen Puncten, welche nothwendig aUe nnendlich weit ltq;tn. Die m gera- 
den Linien, auf deren jede n dieser Puncte kommen, sind also aDe npunctig oscullrende 
Asymptoten der Curven n. Ordnung. Bewiesen ist hiemadi der nachstehende Salz, welcher 
nur der Aussage nach Von dem Satze der 34. Nummer verschieden ist 

Eine beliebige algebraische Curve kann nicht m solcher Asympto- 
ten haben, auf welchen die Anzahl aller unendlioh weit liegenden Dnrch- 

schnittspuncte zusammengenommen nur um f J~~ -I* Ij oder um we- 
niger noch geringer ist, als in dem immer »•glichen Falle, dass alle m 
Asymptoten »punctig osculirende sind. 

Als Beispiel zur Veranschanlichung wollen wir ein System von drei gegebenen und ein 
zweites System von drei nnendlich weit entfernten geraden Linien betrachten. Diese beiden 
Systeme schneiden sich in neun Puncten, die unendlich weit liegen; durch acht dieser Plmcte 
gehen alle diejenigen Curven der dritten Ordnung, welche die drei gegebenen geraden Unten 
' zu Asymptoten und zwar zwei derselben w^ oscuUrenden Asymptoten haben. Solche Curven 
gehen also auch durch den neunten unendlich weit entfernten Punct, das heisst, sie werden 
auch von der dritten Asymptote dreipunctig osculirt — 

43. Wir können fttr die allgemeine Gleichung der Curven der n. Ordnung mit einer 
jfipunctig osculirenden Asymptote P, die nachstehende Gleiehnng mit flberzihligen Constainten 
ndimen : pAn-i + /tQa*-m » o , 

bei deren Form es wesentlich ist, dass, indem wir etwa p und q als die beiden Hnearen 
Functionen , von denen alle andern Functionen abhangig sind, betrachten , in der Function 
ßo^m die höchste, die Cn-^-mX Potenz von q nicht fehlt Ceberdiess fordert die Allgenein- 
heit, dass auch i2a~i die lineare Function q.in der höchste^, der (n— 1). Potenz enthalte. 
Schreiben wir die letzte Gleichung auf folgende Weise : 

so ist ersichtlich, dass, unter den gemachten Voraussetzungen ^ diese Gleichung befriedigt 
wird , wenn fttr immer wachsende Werthe von q der Werth von p immer mehr abnimmt ; 
und die Curve also an ihrer Asymptote P sich hinzieht indem sie sich derselben immer mehr 
annähert , je weiter sie sich erstreckte Fttr die Puncte eines solchen Zweiges der Curve 
können wir also, im zweiten Theile der vorstehenden Gleichung, fttr wachsende Werthe von 
q die Function p vernachlässigen; vernachlässigen wir ttberdiess auch niedere Potenzen von 
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q gegen höhere, so kommt, indem wir durch x einen unhestimmten Coeflimenten 

Es ist also der entsprechende Werth von p, den wir, nnheschadet der AUgeme&nheit , als 
den l^ttnsesten Abstand des bezüglichen Ponctes von der Asymptote P constmiren, können, 
ein unendlich Kleines der (m— 1). Ordnung. Also : 

Die Annäherung einer Curve an eine m^unctig osculirende Asym« 
ptote ist unendlich gross und von der (m-— 1). Ordnung. 

Die Ordnung der Annäherung wächst also in demselben Maasse als die Ansahl der auf 
der Asymptote in unendlicher Entfernung zusammenfallenden Puncte, in der Art, dass, wenn 
an einer gegebenen geraden Linie zwei Curven sich hinziefaen,^ welche von dieser Linie bezüglich 
Cm— 1) und mpunctig in unendlicher Entfernung oscultart werden und man in einem Puncte 
M der geraden Linie ein Perpendikel oder statt dessen unter beliebigem Winkel eine gerade 
Linie, welche der ersten Curve in K und der zweiten in L begegne, errichtet, das Segmen- 
ten - Verhaltniss ML : MK sich , je weiter der Pnnct M auf der geraden Linie fbrtrQckt, 
desto mehr der Oränze Null sich nähert 

Das Unendliche, als Oränze betrachtet, schliesst nothwendig das doppelte Vorzeichen in 
sich ein. Es verschwindet p mit q = 4- oo , wie es mit q = — QO verschwindet, es wird p 
immer kleiner, sowohl wenn der negative als auch wenn der positive Werth von q immer mehr 
wächst 

Eine algebraische Curve nähert sich im Allgemeinen jeder Asym« 
ptote zwiefach nach den beiden entgegengesetzten Richtungen der Er- 
Streckung dieser letztern. 

Je nachdem in der letzten Gleichung m eine gerade oder eine ungerade Zahl bedeutet, 
ändert, wenn wir q nach einander mit entgegengesetzten Zeichen nehmen, zugleich auch p 
sein Zeichen oder nicht 

Die beiden Zweige einer algebraischen Curve, welche sich nach ent- 
gegengesetzten Richtungen an jeder Asymptote hinziehen, liegen ent- 
weder auf entgegengesetzter oder auf derselben Seite dieser Asymptote, 
je nachdem die Anzahl der auf dieser in unendlicher Entfernung zusam- 
menfallenden Puncte eine gerade oder .ungerade ist -^ 

43. Im Allgemeinen lässt sich der Lauf der unendlichen Zweige einer Curve durch ge. 
radlinige Asymptoten darsteUen; im Allgemeinen kann diess genauer noch geschehen, wenn 
wir an die Stelle der geradlinigen Asymptoten hyperbolische setzen. 

Eine Curve der zweiten Ordnung lässt sich flberbaupt durch flnf willkahilich angenom^ 
mene Puncte legen. Von diesen fttnf Püncten kann einer nach gegebener Richtung unend.- 
lieh weit liegen ; dadurch wird bedingt, dass die fragliche Curve zweiter Ordnung eine Hy- 
perbel ist, deren eine Asjrmptote die gegebene Richtung hat Es können auch zwei der 
fOnf gegebenen Puncto auf einer gegebenen geraden Linie unendlich weit liegen und dann 
ist diese gerade Linie eine Asymptote der Hyperbel. Aber auf derselben gegebenen geraden 
Linie kann , wenn die Hyperbel nicbt in ein System von zwei geraden Linien ausarten s<dl, 
kein dritter gegebener Punct unendlich weit liegen, weil, weder un Endlichen noch im Un* ' 
endlidien, drei Puncto einer Curve zweiter Ordnung in gerader Linie liegen kMnen. Wenn 
aber eine Hyperbel gegeben ist, so hissen sich durch drei auf einem Ziweige derselben un- 
endlich weit entfernt liegende Puncte neue Hyperbeln legen, von welchen mr sagen, dass 
sie sich unter einander imd insbesondere auch die gegebene. In uaen^^licher Entfer- 
nung osculiren. Zur VQJIständigen Bestimmung einer solchen Hyperbel sind noch nwei 
PuncCe nodiwendig und fainrrtrhend. Wir kannen auch durch vier Puncto^ weldie auf einem 
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Zweige "ehtet gegebenen Uy^ethel unendlkh weit liegen, neue flyperbelli legen. AOtt solche 
Hyperbeln osculiren sich vierpunctig in unendlicher Entfernung. Ein einziger Punct ist 
hinreichend vm eine dieser If>'perbeln voilkonimen bü bestknuien. Aber so wie ftberiiaiipt 
zwei H^-perbeln sich nn Endlichen nur in rier Puncten schneiden können , so können wir 
auch nicht durch mehr als vier Puncte , die auf einem Zweige einer gegebenen H3i»erbel «n* 
endlicK weit liegen , eine zweite Hyperbel legen. Wenn aber eine Curve der dritten oder 
einer höhern Ordnung vorliegt , so IStöst sich , im Allgemeinen , durch fünf Pmcte , die auf 
einem Zweige derselben unendlich weit liegen, eine Hyperbel legen und zwar nor eine ein- 
zige und vollkommen bestimmte, während durch bloss vier dieser unendlich weit entfernten 
Pimcte, unendlich viele Hyperbeln gehen. Jene einzige Hyperbel osculirt die Cnrve in nnend* 
lieber Entfernung fttnfpnnctig, für diese unendlich vielen Hyperbeln ist der Coiitact ein 
vierpunctigen Aber so wie ^ im Allgemeinen , durch sechs gegebene Puncte keine Cnrve 
zweiter Ordnung sich legen itsSt, so bleibt auch im Unendlichen, wenn die vorliegen* 
de Curve nicht von besonderer Natur ist, die Aufeinanderfolge von sechs Pan- 
cten auf einem unendlichen Zweige derselben, nicht von der Art, ^ass durch dieselbe eine 
sechspunctig osculirende H^-perbel sich legen lilsst. Eine Particularishtion der vorliegenden 
Curve ist also noth wendig, von welchem Grade ibrigens auch diese Curve sein mag« ind 
diese Particuiarisation steigert sich mit der AnzaU derjenigen Puncte, welche in «netidliGhcr 
Entfernung zusammenfallen sollen. Weil aber überhaupt eine Curve der n. Ordnung von 
einer H}'perbel nur in 2n Puhcten geschnitten wird, so kann auch eineOutve der genannten 
Ordnung sich unter keiner Bedingung soweit particularisiren , dl^s einer ihrer Zweige in 
unendlicher Entfernung mehr als 2npunctig osculirt werde« : • 

44. Wir wollen nns nun. zu der analytischen Diseusslön wenden, wckhe, nrihrend wir 
ims einerseits in. der Anlage. derselben von den allgemeineil Bemerkungen der rnrigeniNten 
mer leiten lassen, andrerseits die Begründung dieser Bemerkungen darbieten wirdl*:.. 

Es sei 'pi2|n— I ^•/<Ä-la = •.•■•• ' . .: »• 1'«' ».•! (1) 

die allgemeine Gleichung dei^ Curven einer beliebigen Ji..* Ordnung; M^dcke einen Hunendlichett 
an der geradlinigen Asymptote sich hinziehenden Zweig haben. : Bie aligemoine} Gltichung 
einer Hyperbel, welche die gerade Linie P ebenfolli mt. A^viptote hai, sei: ... 

Wenn wir zuischen den beiden vorstehenden- Gleichungen pi elimiiinonreo. 0rgibl ^icb . 

Da diese neue Gleichung nur bis zum (n—l). Grade anstetgt^ >sn* folgt iidafia.*^ •ir.eil zwei 
Dnrchschnittspuncte unendlich wek liegen — die Hyperbel (d) 4io .gogebencta Gurion CD nur 
in 8(n— 1> Puncten sehneidet. Zur analytischen Bestimmung dieser. Dtrcbschnittspunrte^ön«« 
nen wir uns der beiden letzten Gleichungen (3) und (S) bedienen. . 

Wenn die Curve, welche durch die letzte Gleichung (.3) dargestellt, wicd, ein0 sotehe 
A8>inplote hat, die der Linie P parallel ist, so liegt einer ihrer DnrcbschuiOe mit iler H^-per^ 
bei (2) nach der Richtung dieser Linie unendlich weit: es. liegen also, in dicv^er VorM^et-t 
zung,.drei Durchschnitte dieser Hyperbel und der gegebenen Curve CD n^ieh derselben Bioh^ 
tung unendlich weit. Wenn die Curve (3) die gerade Linie P zur Asyrnfttote selM^lmt^ sn 
liegen zwei DurchschniUe dieser Curve und folglich vier Durohschnitte der gegebenw.Ourv/O 
mit der H3|>erbel (2) nach der Richtung der geraden Linie P unendlich: weH« Wentt,üMr 
haupt die Hyperbel (2) mit den Curven (3) nach der Richtun|g von.P in nnendlifliyer Kntfer-i 
nung einen mpunctigen Contaet hat, so steigt ihr Conlact mit den gegebenen Curven (1) zn 
einem (ni+2>punctigen an. 

Um die Function p in der Gkichnng (8) in Eridienz treten an : lassra.^'mttsneniWir .4i^ 
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Form >cter ninctionei^. r, fia^i und iflU-s nlk^er parlicHlariairen. Zu dieieai Efide sei,. indem 
wir diese Functionen von p und irg^^d einer, nadi Belieben zu beistimmenden, zweiten Mnea- 
re^.FüoctioA 4 abbängen Jassen : r=q + ap + /^9 

ü-., = api2M + q»'"* + yq'»"'^4-Jq'»~'^ + fq""*+ • • • ?, (4) 

ßo^a = 7ipßa-;j + qn-24. ^qa-34. .^qn^ +xqn-« + . . , | ; 

wonach die Gl4»chung (3) in die folg^ende übergeht: 

flXaßn^i -^ jUafti-a ~ /t*»(q+^)fti-3} + A[q«»-M-yq»-H-Jq«»"V«q'»~*4' • • • 4-?J 

^^t[qii-i+^ii-^j^tt-34.^qn^+ . . . -f-5qj 

— iUj9[q«-H^°-^-f^q»'-*+ • • • -f-gj. 
Wenn die beisfif liehe Curve eine solche Asymptote haben soll, welche der gieraden Uaie P 
parallel ist, so niuss, wenn wir P gleich Null setzen, die vorstehende Gfeiehutag «nf den 
(n-^Ü). Grad sich reduciren. Dieas erfordert A == /i. (5) 

Wenn die Linie P sdbst eine Asymptote der Curve sein soll , so muss , wenn p verschwin- 
det, die Gleichung, der Curve auf den (ii~8). Grad sich reduciren, ea muss, neben der vor- 
stehenden Bedüigungs « Gleichung , auch nodi die folgende befriedigt werden : 

y - ^ + /?. (6) 

Nach diesen Besdirttnkungen wird die Qldchmg der Curve die folgende: 

p[aß;-» — «flo-a — Ä(q4^)i2B-;3] + [(J— i7-^j8*)qn-3 + («_x-.i9j^)q«-» + • • • • J=:o, (7) 
und wenn \i^ir hiernadi zwischen der vorstehenden Gleidiung und der Gleichung der Hy- 
perbel (2), von Neuem die Function p eliminiren, ergibt sich: 

Xlaii;,^ -^ aSia^^ ii(q^-/i?)fl„-^Kr[(<r— ?7-^/?^)qn-r3 4.(f_x_^,)^^^. j=:o- ■ (8) 

Da diese neue Gleicbung auf algebraischem Wegie aus der Vertindnngder Gleichui^en 
(1) und (2) bervoTgcgangen ist, «o stellt sie ehe solche Corre' der (»--2). <>rdming dar, 
welche von der durch die letlkte Gleichimg dargestellten Hyperbel in denselben Pnacten ge- 
^dnutten wird, als die gegebene Curv« (1) und die Curve 43) oder (7). Die Anzahl der 
DorchiHAnittspuncte' hat sich also tfieksichtlich der gegebenen Curve um vier und in Rück- 
sicht auf die Curve (3) um zw«i Binheiten reducirt, aus dem Grunde nemlich, dass eiiunal 
vier, das andere Mal zwei Durcfaschnittspuncte nach der Richtung der Linie P unendlich 
weit gerückt sind. Wenn die durch die letzte Gleichung dargesteUte Curve eine Asymptote 
hat , welche einmal der Linie ^ parallel ist , da» andere Mal mit derselben zusammeufällt, 
so hat die Hyperbel (2) mit der Curve (7) einmal einen' dreipuiicligen, das andere Mal emen 
vierpunctigen und mit der gegebenen Curve (1) einmal einen fünfpunctigen und das andere 
Mal einen sechspunctigen Contact in unendlicher Entfernung nach der' Richtung der Asym- 
ptote P. Pm diese Bedingongen auszudrücken müssen wir die mit der* Gleklmng <8) In dem 
Obigen vorgenommenen algebraischen Operationen in Bl^ziehung auf die letzte Gieidmng 
wiederholen , zu welchem Ende eine neue Functionen - Particularisation nothM'endig wird. 

Zu diesem Ende bemerken wir zu vorderste, dass wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 

£in-z ab eine Uodse Function des (f»^2). Grades von q betrachten können ^ wonach die 

Anzahl der Constanten in der Gleichung (1) auf die gerade nothwendige sich redurirt Diess 

kommt darauf hinaus, n in der dritten der identischen Gleichungen (4) gleich Null m setzen. 

Ss sei ferner i2f„_a s ppßUa + q^^ + Tq»-^ + • • 

Hiernach verwandelt sich die Gleichung (8) , wenn wir alle Glieder , welche p enthalten in 

dem Symbole g>f£ia:^3 zusammenfassen, in die folgende: 

' 9)p52S-.3-^Xo[q»-*.4-Tq*»-*-*- • •] * ' 

— il«[q«v-2.^^iir^a^ . .j 
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Die Annakaie, dtM eine Asysptote der besiflkhen'Cmre der Linie P paMtOel sei, er« 
fordert, dass X(a—u} »= d^ij—ß&. (9) 

Soll eine Asymptote dieser Curve mit der Linie P ausammenfallen , so ist ttberdiess noch 
uothivendig, dass \(öx—a^) = «— x— /Ji; ^ ß^d^j^^ßd). (10) 

Die erste 'dieser beiden Bedingings - Gletcliungen kommt also xu den frühem (5) und (6) 
hinzu, wenn die gegebene Curve (1) von der Hyperbel (2) nach der Richtung von P in un- 
endlicher Entfernung fUnfpunctig osculirt werden soll: beide Bedingungs* Gleichungen kom- 
men zu den frühem lunzu, wenn diese Osculation zu einer sechspunctigen ansteigen soll. 

Auf diesem Wege können wir nach Belieben weiter gehen. 

45. Wir wollen jetzt zu der geonetrisehen Deutmig der analytischen Resullate, zu 
welchen wir in der vorigen Nummer gelangt sind , übergehen. Zum Behuf dieser Deutung 
können wir, was unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist, anndimen, dass die der Function 
q entsprechende gerade Linie Q auf der Asymptote P senkrecht stehe und dann den Punctio« 
nen p und q die Bedeutung rechtwinkliger gewöhnlicher Parallel-Coordinaten beilegen. Der 
Werth der Function r für einen gegebenen Punct ist hiernach derjenigen geraden Linie^ 
welche von diesem Puncte aus parallel mit der Asymptote P nach der geraden Linie R, der 
zweiten Asymptote der H}7»erbel (2), gezogen werden kann. Wenn nir endlich den coustan- 
'ten Inhalt desjenigen Dreiecks, das durch eine beliebige Tangente der H>i)erbel von ihrem 
AsympOotcB-Winkel abgeschnitten wird , durch J bezeichnen, so ist endlich , den obigen Be- 
stimmungen zufolge y 21^ ±J. 

Die beiden Functionen i2„^, und Oq,^ stellen, bei der oben ihnen untergelegten Fonn, 
wenn sie auf einen gegebenen Punct bezogen werden, bezüglich die Producte derjenigen (n — 1) 
und (n— 8) Segmente dar, weiche auf der, durch diesen Punct parallel mit P gelegten, geraden 
Linie, bezüglich zwischen diesem Puncte und den (n— 1) und (n-— 2) Durchschnittspnncten 
mit den beiden Curven I2n^i s o, fia-^ » o, (11) 

liegen. Nennen wir den gegebenen Punct und die beiden Gruppen von Durchschnittspun- 
cten MS M^ M\ . . . M^-ß- und M| , M^ , Ma, • . M.^, so sind hiernach die bezüglichen Fun- 
ctionen -Werthe: 

S2^t =» OM». 011^ Om\ . . • OM"-' , 

Aus der Gleichung der gegebenen Curve ergibt sich : 

pßn.-i 
^ = —12 — ^ 

also, wenn wir den Punct irgendwo auf dem Umfange dieser Curve annehmen und den 
Fusspnnct des von diesem Puncto auf die Asymptote P geflUten Perpendikels P nennen: 



^ *^' OMi . OM, . OM3 . . . OM»-, 

Wenn wir endlidi in die Bedingnngs - Gleidiung (5) die für X und /e gefundenen Aus- 
drücke einsetsen, so linden wir als Bedingung, dass die gegebene Curve (1) von der Hyper- 
bel (2) nach der Richtung ihrer gemeinschaftlich«» Asymptote P dreipunctig osculirt 
werde ^ ^ ^ ^^^ OMKOm^.OM^.. .OM^^ 



OMt . OM2 . OAls ...OM, 

Für die erste der durch die bdden Gleichungen (11) dargestellten Curven können wir 
insbesondere auch das System der (n— 1) übrigen Asymptoten der gegebenen Curve (1) neh- 
men und darnach die Curve iJ^, vollkommen bestimmen. Dann erhalten wir den nachste- 
henden Satz. 

In allen Hyperbeln, welche eine gegebene Curve n» Ordnung auf 
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tlntf gegebenen Asymptate in ttiielidliclier Emiiternnng iteifunetig «Isca« 
liren, ist der Inhalt derjenig^en Dreiecke, weiclie durch heliebige Tan» 
gentea von dem^'A^ymptoten -Winkel ah^^escfanitten werden, constant 
Wean a^ach diev(»— 1) tt^rigea Aaynptoten der Carve, d^ejenigeCurve der 
(n-rSX Ordnaair, welche durch die fKs<— 2) Durchschnitte der g^egebeaen 
Curve mit ihrennAsymptoten geht and endlich noch ein heltebiger Pun^t 
^er gegebenen Curve gegebeA sind, so erh&lt ipan diesen constanten In* 
halt, wenn man von dem* gegebenen Pancte aus ein Perpendikel auf die 
erstgena9in.te Asymptote fällt und durch denselben eine gerade Linie pa- 
rallel mit d^ieser Asymptote aielit, und. dann'das doppelte Product des 
Perpendikels, uuid derjenigen (ii*-l) Segmente, welche auf der letztge^ 
nannten 'geradem Linie jpwischen dem gegebenen Puncto und den (»•*-!) 
übrigen Asymptoten liegen, durch das Product derjenigen (1^—2) Seg- 
mente derselben i^.eraden.Linie, welche awischen dem gegebenen Puncto 
und den einnelnen- Durchschnitten mit der gegebenen Curve der (n— 2), 
Ordnung liegen., dividirt 

Den redproken Werlh von J ki^nnen wir als das Maass der Ann&herung der 
Curve an. ihre Asymptote P betrachten. 

Wenn die gerade Linie P eine dreipunetig oscuUronde Asymptote der gegebenen Curve 
ist, so hat diejenige Curve» welche durch die nwdte der Gleichungen (11) dargestellt wird, 
nach der vorigen Nummer, eme Asymptote, welche derselben geraden Linie P paraUd ist. 
Hiernach wird eines der Segmente im Noiner des Aasdruckes für fi unendlich und demnach 
kommt ^s 0. 

Die .osculirende Hyperbd artet alsdann in ein System ,yon nwei geraden Linien P und 
R aus , wovon die Nothwendigkeit von Vorne herdn einleuchtet, weil die erste dieser bdden 
geraden Linien flir sidi. sdien die Curve (1) dreipunetig in unendlicher Entfernung oscnUit. 

4S. Die Lage des Mittelpunctes der dreipunetig osculirenden Hyperbel auf der Asymptote 
P kann jede belielMge sein und aiich die Richtwg dieser xwdtea Asymptote kann von Vorne 
herein beliebig angenommen, werden. Denn fittr die id Rede stehende Ordnung der Osculation 
haben wir über die bdden Constanten ß und a, also Aber die Lage der Linie R, durchaus 
keine Bestimmung erhalten. Die erste der beiden, genannten Constanten wird aber durch 
die 6|eiehuag (6), welche die Bedingung enthttlt, dass die dreipunctige Osculation su ein«r 
vierpunctigen ansteige, bestimmt. 

Wenn wir in den bdden lotsten der identischen Gldchui^en (4) p und besllglich ün^t 
^Bi i^^«.glei^ Null sdnen, so erhalten wir die folgenden Gleichungen: 

qn-.i^^qn-a^.jqn-34-. . . . + ^ = o, 

qn-^-^n-^Th^qn-^-h • • • + S = 0, 

2ur Bestimmung der Durchschnittspuncte der Asymptote P mit den beiden Cun^ Qt^t unJ 
i^o—i, wobei wir, wie in der vorigen Nummer, für die erste dieser Curven das System der 
(k — 1) übrigen Asymptoten der gegebenen Curve nehmen wollen. Nennen wir diese .Burck- 
schnitte bea<)giich P' , P% P^ . . P«-^ und Pi , P2y Ps • • 'n^ und A den Durchschnitt der- 
sdb^n Aaymptote P mit der Linie Q>, so ist: 

AP» + AP»+AP3-h--+AP«-*} , 

APi -f AP, + AP,+ • • , + APn-a } . 

Bndlich ist, wenn wir den Mittelpunct der Hyperbel (2) durch C bendchnen und dann in. 
der identischen Oldchung r ^ q-t-ap+i^ 

augldch r»o und p»o. seltnen: /J = ~q«-i-AC. 
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Die Oleicfaimf (6), weldie die BtäJMigmg einer yierpucttgea Oeedalldii «fsdrtckt / f ehf 
kiemadi in die folgende flker: 

AP*4.AP2-^AP*4- • • • +AP^i=:AP,-l»Ap2>AP|4. • • -fAP^^-i-AC; 
und vereinfucht sich neeh, wenn wir die Mitte der Pnnele P^ P*, V\ . • P*^^ (da^ keiMi den 
Schwerpunct gleicher Geviichte, die wir uns in diesen Pnncten angebracht denken) dnrch F* 
und die Mitte der Piincte P| , P^ , Ps • • Pi«— i und C dnrch Po bexeichnen ; wonach nan, wenn 
mau zugleich durph (n-*l) die beiden Thejie der vorstehenden Gleichung diridirt , die fol- 
gende tileichung erblüt : AP" => APo. 

Die Mittelpunete aller Hyperbeln, deren ein Zweig eine gegebene 
Curve n. Ordnung in unendlicher Entfernung vierpunclig oscalirt, fal.^ 
len in demselben Puncte der gemeinschaftlichen Asymptote beider wu^ 
sammen. Dieser Punct ist dadurch bestimmt, dass er mit den (n—S) 
Durchschnitten der genannten Asymptote mit der gegebenen Curve ein 
System von (ii*-l) Puneten bildet, welches mit dem System der (n— il) 
Durehschnittspuncte derselben Asymptote mit den (n — 1) flbrigen Asym- 
ptoten der gegebenen Curve eine gemeinschaftliche Mitte hat. 

47. Wenn wir, um in der geometrischen Deutung der Resultate der 44. Nummer fort- 
zuschreiten, die Hyperbel (2) so bestimmen wollen, dass sie die gegebene Cnrve filnfpunetig 
osculire, so i|toss neben den Gleichungen (5) und (6) auch noch die Gleichung (9) befrie- 
digt werden. Die Ftorm der Gleicbung (2) drttckt schon aus , dass die benllgliche H}7»erbel 
mit der gegebenen Curve die Linie P nur gemeinschaftlichen Asymptote hat. Von den drei 
Cottstanten /u, ß und a, von welchen diese Hyperbel ausserdem nur noch abhangt , wird durdi 
die Bedingung eiil'es dreipunctigen Contactes die erste und durch die Bedingung eines vier- 
punctigen zugleich die zweite bestinunt. Es bleibt also hiernach nvr noch die dritte Con- 
stante a , welche die Richtung der zweiten Asymptote R der Hyperbel (2) gibt, willkflbrlich 
anzunehmen ihrig. Durch die neue Gleichung (9) wird diese Constante auf einzige Art be- 
stimmt. So lange also der Contact nur bis zu einem vierpunctigen ansteigt, können wir der, 
übrigens vollkommen bestimmten, zweiten Asymptote der Hyperbel (2) noch jede betteUge 
Richtung geben; jintier diesen verschiedenen Richtungen gibt es indess eine einzige und voll- 
kommen bestimmte, welche der in unendlicher Entfernung fflnfpunctig osoultrenden Hj'per- 
bel angehört. 

Die GMchmg (9) geht, mit Berflcksichtigung der Gleichung (4^), in die folgende über: 

fiC^^-a) = d— ,;— /?^, 
Wir kjSnnen voraussetzen, dass die Linie Q durch den gemeinschaftlichen Mittelpunct aller 
auf der Asymptote P vierpunctig osculirenden Hyperbeln gehe. Alsdann ist /9 == o und man 
erhalt : y = d , 

^a =3 /«(T + ^ — J. 
Der allgemeine Werth von a Hesse sich hiernach, wie die Werthe von X und ß, ohne Schwie« 
rigkeit geometrisch darstellen; doch ich sehe hierbei keinen Nutzen. 

46. Da aUe Constanten der Hyperbel (2) dadurch vollkommen bei^immt sind, dass die- 
selbe eine fünfpunctig osculirende ist, so gibt es, im Allgemeinen, keine sechs punctig os^- 
lirende HyperbeL Die Bedingungs - Gleichung (10), welche, wenn der Contaet von dieser 
Ordnung sein soll, hinzukommt und die nach den Bestimmungen der vorigen Nummer sich 
auf die folgende vereinfacht fi{aT — u&) = s — x , 

und nach der Elimmation von a in > 

ttbergeht, drückt also aus, von welcher besondem Natur die gegebene Curve sein muss, 
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wenn eine solche sechspuncdg osciilirende Hyperbel existiren aoll. Alsdann gihi es, im 
figeulMtheu V^ratende ^keine flin^iinctig oaoiiUrende Hyperbel, w^jL der Cstolact sti|;lddi vcmi 
einem vierpunctigen 211 einear sechspunctigeii überspringt. 

-^ Es kannj m mebrnodi iintergeoffdneten FäUen, die einrige fflafpnnctijr osculirende Hy- 
periiel auch dn»h eine mehr als sedbspunctig osculirende Hyperbel ersetz werden. Der Ceu» 
tact kann inr AUgmeinen , wenn die gegdbene Curve von d^ n, Ordnung ist, bis xn einem 
fifipunetigen ansteigen. IMe folgenden Nmnmem werden hierüber mehr Lieht verbreijten« 
Wahrend aendidi, für die letzten Entwicklungen der Keim schon in meinem Interne der^ 
anabftischen Geometrie (Dritter Abschnitt, §. 3.) liegt , wollen wir jetut in uiisem Betradi« 
tungen von demjenigen Gesichtspuncte ausgehen, der diesen -Band meiner Arbeiten von den 
frühem charfu^ris^sch unterscheidet. Wir werden auch hier wieder eine Be^tigung dafür 
finden , dass die grössere Allgemeinheit und Abstractheit , die wir ih das Princip eiher ma- 
thematischen Darstellung legen , durch die. Einfachheit und Leichtigkeit der Entwicklung be- 
lohnend aufgewogen wird. — 

49. Wir woUai in der Gleichung einer gegebenen Curve der n. Ordnung eine solche 
Hyperbel , welche mit ihr nach der Richtung einer ihrer Asymptoten in unendlicher Entfer- 
nung einen Contact von irgend einer gegebenen Ordnung hat, unmittelbar iniEvidenz treten 
lassen, und hierbei erstlidi voraussetzen, dass dieser Cdntact ein Smpunctiger sei. Die oscu- 
lirende Hyperbel sdineidet alsdann die gegebene. Curve im Allgemeinen in 2jt Puncten ,• und 
von diesen liegen tm nach der Riditung der gemeinschaftlichen Asymptote, die wir wieder- 
um P nennen wollen, unendlich weit und sind also auch als die m Paare von DurchschniU 
tenr der Hyperbel mit m geraden Linien, welche in der Asyn^tote P zusammenfallen, anzu-» 
sehen. Ans einer sohickliGhett algebraischen Verbindung 4er Gletchung der Curve 



fln=xO 



(1) 



mit der Gleichung der osculirenden Hyperbel , welche wiederum die folgende sein mag : 

pr 4- A == o , (2) 

nhiss hiemach eine nene Gleichung sich ergeben, in wdcher p"> als Factor sUh herausstellt. 
Durch diese BeneriLung wird eine identische Gleichung von der naehstehenden Form bedingt : 

i2« s (pr+A;Ä-a + /«p^ßn-« , ^ (3) 

deren Diseussion aHe fragUchen geometrischen Beziehungen in ein helles Licht stellen Mird. 
Lassen' wir den Ausdruck (prs-A) verschwinden, so tritt der verlangte Factor p"* in. der 
Function ßa wirklich in Evidenz. Damit die Form dieser Function die allgemeinste werde, 
haben wir im ersten Gliede ihrer Entwicklung jenem Ausdrucke des z^'dten Grades die allt- 
geneine Function des (ii-*-3). Grades Qa^t und der m. Potenz von p im zweiten Gliede die 
allgemeine Function des (i^-m). Grades i2o.^„ als Factor beiftlgen müssen. Die einzige 
As)inp«xite' der gegebenen Curve; welche in der yorstdienden identischen Gleichung in Evi- 
dent tritt, ist P,'deMitmnr dann,, wenn die entsprechei^de lineare Function p verschwindet, 
rediicirt sich^. der Grad der Function £ia um zwei Einheiten« , Hej/Bnige Curve der (n— m)« 
•ffdnung wdche durdi die Gkicfanng : 

dargestellt wird, gdit durch die, nicht auf P unendlich weit liegenden, noeh übrigen %in -■ m) 
Durchschnittspuncte. 

Wenn der Contact auf der Asymptote P zu einem (2m+l)punctigen ansteigen soll, sor 
muBs von den letztgenannten 1l(ii— m) Durdischniltspunctefi der osculirenden Hyperbel mit dei; 
gegebenen Curve einer nach der Richtifug, von P unendlich weit rucken, oder mit andern 
Worten, es muss die Curve (4) eine solche Asymptote haben, welche mit der Asymptote P 
parallel ist. DioBs bedingt. die nädhitdiendePaniculärisatiott der Function Si^-^mi 
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wonaeb iie Glleidiaiigf (3), iadem sie eine Comtonte verliert, in die feig^ade sidi mwm^ 

Es ist eirenbur , dass, wenn swei der S(ii^nE) Darduehaittapucte der Carve (d) »t 
der fraglichen Hyperbel (2) auf P unendlich weit liegen, wonach P eine Ai^nnptale der ge^ 
nannten Curve wird, die Gleiehung der gegebenen Curve diejenige Pomi haben UMiid, die inrch 
die identische Gleichung (3) angezeigt wird , wobei m um eine Einheit wächst Um dieia 
direct nachzuweisen , wollen wir , in Gemftssheit der obigen Vorauflsetaung a in der letate« 
Gleichung gleich Null nehmen. Dann kommt : 



s (pr4-X)[ß.«a 4- j p»"ß„-„-.sl 4- [a*P'"+»©i 

= (pr+X)ß'n-» + /i'p«+^ßi..«-.f, 
indem Hir, der Kflne halber, 

a 
X 



« - ^ p"+'ra,^Bi-*l 



ßa-« 4- ^.p"ßn-»-a = ßn-J, 



/M0O— m— i — T'pßi 

setiffen , wonach die beiden neuen Panctionen die allgemeinen ihrer Ordanng sind. 

Zugleich ist durch diese letzten Umformungen die Porm der Gleichung (S) fttr (NH-l) 
gerechtfertigt, wenn ihre Gültigkeit für m, dargethan ist. Sie ist also überhaupt gerechtfer* 
tigt, wenn sie, was unmItMbar in die Augen springt, fttr den Pall, dass nt>?so, SUltti findet« 

50. Im Allgemeben ist die Anzahl der Constanten in den beidoi Gleidiungeai: 

(pr4-A)ßn-»4-iUp"ßo-ai = 0, (1) 

(pr-hA)ß»-, + p"[/w(f +«)ö«-.iii-.i + crßfl-»-.] «? o , (2) 

eine flberzählige , wegen der durch ihre Poryn hervorgerufene AbhiUigigkeit der beiden Pun- 
ctionen ßn^a und ßn^m von etnander. Wir können die erste dieser Pnnclionen uoi. eine will*, 
kührliche Puncfion von der Porm (fp^^ßn^n^a wachsen lassen, und hranchen dann bloss, 
damit die Gleitl|ung (1) unverändert dieselbe bleibe, die Punction ßo-m nur mit einer an- 
deiu Punction derseiben Ordnung zu vertauschen. Die Anzahl der ftbenäUigon Coastanten 
ist daher der Anzahl der Constanten der Punction (>ßo— m-« gleich ud betragt hiemadi 

(n— m~ ^)(n— m4-l) 

, 2 

Pur zr»»— 2 reducirt sich diese AnzaU auf Eins , wobei die willkflhrlidie Pnnctipn ip eine 
willktthrliche Constante sich verwandelt Pttr zm=ii— 1 und fir m^=n , findet die in Rede ste- 
hende Transformation gar nicht mehr Statt Wir können also, unter dieser Beschrtnkung» 
aus der vorstehenden Gleiehung (1) durch eine particuläre Ikstimmm^^ der Punction ß«^» 
und ßn^m ((!twa indem wir die erste dieser beiden Punctionca. als vmi p uild einer beliebigen 
zweiten linearen Punction q. abhängig betrachten ilnd dann alle Glieder, welche, p bis tfnr 
zr. Potenz einschliesslich enthalten, ausfallen lassen) die obige Anzahl von Constanten fort- 
schatten ; wonadi deren noch 

)(n — »I+8) r (n— m— 2Kft— »H-1 > r\ ^ Ji(fi+S) 



+ 1. 



^ (n^2)(n^ll_^^^( 



^(2m-5) (3) 



2'"' 2 L 2 •J.2 

flbrig bleiben. In der Gleichung (2) b^trftft« hiemach die Anzahl der CooslaiiiM Eins we> 
«iger, also "^J^^ - [(2»,+l) - 5]. (4) 

Bezeichnen wir ^en Contact der Curve mit der Hyperibel überhaupt als dneo ^put^gen^ so 
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kdJiJie» wir iit WUen AttsdrOcke (S) «od (4) in den fttgenien nsaminettteiseii : 



(5) 



Wir sehen Ueraiu , dafls Ar einen Anf^uictigen Contact die Constanten-Ansahl, 
rade nodi wendige für Curven der n. Ordnung fliierhanpt ist ; dam aker ; wenn die Ordnung 
des Contactes ansteigt , für jeden neuen Pmct, der mit dem a^ P uncndiicli weit entfernten 
Osculationspuncte sicli vereinigt , .die notliwendige An^alil von Constanten um eine Einheit 
sich vermindert. • Diess ist damit In Uebereinstimmung, dass .eine gegebene Curve der n. 
Ordnung auf einer gegebenen Asjmptete jedesmal ven einer einzigen Hyperbel fttnfpunctig 
osculirt wird , dass sie aber jedesmal einer neuen Besehrilnkung unterworfen werden muss, 
wenn die Ordnung des Contactes, von einem f^iiipunctigen an, um eine neue Einheit wächst. 
Wenn der Contact hingegen ein bloss vierpunctiger ist, so enthalt die entsprediende Glei* 
diitng (1), indem wir m=^ setsen, noch eine ttberaälUige Constante; ist der Contact nur ein 
dreipunctiger, so enthalt, indem wir i»=l setsien , die Gleichung (2) noch zwei flbersahlige 
Constanten, Diese werden dadwch bedingt, dass die fragliche Hyperbel, wenn rie nur vier« 
und dreipunctig osculirt, in ltdner ausschliesslidien Beziehung zur Curve sieht In dem ersten Falle 
muss- die ftanction (pr+X) , m^elche einer solchen H>'peitd entspricht , nothwendig eine will- 
kihrlidie Constante, von welcher die Richtung der zweiten Asymptote R abhängt, einscUies* 
sen; in dem zweiten Falle, müssen zwei solcher Constanten da sein und von denselben die 
Lage der' Asymptote R Oberhaupt abhängen« In Uebereinstimmung hiermit kennen wir wirk- 
lich der Gleichung (pr+^)i3n^a + fif^S!a^-^ « o , 
welche auf den Pall einer vierpunctigen Osculation sidi bezidit, in die folgende von ganz 

gleicher Form ' (p(i*+yp)+^)ßn— a + fp^^a^ == ^> 

in der y jeden beliebigen Werth haben kann , verwandeln , indem wir , der Kttrze wegep , 

setzen. Und ebenso können wir die folgende Gleichung, die einem bloss dreipunctigen Con- 
tacteent^richt^. (pr4-A)ßa-a .+ plA«(P+tt)0ii-ra + oQ,^ = o, 

ohne sie dabei jm geringsten zu ändern , indem wir 

r + yp + ^ = r, 

^*'pßU + kA;::., s ^'(p+«')0;^, .+ a i2U. 

setzen y mit der nachstehenden von ganz* gleicher Form vertauschen : 

(fT+X)Q,^ + piu'(p-Hi')0B_, + cr'ß'n-al = «• 
In den oben ausgeschlossenen Fällm endlich , wo m^^n^l und m^^^n , und demnach die 
Ordnung der Osoriation eine (2n— 2)punctige, (2»— l)punctige oder SitpuncCige ist, tritt in 
den entspredienden Gleiehungen: 

(pr4■A)fl,^-a + iiip»»-*s « o, 

(pr+Ä)fln_, + /4p«M-€rp"-* = 0, • 

unmittelbar die durch den Ausdruck (5) bestilumte Anzahl von Constanten hervori 

61. Die Gleichung (pr4-A)a„_, + fip-ü-H. == o, 

in welcher eilte impunetig oscuiirende Hyperftel in Evidenz (ritt, wird befriedigt, wenn 
wirzvglckh: fl««, «=o, p"^= <►, 

setzen. Diess heisst, wenn wir geometrisch deuten, es lässt sieh durch -die (ü— 2) Durch- 
schidttspwicte der gegebenen Curve n. Ordnung mit ihrer Asymplote P eine Curve der («—2). 
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Ordnung^ Sin-^ i^t^a, welche Ae- gegebene in jedem dieser (a— 2} Dordiflclinttf^iniole mpnn* 
cüg osculirt. Und, amg^ekehrt, wenn diese Möglichkeit vorhanden ist, so gibt es in onend- 
licher Entfernung eine wenigstens 2mpunctig osculirende Hyperbel. So lange m kleiner ist 
als (X'^l), gibt es solcher CurveiL der (iih~2). Ordnung. imendlich viele, welche, wem ^fia^m— ^ 
nach einander alle wiUktthrlichen Functionen der (s— m^S). Ordnuiq^ . bedeutet , - näeh der 
rorhergehenden Nununer^ alle durch folgende Gleichung dargestellt werden: 

Jede solche Curve schneidet die gegebene ausserden noch in (ii-*i)(»— 4r) Pncten, welche 
alle auf einer Curve der (m—- ii). Ordnung liegen, fOr deren Oleichiing sich die nachstehende 
ergibt: /ui^^a — ()(pr4-^)X2a.^.^ » o. 

Denn die beiden lotsten Gleichungen befriedigen , wenn sie zugleich bestehen , die Gleichung 
der gegebenen Curve. 

Auf diese Weise haben wir die geometrische Bedeutung der «u Anfiuig der vorigen 
Nummer betrachteten ttberzäbligen Constanten nachgewiesen* 

Wenn, bei einer willktihrlichen Annahme der Function ^J2o^a»a, die dmrch die letnte 
Gleichung dargestellte Curve der (n^^M). Ordnung eine solche Asymptote hat, die mit P pa- 
rallel ist , so haben es , nach der Form dieser Glctchung , alle solche Curven. Dami steigt 
die Ordnung der Osculation nach der Mchtwig von P in unendlicher Entfernung von einer 
Smpnnctigen zu einer (2m-hl)punctigen an. 

öSL Um 2u particularisiren, wollen wir nuvttrderst die Curven der dritten Ordnung be* 
trachten. Hier entsprechen einer drei., vier-, fttnf* und sechspunclig in unendlicher 
Entfernung osculirenden Hyperbel bejttglich die nachstehenden vier Gleichungen. 

(pr+A)q 1 A<p[(P+«)s -^ aj = 0, (1) 

(pr-«-A)q ^ fifs = 0, (2) 

(pr+^)q -h /ipHp-^o) = 0, (3) 

(pr+A)q + ^p» = 0. (d) 

Von diesen vier Gleichungen enthält nur die dritte, welche auf einen fttnf^unctigen 
Contact sich bezieht, die für Curven der dritten Ordnung, iin Allgemeinen, nothwendige nnd 
hinreichende Anzahl von Constanten, nemlich neun. Da keine überzählige Constante diese 
Gleichung unbestimmt macht, so ist sie mithin die allgemeine der Curven dritter Ord- 
nung. Die letzte Gleichung enthält nur acht Constanten, und unter diesen keine fibersählige. 
Nur Curven dritter Ordnung von einer besondem Art — die wir aus der Form der Gleichung 
sogleich näher bestimmen werden -^ haben eine sechspunctig osculirende Hyperbel ; die Glei- 
chung (4) ist die allgemeine Gleichung soldier Curven, weil ihr an der allgemeinen Anzahl 
der Constanten nikr eine fehlt Die zweite Gleichung enthält' eine ttberzälige Constante, 
welche daher rfihrt , dass die Bedingung eines vierpunctigen Contactes in der Gleichuttg der 
oscidirenden Hyperbel eine Constante unbestimmt lässt. Die erste Gleichung endlich enthftlt 
drei Constanten zu viel und muss also, weil eine dreipunctig osculirende Hyperiiel nur zwei 
willktthrliche Constante zulässt, in der obigen Form, abgesehen von dem, der Hyperbel ent- 
sprechenden Factor (pr-fA), noch eine überzählige Constante einschliessen* Diese kommt 
auf die Function q; denn in Uebereinstimmung mit der 50. Nummer, kdnnen wir, indem q 
eine beliebige Constante bezeichnet, die obige Gleichung (1) auch auf Mgeiide Weise schrri- 
•>«»• (pr-i-A Kq+l^p) 4- /«'pl(p4-a)s+a'l = o, 

so dass die Form dieser Gleichung sich nicht inderi;, wenn wir in ihrem enten Oliede (4-Hf p) 
statt q in Evidenz bringen. Alle geraden Linien, welche, bei willktthrlicher A|inahm<» Ton 
(2, durch die folgende Gleicbiing q . -f- pp ^ o (S) 

dargestellt werden , «tehen in gleicher geometrischer Beziehung zu der gegebenmi. Curve» 
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Wir körnen liMbeiiomlere t M besCiiDiAeB , dam 

q 4* Pf 3 g ■•• r». . 
Dann nimmt die Gleichung der Cunre , wenn wir die Accente fortlassen , die folgend^ Form 
an: (pr4-X)(8H»r) -^ /ep[(p«ita)a h^ 0} ^ o^ 

wtd enthält mn nur noch 11 Constanten, von dene« ^ie beiden ttberzfthligen auf die un« 
vollstand%e iBestimmung einer Hyperbd durch die Bedingung einer dreipnnctigen Osculation 
kommen. Diese letzte Form ist aus der Gleichung (1) durch eine solche Particularisation hervor- 
gegangen, ^ekbe von den Relationen cfiner solchen Osculation unabhängig ist und die des- 
halb für uns nur eine untergeordnete Bedeutung bat Wi^ erkennen indess sogleich, dass 
die FSmetion (s-ft^r), durdi welche die Funedon q ersetst worden ist, eine solehe gerade Li* 
nie beaeeichnet, welche, wahrend Q jede beliebige Richtung haben kann, insbesondere einer 
Asymptote der gegebenen Cnrve vu Ordnung parallel istf; denn setsen wir m der letzten 
Oleichui^ (s+T) :^ o, so reducirt si^h diese Gleichung auf den nweiten Grad. Die Olei- 
chung (5) seigt, dass die geraile Linie Q zwar jede beliebige Richtung haben kann, dab^ 
aber immer durch einen festen Punct der Asymptote P g^ehen muss. 

53. Wir wollen zuvörderst nun die Form der Gleichung (1) 

(pr-f-A)q -♦-p[«(p-i-a3g-i-(r] =; o, « (1) 

welche eine dreipunctige Osculation der bezüglichen Curve dritter Ordnung mit der durch' 
die Gleichung pr -t- X i=r , (6) 

dargestellten Hyperbel auf der, beiden gemeinschafflioben Asymptote P in uneadlidier Entfer- 
nung , anzeigt , näher ins Auge fassen. ' Der Gleichung (1) geschieht Genüge , wenn neben 
der letzten Gleichung auch die folgende befriedigt wird : 

(p+a)s -»- = 0, • C^) 

welche eine solche Hyperbel darstellt , die eine mit P parallele Asymptote hat. Die beiden 
Hyperbeln (6) und (7) schneiden sich nur in drei Pun6ten, und diese Puncto, sind die ein- 
sägen Punctis, in weldien, abgesehen vom unendlich weit entfernten Osculations^uacte , die 
gegebene Curve von der osculirenden Hyperbel' gesdinitten wird. • - 

Für die Durehschnittspuncte der Linie Q mit der Curve ergibt sich: 

q==o, !p = ^' 

so dass einer auf der Linie P, und die beiden andern auf der Hyperbel (7) liegten. . Lassen 
wir, in Gemässheit der Schluss-Bemerkung der vorigen Nummer, die Linie Qum^ihren Durch« 
schnitt mit der Linie P sieb beliebig drehen , — und dieser Durchschnitt ist dadurch voll- 
kommen bestimmt, dass er zugleich der einzige Punct ist, in welchem die gegebene Curve 
dritter Ordnung von ihrer Asymptote P geschnitten wird — so schneidet sie in jeder ihrer 
Lagen die gegebene Curve ansseidem noch in zm ei Pmicten ; und legen wir dann durch diese 
beiden Puncto eine beliebige Hyperbel, [(7)] welche tiberdiess nur noch eine As]jinptote hat, 
welche mit der geraden Linie P parallel ist, so schneidet diese Hyperbel die gegebene Curve 
ausserdem nodi in solchen drei Puncten, dujcfa welche eine zweite Hyperbel geht^ welche die 
gegebene Xurve nach der Richtung ihrer Asymptote P dreipunetig otecuUrt. Kennen wir diese 
drei Puncto, so igt diese zweite Hyperbel dadurdi, dass sie iberdiess die Asymptote P zu 
der ihrigen hat , auf lineare Welse bestimmt ' Wenn andrerseits aber eine Curve (dritcer 
Ordnung) und eine ih^er Asymptoten P gegeben ist; m hangt eine Hyperbel, welche die Curve 
auf dieser Asymptote dretpuncfig) ösculirt, nur noch von zwei willktthrlicheii Constanten, ah 
und ist also vollkommen bestimmt ^ sobald Me der Bedingung' unterworfen ist, durch irgend 
zwei gegebene Puncto, die insbesbndere auch auf der Curv« srtbst Ouitcr den letzfbezcidi-* 
neten drei Durehschnittspuncte») angendtnmfen werden* künneh, za gehen. Die Coiistruction 
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der Hyperbel hängt also hieniach nur von der^ Bestimmung irgend eines driUen Punete^ der* 
selben (des driUen jener drei Dur<^hsdinittspun€te) ab. Hiernach erhalten wir die Aufl^teung 
der nachstehenden Aufgabe: 

Eine Hyperbel zn beschreiben, welche eine gegebene Curve der drit- 
ten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote in unendlicher BntferBung 
dreipunctig oscnlirt, und ilberdiess in swei gegebenet Puncten 
schneidet 

Man lege durdk den Durchsdinittspunct der gegebenen Cnnre mit ihrer Asymptote P 
eine gerade Linie , welche die Curve noch in nwci Puncten [N und If] schneidet, beschreibe 
durch diese beiden Puncto und die beiden geget^enen Pttnete [N und Hf ] eine Hyperbd « die 
eine der geraden Linie P parallele Asymptote hat Diese Hyperi^ schneidet die gegebene 
Curve noch in einem etnnigen Punete [M"]. Alsdann ist die verlangte Hyperbel dtejenigf, 
welche durch die drei Puucte M, M'. und M" geht und die Asymptote P auch nu der ihn* 
gen. hat. 

Alle angezeigten Constmctionen sind bloss lineare. Es liegt nicht in unserer Absicht» 
hier in die Ausführung derselben einsugehen. ^ 

54. Wir wollen nur Betrachtung der Form der Gleichung: 

(pr4-i)q + fif^s = o , 
welche eine vierpunctige Osculation anzeigt , fibergehen. Zur Bestimmung der Durch- 
schnitte der bezüglichen Curve mit der Linie Q erhalten wir d je 'folgenden 



q = o 



lP'= Oy 



S = Q, 



'S = o. 

Es fallen also von den d^ei Durchschnittspuncten zwei auf der Asymptote P zusammen; die 
gerade Linie Q ist also die Tangente der Curve in demjenigen Punete, in welchem diese 
von der Asymptote P geschnitten wird und ist hierdurch völlkoiinmen bestimmt Ihr dritter 
Durchschnitt mit der Curve liegt auf der geraden Linie S.' D^e CHeicliung der gegebenen 
Curve wird ferner befriedigt , wenn zugleich die folgenden Gleichungen Stattt finden 

p = o, 
pr-i- X = 0. 

Die gerade Linie S geht also , ausser durch den Durchschnittspunct auf Q , auch noch durch 
die bdden Punete , welche , abgesehen vom Osculationspuncte , die beiden einmgen Durch- 
schnittspuncte der Curve mit ißt osculirenden Hyperbel sind. 

Wenn wir also in dem einzigen Durchschnittspuncte der Civve mit ihrer Asymptote P 
eine Tangente Q an die Curve l/gen, so sdineidet diese Tangente die Curve anssendem noch 
in einem einzigen Puncto., und dieser liegt mit denjenigen beiden Puncten, in wekhen die 
Curve von einer vierpunctig osculirenden Hyperbel geschnitten wird, in gerader Linie S» 
Dieser Satz gibt die Construction der folgenden Aufgabe. 

Eine Hyperbel zu beschreiben, welche eine gegebene Curve der drit* 
ten Ordnung ,auf einer gegebenen Asymptote in unendlicher Entfernung 
vierpunctig osculirt und ttberdiess in einem gegebenen Punete schneidet 

Ulan lege an die Curve in ihrem Durchschnittspuncte mit der gegebenen Asymptote eine 
Tangente, und verbinde denjenigen Punct, in welchem diese Tangente der Curve zum ywei» 
ten Male begegnet , mit dem gegebenen Punete auf der gegebenen Curve durcb eine gerade 
Linie ; man bestimme den dritteik Punct, in welchem diese gerade Linie die Curve schneidet 
Dieser Punct ist jilsdann ein neuer Punct der zu bestimnienden Hyperbel « die dadurch voll- 
ständig bestimmt ist , dass sie durch zwei gegc&ene Punete geht und ttberdiess mit der ge- 
gebenen Curve auf der Asymptote P einen dreipunctigen Contact bat 
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Eine einfachere Consiruction der fraglichen Hyperbel ergibt sich, nenn wir^ statt diese 
Conistructiou auf die Aufgabe der vorigen Nummer zurückzuführen , nach dem Satze der 46. 
Nummer^) den Mittelpunct dieser Hyperbel bestimmen. Dann sind zwei gegebene Puncte, 
die gegebene As>7nptote P und der auf ihr bestimmte Mittelpunct zur vollständigen Bestim* 
mung der Hyperbel hinreichend. 

d5. Aus der vorigen Nummer ergibt sich der nachstehende Satz : 

Alle Hyperbeln, welche eine gegebene Curve der dritten Ordnung 
auf derselben Asymptote in unendlicher Entfernung vierpunctig osculi* 
ren, haben mit der Curve solche gemeinschaftlichen Chorden, welche 
alle durch einen festen Punct der Curve gehen. 

Unter den unendlich vielen vierpunctig osculireiiden Hyperbeln befindet sich eine einzige 
Uebergangs-H}'perbel , für welche der Contact zu einem fünfpuuctigen ansteigt. In den Be- 
ziehungen der vorigen Ntiodmer ändert für diese Curve sich weiter nichts , als dass , indem 
die Function s in (p+a) übergeht, die Linie S der Asymptote P parallel wird, und also der 
Curve, ausser in dem Durchschnitte mit der Linie Q, nur noch in einem einzigen Puncte begegnet 
Dieser Punct , weicher zugleich auf der fünfpunctig osculirenden Hyperbel liegt, ist hiemach 
leicht zu constTuiren ; wir brauchen nur in dem einzigen Durchschnitt der Asymptote P mit der 
j[e^ebenen Curve dritter Ordnung an diese eine Tangente zu legen, und dann durch denjeni* 
gen Punct , in welchem diese Tangente der Curve zum zweiten Male begegnet, eine mit der 
Asymptote P parallele gerade Linie zu ziehen. Diese, gerade Linie schneidet die Curve aus- 
serdem nur noch in einem einzigen Puncte und dieser Punct ist der zu construirende. Auf 
diese Weise ist also, auf die Aufgabe der'vqrigen Nummer, die folgende Aufgabe zurflck- 
gefüjirt : 

Eine Hyperbel zu beschreiben, welche eine gegebene Curve der drit- 
ten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote fünfpunctig osculirt 

56. Wir haben bisher noch die Gleichung (4) der 52. Nummer, 

(pr+X)q -t-A^p^zzro, 
welche auf einen sechspunctigen Contact sich bezieht, unberücksichtigt gelassen. Dieser 
Gleichung geschieht Genüge , wenn Wir zugleich 

q i= , p^ = 

setzen ; hiemach ist Q eifie solche Tangente, welche die gegebene Curve, im Berührangspuncte 
auf der Asymptote P, dreipunctig osculirt, oder , mit andern Worten , es hat die Curve einen 
Wendungspunct auf ihrer Asymptote P, und die Tangente in diesem Wendungspuncte ist Q. 
Hiermit ist geometrisch die durch die Existenz einer sechspunctig osculirenden Hyperbel be- 
ding|;e Particularisation der Curve ausgesprochen. 

In dem fraglichen Falle einer sechspunctig osculirenden Hyperbel gibt es, wie in dem 
Falle einer bloss fünfpunctig osculirenden, unendlich viele vierpunctig osculirenden Hyperbeln, 
unter welchen jene immer noch den Uebergang , aber einen Uebergang von besonderer Art, 
bildet. Lassen wir eine dieser vierpunctig osculirenden Hyperbeln einer der in Bede stehen- 
den Curven dritter Ordnung in Evidenz treten , indem wir zu der Form der Gleichung (3) 
der 52. Nummer (pr-^^)9 "** l^t^ "== ^ 

zurückgehen, so muss die Particularisation der Curve auch in dieser Form durdi das Aus- 
fallen einer Constanten sich aussprechen. Die dieser Form entsprechende Linie Q berührt die 
Curve im Durchschnitte derselben mit der Asymptote P, und ist also, da dieser Durchschnitt 



*) System. Dritter Abichnitt, 17a 
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ein Weadungspimct ist , die Tangente in diesem Puncte ; wonach die vorstehende Gleieiinng 
durch das Verschwinden von q auf p* == o sich reduciren muss. Hiernach ist folgende Fnöc 
tion - Bestimmung gegeben : s = p + xq , 

so dass die Gleichung der Curve die nachstehende Form 

(pr+A)q + iup'(P+«q) =^0, 
mit bloss neun Constanten, annimmt. Unter diesen neun Constanten befindet sich immer 
noch die überzählige, welche sich auf die unvollständige Bestimmung der vierpunctig oscu- 
lirenden Hyperbel bezieht , 

Derjenige feste Punct der Curve , in welchem , nach dem Satte der SS. Nummer, die ge. 
meinschaftlichen Chorden der Curve mit allen einzelnen vierpunctig osculirenden H>'perbeln 
sich schneiden , ist hier ein Wendungspunct der Curve und liegt auf derjenigen ihrer Asym- 
ptoten, auf welcher die Osculation Statt ftndft 

57. Die Resultate der 52.-55. Nummer bestätigen, wie die Relationen des Endlichen 
auch in unendlicher Entfernung noch fortbestehen, wobei aber nicht aus den Augen m ver- 
lieren ist y dass sie hier nur in so fem eine reelle Existen^f haben , als der mathematische 
BegrliF des Unendlichen den Begriff der Oränze einschliesst. Bekannt ist , dass eine Hyper- 
bel eine gegebene Curve der dritten Ordnung in sechs Puncten schneidet und dass, wenn man 
durch diese sechs Puncte drei gerade Linien (Oberhaupt irgend eine beliebige «weite Cuvve 
der dritten Ordnung) legt, diese drei geraden Linien die Curve nodi in drei Puncten schnei- 
den und dass diese Puncte auf einer neuen geraden Linie (Q) liegen. Ist eine Asymptote 
der gegebenen Curve zugleich eine Asymptote der Hyperbel, so können wir diese für eine 
jener drei geraden Linien nehmen. Wenn die Hyperbel dreipunctig osculirt, so ist dann eihe 
zweite der drei geraden Linien mit der fraglichen Asymptote parallel , wodurch noch keine 
nähere Bestimmung über die Richtung von.Q gegeben ist. *) — Damit die Ordnung der 
Osculation zu einer vierpunctigen ansteige, muss eine zweite jener drei geraden Linien in 
die Asymptote P fallen. Dann fallen also auch zwei der drei Durchschnittspuncte , wddie 
die Linie Q verbindet in einem Puncte der Asymptote P zusammen und daher berührt die 
Linie Q die Curve in diesem Puncte« Soll die Hyperbel eine fttnfpunctig osculirende sein, 
so muss die letzte jener drei geraden Linien der Asymptote parallel sein. Es fallen endlich, 
in dem Falle einer sechspunctigen Osculation alle drei geraden Linien in die Asymptote P 
zusammen , wonach die Curve nothwendig auf dieser Asymptote einen Wendungspunct haben 
muss , in welchem Q die Tangente ist 

Die in dem Vorstehenden gewonnenen Resultate stellen sich als Modilicationen derjenigen 
dar, Sie sich auf di^ analogen Fälle, dass die Osculation in einem gegebenen, nicht unend- 

*) Pea angezeigten geometrischen Voraussetzungen entspriclit, für eine dreifache Osculation, die nach- 

stehende Form : (P'H~^)^ 4~ A'P(p4~<'^)' "^ ^ > 

welche, wenn wir die beiden uherzähligen Coustanten der Hyperhel abrechnen, die geraile noth- 
wendige Anzahl von Constanten einschliesst. Dieses ist daraus sehen klar, dass sobald die Cunre 
und die osculirende Hyperbel gegeben sind, die Constniction der, den übrigen Functionen entspre> 
ckenden, geraden Linien keine AVillkührlichkeit mehr zulässt. Nur können, im Allgemeinen auf 
dreifache, und immer einmal auf reelle Weise, zwei gerade Linien so gezogen werden, dass eine 
derselben zwei der drei nicht unendlich weit liegenden Durchschnittspuncte von Curve und l[yper«> 
bei, von denen einer nothwendig reell ist, verbindet, und die andere durch den dritten Punct pa- 
rallel mit P geht: deshalb können wir zwar immer die letzte Gleichung der 52. Nummer durch die 
vorstehende ersetzen, aber im Allgemeinen auf dreifache Weise, und die Constanten - Bestimmung 
der vorstehenden durch jene^ setzt die Auflösung einer Gleichung des dritten Grades voraus. 

Dieae mehrfache Constanten - Bestimmung fallt fort, wenn wir, bei einer r i e r panctigen Oscu- 
lation f a tm o setzen. Dann kann die Linie S nur eine einzige sein. 
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lieh weit entferotea Puncte Statt findet, dar, doch, es würde uns von unsenn Wege xa weit 
abführen, wenn wir in Erörterungen hierüber eingehen wollten. Es bietet sieb uns ttberdiess 
eine Reihe von Aufgaben, die den drei oben behandelten ähnlich sind, dar; aber auch diese 
kiinnen hier keine Stelle finden. — 

58, Wir wollen auch noch die Curven der vierten Ordnung als Beispiel nehmen , aber 
ohne in' irgend eine Construction einzugehen. Hier entsprechen einer , die Curve , auf der 
Asymptote P, drei., vier-, fünf-, sechs-, sieben- und achtpunctig osculirenden 
Hyperbel, bexflglich die nachstehenden sechs Formen: 

Cpr+A)ß, + iMp[rp+a)uv 4- cnv] = o, , (1) 

iff^X)Q, + iup^ß', = o, (2) 

(pr+A)ß, 4- /«p2((p4-a)u + a] e= o, (3) 

(pr+A)ß2 4- ^p^u = o , (4) 

(pr-i-A)ß2 + i^'pXpH-«) = o , (5) 

(pr+i)ßj -h iwp* = o. (6) 

Die Form der Gleichung (1) ändert sich nicht, wenn wir Sl^ mit iSii -*- ^Pl) vertauschen, 
hiemach können wir die Anzahl der Constanti*ji in dieser Gleichung , durch Fortschaffen 
dreier derselben, auf 16 reduciren. Die Gleichmgen (2) und (3) behalten ihre Form, wenn 
wir Q2 mit (^2 "*" ^0 vertauschen, dadurch lässt sich die Anzahl ihrer Constanten um Eins, 
also bezüglich aiif 15 und 14 reduciren. Nach diesen Reductionen behalten die beiden Glei- 
chungen (1) und (2) bezüglich noch zwei und eine fiberzählige. Constante , und diese kom- 
men auf die Unbestimmtheit, welche die Bedingung einer drei- und vierpunctigen Oscu- 
lation itt Hyperbel noch einschliesst In der Gleichung (3) hat sich die Anzahl der Con- 
stanten auf die gerade nothwendige reducirt Den Gleichungen (4), (5) und (6) fehlen an 
der allgemeinen Anzahl bezttglich eine, zwei und drei Constanten, wodurch die, der Be^ 
dingung einer mehr als fOnfpunctigen Osculation entsprechenden , Partieularisationen in der 
Natur der gegebenen Curve vierter Ordnung angezeigt werden. Diese ergeben sich sogleich. 

Durch die Gleichung S2^ = 
wird ein Kegelschnitt dargestellt, welcher durch die beiden Durchschnittspuncte der gegebe-r 
neii Curve vierter Ordnung mit ihrer As)inptote P geht; weil die obigen Gleichungen die» 
ser Curve alle befriedigt werden, wenn ii2 und p zugleich verschwinden. Uebrigens steht, 
in dem Falle der Gleichung (1) , dieser Kegelschnitt in keiner weitem besondem Beziehung 
zur Curve. In den Fällen der Gleichungen (2) und (3) , in denen , wenn ^^2 verschwindet, 
p^ als Factor in Evidenz tritt, kann der Kegelschnitt jeder beliebige sein, welcher die Curve 
in ihren beiden Durehschnittspuncten mit ihrer A8>inptote P berührt. Insbesondere kann er 
auch in ein System von zwei Tangenten der Curve ausarten, wonach die Gleichung (3) ihre 
einzige Überzählige Constante verliert , indem sie folgende Form abnimmt : 
(pr-f A)qs + iwpH{p+a)u -f a] = 0. *) 

*) Nach dea BetrachtungsweUen der Note zur 57. Nummer, können Wir die drei Gleichungen (1)^ (2) 
und (3) auch durch die folgenden ersetzen: 

(pr+i)Ä, + /up(p+a)uv as o , 
(pr+i)i2, + ^p«uv 8 o, 

welc]ie> abgesehen von den 'willkührlicheu Conslanten der osculirenden Hyperbel in den beiden 
ersten Gleichungen, wie die Gleichungen (4), (5) und (fii) keine überzähligen Constanten haben. 
Nur lässt sich ein und dieselbe Curve, während die in Evidenz tretende osculirende Hyperbel die> 
selbe bleibt^ auf funfzehnmalig^ Weise durch eine Gleichung von der ersten, und auf dreimalige 
Weise durch eine Gleichung von der zweiten, wie auch von der dritten Form ausdrücken. 

Ueberhaupt erhalten wir, wenn wir in der Gleichung einer Curve der n. Ordnung eine 2iii]iunctig 



52 



Erster Abschnitt. Uaendliche Zweige. 



In den Fällen der Gleichungen (4) , (5) und (6) , welche auf eine mehr als fünfpunctige Os- 
culation sich beziehen , ist durch die gegebene Curve der fragliche Kegelschnitt nicht nur 
vollkonunen bestimmt , sondern zugleich durch seine Beziehung zur Curve die Particnlarisa- 
tion dieser letztem gegeben. In den beiden Gleichungen (4) und (5) erscheint nach dem 
Verschwinden von Sij ^^ Factor p\ Die Curve wird also in ihren beiden Durchschnitts- 
puncten mit ihrer Asymptote P von dem Kegelschnitte ^2, dreipunctig osculirt. Dieser Ke- 
gelschnitt schneidet die gegebene Curve ausserdem nur noch in zwei Puncten; diejenige ge. 
rade Linie,' welche durch diese beiden Puncte sich legen llisst ist, in dem Falle der Gleichung 
(5), ttberdiess noch der Asymptote P parallel. In dem Falle der Gleichung (6) endlich, 
welche, wenn iSj verschwindet, auf p^ sich reducirt , particularisirt sich die gegebene Curve 
so weit, dass sie in jedem ihrer beiden Durchschnitte mit der Asymptote P, von ein und 
demselben Kegelschnitte ^2^ vierpunctig osculirt wird. 

59. Es ist offenbar, dass Singularitäten in dem Laufe eines Zweiges einer continuirli- 
eben Curve (einer solchen Curve, welche durch eine einzige Gleichung dargestellt wird) in 
dem Laufe anderer Zweige derselben Curve Singularitäten hervorrufen können. Diess ge- 
schieht auch dann noch , wenn eine solche Singularität für unendlich weit entfernte Puncte 
Statt findet , welche, während sie alsdann im absoluten Sinne nicht existirt, dennoch ihre Spur 
den endlichen Zweigen der Curve aufdrückt Das ist der Fall der letzten geometrischen 
Beziehungen der vorigen Nummer.' 

Es liegt unmittelbar in der Form der folgenden Gleichung, 

Sii SSj + //p^ =r 0, 

weil diese Gleichung mehr als vierzehn , das beisst mehr als die nothwendige Anzahl von 
einander unabhängiger Constanten enthält , der Satz — dass , wenn eine Curve der vierten 
Ordnung in irgend zwei ihrer Puncte von demselben Kegelschnitte dreipunctig osculirt wird, 
es immer einen zweiten Kegelschnitt gibt, von welchem sie ebenfalls in zditI Puncten drei- 
punctig osculirt wird,, in der Art, dass die vier.Osculationspuncte in gerader Linie liegen. 
Wenn die beiden Osculationspuncte auf einem der beiden Kegelschnitte zusammenfallen, 
so osculirt dieser die gegebene Curve sechspunctig und diejenige gerade Linie, w^che die 
ursprünglichen beiden Osculationspuncte verbindet, ist nun die gemeinschaftliche Tangente 
von Curve und Kegelschnitt im Osculationspuncte der höhern Ordnung. Diese Tangente ist 
nur eine gewöhnliche der gegebenen Curve, es haben sich in dem Berührungspuncte auf den* 
selben nur die zwei frühem Durchschnittspuncte vereinigt ; sie schneidet also die Curve noch 
in zwei Puncten , und in jedem dieser beiden Puncte wird ' dieselbe von ein und demselben 
Kegelschnitte immer noch dreipunctig osculirt Rückt der Osciilationspunct höherer Ordnung 
auf der Tangente immer weiter, so besteht, während diese zur Asymptote wird, die let^e 
Beziehung immer noch fort. Wir begnügen uns hier mit dieser blossen Andeutung. — 

60. Wir wollen auch noch in unendlicher Entfernung osculirende Curven der dritten 
Ordnung betrachten , weil hierbei neue Beziehungen zur Sprache kommen , die bei der Ent- 
wicklung der allgemeinen Gesetze , nach welchen Curven überhaupt sich osculiren , nicht 
ausser Acht gelassen werden dürfen. 

Zwei Curven dritter Ordnung , welche eine gemeinschaftliche Asymptote P und auf die- 
ser in unendlicher Entfernung einen fünfpunctigen Contact haben, werden beide iwn ein und 



und (2««|-l}puiictig auf einer Asymptote P osculirende Hyperbel in Kvidenz treten lassen ^ die 
/bigenden Formen (pr-f-X)iln— a + f^P" ^— » ^ ^ > 

(pr+i)Äo— a +^p«(p-f-«)en— m-x =» o , 
Die Constanten sind in diesen Gleichungen in der gerade nothwendigen Anzahl vorhanden, können 
aber nicht auf lineare Weise bestimmt werden | to lange iii< rt— 1. 
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derselben Hyperbel fttnfpunctig^ oscolirt. Hiernadi ktfimen wir xwet solche Cvrven doreh die 
folgenden beiden Gleichun j^en : (pr+^)q + iup^Cp+a) ^ o, (1) 

(pr+A)q + iu'p2(p+o') =5 0, (2) 

darstellen, wobei die Gleichung der genannten Hyperbel die nachstehende ist: 

pr + X = 0. (3) 

Wenn wir die Gleichungfen der beiden Curven von einander absidien, nachdem wir zuvor 
die erste derselben mit q und die zn'eite mit q midtiplicirt haben, so konmit, nach Fortlas-* 
sung des gemeinschaftlichen Factors p*: 

/Kp+Ä)q — /«'Cp-Hfc')q. (4) 

Diese Gleichung stellt eine Curve dar , welche alle Durchschnitte des Systems der Curve (1) 
und der Linie Q' mit dem Systeme der Curve (2) und der Linie Q enthalt, mit Ausnahme 
derjenigen acht, welche auf der Asymptote P liegen. Die Anzahl dieser Durchschnitte be- 
tragt noch acht Unter diesen acht Pnncten befinden sich der Durchschnitt von Q und Q',- 
der Durchschnitt von Q' mit der Curve (1) auf der geraden Linie (p+a»o) , der Durch- 
schnitt von Q mit der Curve (2) auf der geraden Linie (p+ft»=o). Die übrigen Durch- 
schnitte sind die Durchschnitte der beiden Curven (1) und (2) unter sich. Von den 
beiden ersten Din-chschnitten abstrahiren wir, wenn wir die Gleichungen (4) und (1) nsam- 
menstellen, in der Art, dass, wenn wir diese beiden Gleichungen 8ur Bestimmung der Durcfa- 
schnittspuncte der beiden Curven (1) tuid (2) anwenden , wir als einzigen fremden Punct 
den Durchschnitt von Q mit der Curve (1) auf der geraden Linie (p-4-os=o) erhalten. Da 
die Gleichung (4) eine Hyperbel darstellt, deren eine Asymptote mit der den beiden Curven 
(1) und (2) gemeinschaftlichen A8}inptote P parallel ist , so erhalten wir im Ganzen hier 
nur fünf Durchschnitte, weil der sechste nach der Richtung dieser Asymptote unendlich weit 
liegt und also schneiden sich die beiden Curven dritter Ordnung ausser auf P , nur noch in 
vier Puncten , wodurch die für die Gleichungen dieser Curven angenommene Form unmitteK 
bar bestätigt wird. Wenn diese vier Durchschnittspuncte nach einander mit dem Osculations- 
puncte auf der Asymptote P sich vereinigen, so steigt die Ordnung des Contactes von einem 
fünfpunctigen allmählig bis zu einem neunpunctigen. 

Wenn der Contact ein sechspunctiger werden soll, so muss die Hyperbel (4) eine 
Asymptote haben die , statt mit der geraden Linie P bloss parallel zu sein , mit dieser Linie 
zusammenfällt. Diess erfordert : fiu = /u'a . (^) 

Das ist also die Bedingung einer sechspunctigen Oscnlation. 

Um weiter zu particularisiren , wollen wir 

q=q-f-^p+y, 
r s q + ^p + «, 
setzen , m onach sich die Gleichungen (3) und (4) , wenn wir , was die letztere Gleichung 
betrifft, auf die letzte Bedingungs- Gleichung Rücksicht nehmen, in die folgenden be|den: 

p[q+^p+*] + X = o, 

verwandeln. In dem Falle eines sechspunctigen Contactes, haben die beld«», durch diese.Gleichungoi ' 
dargestellten Hyperbeln eine gemeinschafdiche As>mptote. In dem Falle eines siebenpuncti- 
gen Contactes der beiden Curven (1) und (2) , hat die zweite Hyperbel mit jeder dieser bei- 
den Curven auf derselben As}inptote P einen dreipunctigen Contact, und folglidi auch mit der 
ersten Hyperbel, welche dieselben Cun^en ftinfpnnctig osculirt. Diess erfordert 
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In dem FaDe. eines achtpuuetigen Contactes müssen aus g;leidiem Grande die beiden 
fhiglichen Hyperbeln unter einander einen Tierpunctigen Contact auf der Asymptote P haben; 
diess gibt die neue Bedingungs - Gleichung 

II— 11 
Wenn endlich der Contact ein n e n n punctiger und mithin von der höchsten Ordnung 
sein soU , so mflssen die beiden Hyperbeln , damit sie in unendlicher Entfemung auf der 
Asymptote P fünf Puncte unter einander und mit den Curven (1) und (2) gemein haben^ gans 
und gar nusammenfallen. Hiernach ergibt sich endlich noch 

J=-^,. <8) 

Wenn wir also die durch die Gleichung (i) dargestellte Curve dritter Ordnung und 
mithin die Functionen p, q^ r und die Coefficienten A, /c, a, als gegeben betrachten , so kdn- 
nen wir nach dem Vorsteheoden die Gleichung (8) mit den vier unbestimmten Coefficienten 
fi, a , ß und Y als die allgemeine Gleichung aller derjenigen Curven dritter Ordnung anse- 
hen , welche mit der gegebenen auf der Asymptote P in unendlicher Entfernung einen fOnf- 
puBctigen Contact haben. Für einen sechspunctigen Contact bestimmt sich alsdann der Werth 
von fid oder der Coeflident von p^ durch die Gleichung (6). Die beiden neuen Bedingun- 
gen eines siebenpunctigen Contactes enthalten die Gleichungen (5) und (6); die drei neuen 
Bedingungen eines achtpunctigen Contactes die Gleichungen ib\ (6) und (7). Wenn wir die 
beiden letntgenannten Gleichungen gliedweise in einander dividiren, ergibt sich: 

Nach der ersten der beiden obigen identischen Gleichungen ist ^ der mit entgegengesetn- 

tem Zeichen genommene redproke Werth von p für den Durchschnittspunct der Linie Q' mit 
der Linie ^. Da dieser Werth durch die vorstehende Gleichung gegeben ist, ist der frag- 
liche Durchschnitt ein fester Punct Also: 

Alle Curven der dritten Ordnung, welche eine gemeinschaftliche 
Asymptote und auf dieser in unendlicher Entfernung einen achtpuncti** 
gen Contact haben, schneiden die gemeinschaftliche Asymptote so, dass 
die Tangenten in den verschiedenen Durchschnittspuncten in einem fe- 
sten Puncte sich vereinigen. 

Wenn der Contact bis zu einem neunpunctigen ansteigt, so werden die Bediogungs- 
Gleichungen (5)— (8) befriedigt Da aber, wenn wir die Gleichungen (6), (7) und (8) ad- 
diren , nachdem wir die z^'eite derselben mit (— a) und die dritte mit a} multiplicirt haben, 
die folgende Bedingungs- Gleichung:. 

A — a« -H a^* = o (9j 

zwischen den Constanten der ursprünglichen Gleichung (1) sich ergibt, so sind die vorge- 
nannten vier Bedingungs- Gleichungen zur Bestimmung der vier unbestimmten Coefficienten 
der Gleichung (2) unzulänglich. Indem die Gleichung (8) oder statt derselben die vorste- 
hende Gleichung zu den Bedinguugs-Gleichungen für einen achtpunctigen Contact hinzukommt, 
wird bloss eine solche Particul^risation der gegebenen Curve ausgedrückt, bei der allein die 
Ordnung des Contactes zu der höchstmöglichen überhaupt ansieigen kann. Dann M^erden die 
unendlich vielen achtpundig osculirenden Curven dritter Ordnung durch unendlich viele neun- 
punctig osculirende ersetzt, und im eigentlichen Sinne gibt es dann keine achtpunctig oscu- 
lirenden Curven der dritten Ordnung. 
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Zv iet geoBietrischeii DeutuAfr iler letzten Bedingungs-Gleichung (9) werden vir omnit. 
telbar durch die Betrachtungen der folgenden Nummer geführt werden. 

61. Der Umstand , dass wir , hei der Bestimmung der Durchsdinittepuncte der beiden 
Curven (1) und (2), durch die Zusammenstellung der Gleichungen (1) und <4), nediwendig 
einen fremden Pnnct eriialten , ^hrt uns m einer Gruppe bemerkenswerther Constttactionen. 
Wir wollen hier die erste Curve als gegeben betrachten, alsdann ergibt sich deriremde Punct, 
den wir in dem Nachstehenden M nennen wollen, ohne Mflhe sogleich als deijenige Puncto 
in welchem die gerade Linie Q, die Tangente der Curve in ihrem Durchschnitte mit der 
Asymptote P; dieser Curve zum zweiten Male begegnet 

Bei einem achtpunctigeu Contacte wird die Curve (1) von der Hyperbel (4) vierpunctig 
oscnlirt und ausserdem noch in zwei Puncten geschnittai und von diesen beiden Puncten ist 
M der eine. Aber diese vierpunctig osculirende B^'perbel ist dadurdi vollkommen bestimmt, 
dass sie überdiess durch diesen Pnnct M ^eht. Ihr zweiter Durchschnitt mit der Curve (1), 
welcher zugleich auf allen Curven (2) liegt, ist also auch bestiBoit und seine Construction 
Idcht. 

Alle Curven der dritten Ordnung, welche, eine gegebene auf einer 
gegebenen Asymptote achtpunctig osculiren, schneiden sich ausserdem 
in einem festen leicht zu construirenden Puncte. 

Dieser Satz ist nur eine Particularisation des aUgemdnen Satzes, dass alle solche Cur- 
ven der dritten Ordnung, welche durch acht gegebene Puncto gehen, ausserdem auch noch in 
einem festen neunten Puncte sich schneiden ; und bietet ein nei^es Beispiel dar , wi^ Relatio- 
nen des Unendlichen Bestimmungen im Endlichen hervorrufen. 

Der feste Punct des letzten Satzes fällt, im Allgemeinen, nicht mit dem Osculatienspun- 
cte zusammen ; soll er es thun , so muss der Punct M deijenige einzige Punct sein , in wel-. 
cKem die gegebene Curve (1) von der sieTünfpunctig osculirenden Hyperbel geschnitten wird, 
pn Allgemeinen ist aber dieser einzige Punct, deijenige in welchem die durch M, parallel 
mit P gezogene gerade Linie die Curve zum zweiten Male sehneidet, und fällt also nur dann 
mit dem Puncte M zusammen , wenn diese gerade Linie , welche durch die Gleichung 

p + « = o 
dargestellt wird, die gegebene Curve in eben diesem Puncte M berührt. Soll diese Berüh- 
rung Statt finden , so muss der erste Theil der Gleichung (1) auf q^ sich reduciren , wenn 
wir (— tt) für p in dieselbe einsetzen, was nur dann geschieht, wenn 

X — o£ -f a^i =s o. 
Diese Gleichung ist aber dieselbe zu welcher wir schon am Ende der vorigen Nummer ge- 
kommen sind; 

Damit also eine gegebene Curve dritter Ordnung auf einer gegebenen Asymptote emen 
neunpunctigen Contact haben könne, muss sie von der Art sein, dass sie von ihrer Tan- 
gente in ihrem Durchschnitte mit der gegebenen Asymptote überdiess noch in einem solchen 
Puncte geschnitten wird, in welchem die Tangente der Asymptote parallel ist 

62. Auf demselben Wege , wie wir zu dem Satze der vorigen Nummer gekommen sind, 
ergibt sich auch der folgende allgemeinere Satz. 

Alle Curven der dri|;ten Ordnung^ welche eine gegebene Curve dieser 
Ordnung auf einer gegebenen Asymptote (8— 5^)punctig osculiren und 
überdiess in g auf derselben willkührlich .angenommenen Puncten 
schneiden, haben mit der gegebene^n Curve auch überdiess noch einen 
festen Punct gemein. 

Um diesen festen Punct zu construiren, brauchen wir bloss durch die g willkührlich 
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angenommeiieii Puncte und durch den , in der iForig^en Nummer M genannten Punct diejenige 
Hyperbel zu legen, welche die gegebene Curve , auf ihrer Asymptote P, (d— jr)pun€tif oscu- 
lirt. Diese Hyperbel schneidet die gegebene Curve ausserdem nur noch in dem nu construi- 
renden Puncte. 

Den analytischen Entwicklungen der 60. Nummer zufolge, können wir g von Null his 
3 wachsen lassen. Für 5f /= o , hat die ohengenannte H5'perbel nur noch eine mit P paral- 
lele Asymptote. IVir können den Satz auch noch auf den Fall, dass g = 4^ ausdehnen; dem 
entspräche, dass wir, statt der beiden Gleichungen (1) und (S), Gleichungen von folgender 
Form (pr+A)q + ^p^s = o 

auf gleiche Weise behandelt hätten. Die fragliche Hyperbel ist . alsdann irgend ein Kegel- 
schnitt, und dieser dadurch vollkommen bestimmt, dass er durch die vier willkührlich ange^ 
nommenen Puncte und ttberdiess durch den Punct M geht* 

Aber alle diese Sätze erhalten erst dann ihre richtige Stelle, wenn wir von den allge- 
meinsten Formen ausgehen , welche zu einer Gleichung von der Form der Gleichung (4) 
führen. Die folgenden beiden Gleichungen , in denen p^ durch eine beliebige Function des 
zweiten tSrades ersetzt ii'orden ist , haben diese Form : 

Aq + f^iiU = 0, (10) 

ßiq 4- fiüis=== o, (11) 

denn aus ihnen ergibt sidi die folgende Gleichung: 

i"sq' = A*'sq. (12) 

Der durch diese letzte Gleichung dargestellte Eegelschnitt schneidet die Curve (10) in sechs 
Puncten. Unter diesen befinden sich fünf Durchschnittspuncte der beiden Curven (10) und 
(11), nemlich alle Durchschnittspuncte dieser Curven mit Ausnahme derjenigen vier, welche 
zugleich auf den beiden Kegelschnitten ^2} und Hl liegen > während der sechste Punct ein 
fremder Punct 91 , der Durchschnitt der beiden geraden Linien Q und S ist. 

Wenn hiernach die Curve (10) gegeben ist, so können wir durch vier, Millkührlich auf 
ihrem Umfange angenommene Puncte zwei M'illkUhrliche Kegelschnitte (zum Behuf der. spä- 
ter angezeigten Constructionen am bequemsten zwei Systeme von zn'ei geraden Linien) legen, 
und dadurch die beiden Functionen i2a und Hl bestimmen. Der erste Kegelschnitt schneidet 
die gegebene Curve noch in zwei Puncten, die gerade Linie S, welche diese beiden Puncte ver- 
bindet, bestimmt die Function s. Der zweite Kegelschnitt Hl schneidet die gegebene Cun^e 
ebenfalls noch in zwei Puncten; die gerade Linie Q, welche diese beiden Puncte verbindet^ 
bestimmt die Function q. Der Punct M ist hiemach , als der Durchschnitt von Q und S, auf 
lineare Weise bestimmt 

Die zweite Curve dieser Ordnung ist , nach der Form ihrer Gleichung, bloss der Bedin- 
gung unterworfen , dass sie ebenfalls durch diejenigen vier Puncte geht, in Mielchen die bei- 
den Kegelschnitte iij und Qi auf der gegebenen Curve sich schneiden. Ausserdem schnei- 
den sich die beiden Curven noch in fünf Puncten, durch welche auch der neue Kegelschnitt 
(12) geht Sind aber von diesen fünf Puncten vier gegeben, so ist dadurch dieser Kegel- 
schnitt scjion vollkommen bestimmt, weil derselbe Uberdiess auch noch durch den Punct IH 
geht Es ist also auch der sechste Durchschnitt dieses Kegelschnittes mit der gegebenen 
Curve, oder der neunte dieser Curve mit der Curve (11) wie mit jeder andern derselben 
Ordnung , welche durch dieselben acht ersten Puncte geht , auf lineare Weise bestimmt 

In dem Vorstehenden ist die Constniction der nachstehend^ Aufgabe enthalten. 

Wenn auf einer gegebenen Curve der dritten Ordnung acht Puncte 
willktthrlich angenommen worden sind, denjenigen neunten Punct zu 
bestimmen, in welchen di^ gegebene Curve von, allen andern Curven 
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derselben OrdnuRf, welche dutch die aeht willkilhrlicli angen^mmeiien 
Puncte gehen, geschnittett wird. — 

63. Nachdem wir in dem Vorheigehenden ausführlich den Lauf eines Zweiges irgend 
einer gegebenen Curve, welcher an einer Asymptote immer weiter sieh hinsieht, durdi Hy. 
perbeln mit steigender Ordnung dw Annäherung dargestellt und bestimmt haben, wollen wir 
nun unsere Aufinerksamkeit auch kurz noch darauf richten, wie der Lauf der rerschiedenen 
unendlidien Zweige ein und derselben Curve in gegenseitiger Abhängigkeit steht Zuirör* 
derst wollen wir ein paar Einzelnheiten hervorheben und dann die allgemeinen Gesetze an- 
deuten. Wir erhalten das vottstlUidige Versiandniss des Einzelnen erst dann, wenn wir se- 
hen , nach weiden Seiten hin dasselbe sich venJIgemeinert 

64. Wenn, eine gegebelie Curve der ii. Ordnung (]i— 2) dreipunctig^^'s. 
culirende Asymptoten hat, so i&t das Maass der AnuAherung der Curve 
an ihre beiden ftbrigen Asymptoten dasselbe. 

Dieser Satz ist für den Fall, dass iis8, an dnem andern Orte schon bewiesen Word». *) 
In dem allgemeinen Falle hat , der gemachten Voraussetzung zufolge , die Gleichung dar 
Curve die nachstehende Form mit flberzahligen Constanten: 

P^jÖn-. + f«®n-^ + yÄ-3 = O. 

Denn der erste Theil dieser Gleichung redudrt sich^ wenn wir nach dnander jeden der (»—2) 
linearen Factoren der Function Qn-^ gleich Null setzen, auf den (n— 3). Grad, aber auch 
auf den (n—S)* Grad , wenn p oder q verschwindet , wonadi die den letztgenannten beiden 
Function«! entsprechoiden geraden Linien P und Q als die beidett einzigen nidit osculiren- 
den Asymptoten in Evidenz treten. Schrdben wir die vorstdiende GldcJim^f unter folgen* 
der Form: (pfl+iü)®n— 2 4- vSia-^ ?= 0, 

so springt in die Augen, dass die durch die Glddiung 

(pq+A*) == o 
dargestellte Hyperbel , welche ebenfalls die bdden geraden Unien P und Q zu ihren Asym- 
ptoten hat , diese Curve nur in 2(n — 8) , auf der Curve fin— 3 liegenden , Puncten schneidet 
und also sedis Durcbschnittspuncte , die paarweise immer , als auf drd geraden Linien lie. 
gend , betrachtet werden kOnndi , mit diesen geraden Linien unendlich weit gerttckt sind* 
Diese Hyperbel hat also mit der gegebenen Curve auf jeder der beiden Asymptoten dnen drei- 
punctigen Contact, und also ist durch de das Maass der Annäherung an beide Asymptote» 
zugleich bestimmt und diese Annäherung folgttdi dieselbe. 

65. Der folgende Satz ist auch schon an einem andern Orte bewiesen ' worden. ^*) 
Die gemeinschaftlichen drei Mittelpuncte derjenigen drei Gruppen 

von Hyperbeln, welche mit einer gegebenen Curve dritter Ordnung auf 
den drei Asymptoten derselben in unendlicher Entfernung einen vier* 
punctigen Contact haben, liegen auf diesen drei Asymptoten in gerader 
Linie. 

Diesem Satze wird seine Stdle durch den folgenden und allgemduem angewiesen. 

Wenn eine Curve der n. Ordnung (n*^8) vier- od^r mehrpunctig oscur 
lirende Asymptoten hat, so liegen die gemeinschaftlichen, drei Mittel- 
puncte derjenigen drei Gruppen von Hyperbeln, welche die Curve auf 
den drei übrigen Asymptoten der Curve vierpunctig^ osculiren, auf die* 
«en drei Asymptoten in getader Linie, 
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Der gq—diten VoraimeCsiiiif mfclge hat die Oldchng der gegtkem&a Corre die feU 
f ende Fora aiit der gerade nothwendigeii An^i von Constanten : 

pqr3o.3 + iM»0n-3 4- yA-4 «= • , 
in welcher P, Q und R ab die drei einsigen ^ nicht Tierpnnctig osculhrenien nnd im AUge- 
mdnen gewöhnlichen, Asymptoten in Evideu treten. SchreSicn wir diese Olckhong auf 
folgende Weise: (pir+^)8ii— a 4- pü»^^ » o, 

so ist gleich ersichtlich, dass die durch die Gleichung 

pqr 4- f«8 = o 
dargestellte Curve dritter Ordnung die gegebene Curve nur in 3(n— 4) Puncten sdineidet, 
welche zugleich auf der Curre fi^^^ liegen. Es sind also nwttlf Durchsdunttspuncte dieser 
und der gegebenen Curve unendlich weit gerttckt, und sind in ihrer unendlichen BnCfemung als 
auf vier, selbst unendlich weit entfernten geraden Linien liegend nu betrachten. Bs haben also 
die beiden CurvMi auf jeder der drei geraden Linien P, Q und R, welche ihre gcmeinschaft» 
liehen, im Allgemeinen nicht osculirenden , Asymptoten sind, einen vierpondigen Contact 
Sie werden hiemach von denselben Hyperbeln auf jeder dieser drei Asymptoten vierpnactig 
osculirt und folglich liegen die Mittelpuncte der drei Gruppen von Hyperbdn, nach dem an 
die SpiUe dieser Nummer gestellten Satze, auf den drei Asymptoten in gerader Linie. 

66. Es ist wiederum der Satz der 9. Nummer, welcher die Satze der beiden vorher* 
gehenden Nummern und die Verallgemeinerung dieser Satze unter demselben Gesichtspuncte 
vereinigt 

Wenn die n Asymptoten einer Curve -der n. Ordnung gegeben sind, so wird diese Curve 
dadurch der Bedingung unterworfen , dass sie durdi Sn Puncto geht, die, obgleich unendlich 
weit liegend , vollkommen bestimmt und als die Durchschnitte der gegebenen n Asymptoten 
mit zwei gegebenen aber unendlich weit gerückten geraden Linien zu betrachten sind. Wenn 
llberdiess noch das Maass der Annäherung an (n-— 1) dieser Asymptoten, oder, mit andern 
Worten , nach der Richtung jeder dieser Asymptoten (aber darum nodi nicht auf diesem 
Asymptoten selbst) ein dritter unendlich weit entfernter Punct gegeben ist, so sind die (n — 1) 
gegebenen neuen Puncto als einer dritten unendlich weit entfernten geraden Linie angehdrig 
zu betrachten. Also liegt, weil die zu bestimmende Curve durch (Sn — 1) Puorte eines Sy- 
stems von drei unendlich weit entfernten , und eine Curve dritter Ordnung vertretenden , ge- 
raden Linien geht, auch noch ein 2n. Punot auf der dritten unendlich weit entfeniten gera- 
den Linie und riso selbst, nach der Richtung der fi. Asymptote, unendlich weit. Dieser hier- 
nach als vollkommen bestimmt zu betrachtende Punct ist der dritte , welcher nadi der Rich- 
tung der letztgenannten Asymptote unendlich weit liegt Folglich ist, dadurch, dass 
das Maass der AnnAherung der Curve an (n — 1) ihrer Asymptoten gegeben 
ist, das Maass der Annäherung an die n. Asymptote vollkommen be- 
stimmt 

Wenn die n Asymptoten einer Curve fi. Ordnung , das Maass der Annäherung an (n— 1) 
dieser Asymptoten, und auf (ff--3) von diesen die Mittelpuncte dar vierpnnctig osculirenden 
Hyperbeln , so sind im Ganzen (te— 3) unendlich weit entfernt liegende Puncto der Curve 
gegeben , von welcher n auf jeder von zwei , (n— 1) auf einer drittai und (n^9) auf einer 
vierten gegebenen unendlich weit entfernten geraden Linie Megen. Das System dieser vier 
geraden Linien wird von der fraglichen Curve der fi. Ordnung, weil sie durch jene (d»— 3) 
Puncto geht , auch noch^ in drei andern Puncten geschnitten, von weiden einer auf der drit» 
ten und zwei auf der vierten der vier unendlich weit entfernten geraden Linien liegen. Wenn 
also das Maass der Annäherung an (n^l) Asymptoteil und dadurch das Maass der Annäherung 
an die n. Asymptote gegeben ist , so sind , wenn flberdiess auf (n^9) Asymptoten die Mit- 
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tdranete 4er vierpunctig oscriirendeii HyperMta g ejr^ben sind , dadurcli die Mktelpinidie der 
vierpmclig oicalireiidea üfperbdn auf den« beiden übrigen Auyiiptotcn yeUkoiiuneB be. 

stimmt 

Wir sehMi ins dem VorBtehendea, dass die Bestimmmig des Maasses der Annäherung 
einer Cunre der 3i* Ordnung an ihre n Asymptoten von (du— 1) , die Bestimmung von n in 
tttftndlidier Entfernung vierpunctig osculirender Hyperbeln von (4]ir-8) Constanten abhangt 
Indem wir auf dem eingeschlagenen Wege weiter gehen , ist klar , da« überhaupt , nur Be. 
Stimmung von nmal m nach n gegebenen Richtungen unendlieh weit liegenden Puncten, durch 
wekhe ii^ n unendlichen Zweige einer Curve der it. Ordnung gehen sollen 
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Constante hinreichend und nothwendig sind. Oder ^ mit andern Worten , durch eine solche 
Anaahl von Constanten lassen sich n Curven (wenn m<6 immer n Hyperbeln) welche die n 
unendlichen Zweige der Curve mpunctig osculiren > bestimmen» 
er. Wenn wir , in Gemäs^heit der 34. Nummer , die Form 

Mu Grunde legen und dann 0a *h ^0n-^ ^ ^a 

setsen, ergibt sich Qa-^ ^u^ i'il..^, 

woraus ersichtlich ist « dass die beiden Curven der n. Ordnung Qu und S2n sich nur in n(tt*-4) 
Puncten , welche auf iler Curve Sio^^ liegen, schndden, weil du Puncto auf vier geraden 
Iduien, nugleich mit diesen, unendlich weit liegen, oder, mit anden Worten, dass die asym- 
ptotischen Zweige der beiden Curven der n* Ordnung , paarweise, sich in unendlicher Ent- 
fernung vierpunctig osculiren. Die Annahl der Constanten der Function S2n beträgt, indem 
wir ausser der Constanten fi auf jede lineare Function nwei Constante rechnen, (dn— 3), also, 
nach der vorigen Nummer, gerade so viel, als Constante nothwendig sind, um n Curven 
(insbesondere Hyperbeln) an bestiaunen , welche an den n Asymptoten der Curve Sin sich 
hinaiehen, und auf diesen Asymptoten mit der letatgfpannten Curve einen vierpunctigen 
Contact haben. Wir gelangen hiernadi au der Folgerung , fass , während durch das erste 
Glied 9n , in der Bntwicfclung der Function i^o , die n Aaymptoten der beaüglichen Curve, 
oder, nnt andern Worten, auf jedem der n unendlichen Zweige der Curve in unendlicher 
Entfernung awei Puncte gegeben sind, durch die beiden ersten Glieder dieser Entwicklung, 
@n und /<9o.-s, auf jedem jener n Zweige vier unendlich wdt entfernte Puncte der Cnrve, 
weiche sich am einCachsten durch n (diese Curve vierpunctig osculirende) Hyperbeln bestinu 
men lassen, gegeben sind. 

Wenn wir weiter gehen und noch ein drittes Glied in der Bntwicklu^r ^on Qu in Evi* 
denn bringen, indem wir 

setnen, so folgt auf gleiche Weise als oben, dass die durch die nachstehende CHeichung: 

dargestellte neue Curve der n. Ordnung solche n unendliche Zweige bat, welche besflglich die 
n unendlichen Zweige der Curve Qu sechspunctig osculiren. Diese neue Curve hingt von j[e. 
rade so vielen Constanten ab, als nach der vorigen Nummer nur BestinmMuig von sechb auf 
jedem der n. unendlichen Zweige der Curve Qu unendlich weit entfenrt liegenden Puncto noth* 
wendig sind , nemlkh von («n— 10). ffierpiaeh sind also durch die drei ersten Glieder der 
Bntwicfclung der Function Qu , auf jedem der n asy attischen Zweige der Curve I2o , in 
unendlicher Entfernung sechs Puncte gegebeur 

Verfolgen wir den eingeschlagenen Weg weiter, so gelangen wir »u dem nachstehenden Satae. 
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Wenn wir iie Oleiehang einer Cnrre der n. Ordnnnif, was im Allge- 
meinen immer und nnr anf einsige Weise mOf lieh ist, in folgende Fern 
entwickeln: 

80 sindf wenn einmal die in 6]i enthaltenen linearen Faetoren, dann die 
beiden ersten 61ieder€)„ und /u@q^^ dann die drei ersten Glieder 6n ^ M^o— s 
nnd v&a^^ und endlich fiberhanpt die m ersten Glieder gegeheü sind: da- 
durch, einmal die n Asymptoten der Cnrve, dann auf jedem asymptoti* 
sehen Zweige der Curve vier, dann auf jedem Zweige sechs und end- 
lich 2m Puncte in unendlicher Entfernung volllcommen bestimmt; und, 
umgekehrt, wenn diese*unendlich weit entfernt liegenden Puncte (für 
jeden asymptotischen Zweig durch eine Curve niederer Ordnung) gege- 
ben sind, so sind dadurch die eben beneiehneten Glieder der vorstehen- 
den Gleichung bestimmt 

Wenn auf jedem der n Zweige der Curve (3m+l) Pttncte in unendlicher Entfernung 
gegeben sind , so sind wie eben fie m ersten Glieder in der vorstehenden Entwicklung der 
Gleichung der Curve als bekannt nu betrachten. Dem folgenden (m+1). Oliede der Ent- 
wicklung flr6fl-^m entsprechen (n — im) gerade Linien, welche bei unserer Voraussetnung eine 
vollkommen bestimmte Richtung haben , und endlich ist auch der Co^cient a nodi bestimmt. 
Diess Alles muss nothwendig bestimmt sdn, weil sonst die Gleichungen zweier Curven , wel- 
che auf allen ihren unendlichen Zweigen sich (9m+l)punrtig osculiren , sich nicht' au einer 
Gleichung des (n-^2M— 1). Grades verbinden lassen würden. 

68. Wenn wir insbesondere den Fall der Curven dritter Ordnung, denen die Gleichung: 

pqr + ius^o, 
entspricht , naher betrachten , so sind durch die drei linearai Functionen p, q und r die drei 
A8>'mptotett der Curve P, Q und B| gegeben. Wenn wir, der näheren Constanten - Bestim- 
mung wegen , s = y + ax + i? 

setzen, wobei y und x bdiebig angenommene, aber vollkommen bestimmte, lineare Function 
nen bedeuten und dann fi und a gegeben sind , so ist , nach dct Schlussbemerkung der vori- 
gen Nummer, das Maass der Annäherung der Curve an ihre drei Asymptoten gegdien. Wir 
'sehen hieraus, dass, wenn die drei Asymptoten P, Q und R gegeben sind, bei allen Curven* 
dritter Ordnung, fSr wekhe das Maass der Annäherung an diese Asymptoten dasselbe ist, 
die Linie S (welche die drei Durchschnitte der Curve mit den drei Asymptoten verbindet) 
immer mit sich selbst parallel bleibt 

Wenn auch das Maass der Annäherung der Curve an ihre drei Asymptoten, mit diesen n- 
gleich, gegeben ist, so ist dadurch aber doch noch nicht die Curve vollkommen bestimmt ; weil 
alsdann zwar nenn Puncte in unendlicher Entfernung gegeben sind, von diesen Puneten aber 
der neunte durch die Annahme der acht ersten bedingt ist; oder, mit andern Worten, weil 
von dem Maasse der Annäherung an üwei Asymptoten das Maass der Annäherung an die 
dritte abhängt 

Um diess direct an neigen , wollen wir voraussetsen , dass die drei Asymptoten P, Q, R 
und' das Maass der Annäherung der Onrve an die beiden erstgenannten Asymptoten P und 
Q durch die redproken Werthe von Jp «ad J^t gegeben sei und dann die Constanten der 
Curve in so weit sie |[egeben sind bestimmen und das Maass der Annäherung der Curve an 
ihre dritto Asymptote R coustruiren. FUr die zweite Asymptote einer Hyperbel, welche die 
Curve auf der Asymptote P dvdpunctig oseuHrt-, können wir jede beliebige gerade Linie 
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mtimxüy tiBil erst iiadb ihrer AMiahaie ist die Hyperbel vollkownea bfstiniBt. Wir 
eben nemlii^ dann nur rmt dem Winkel der beiden Aasmptoten durch eine Cbrigcns bdiebift 
gerade Linie ein Dreieck abzusehoeiden v dessen Inhalt gleieh z^p ist, diese .gerade linie ist 
alsdann eine Tangente der flragKchen osculirenden Hyperbel und die Mitte avf ihr der Be- 
rübrungsfunct. Anf gleiche Weise ktonen wir eine wiUkflhrliche gerade JLinie als nweite 
Asymptote einer, die Curve auf der Asymptote Q dreipunctig oseidirenden, Hyperbel anneh- 
men. Wir ktanen bcidesmal die ^gegebene Linie R als die jnreite Asymptote helradtt^ und 
also nwei Hyperbeln als gegdien ansehen, welche R nur gcmeinsdiafaiehen Asymptote haben 
und von welchen , die eine anf P und die andere anf Q , die gegebene. CnrVe dreipunctig 
oscuiirt. Die Gleichungen dieser beiden Hyperbeln haben die nachstehende Form : 

pr + Ä. =r o, 

qr + V « o, (1) 

und wenn wir, um eine feste Bestimmung vor Augen nu haben, Ar p und q diejenigen ge^ 
raden Linien nehmen, welche von dem besiglidien Funete aus, paraJlel mit R, nach den 
Asymptoten P und Q gesogen werden, £Qr r aber den' kttmesten Abstand von der Asymptote 
R , so ist — 2X =s z/p , *- aV = ^, . (2) 

Wenn wir die beiden Hyperbeln nadi einander in der Gleichung der Curve: 

pqr + ius = o , 
In Evident bringen , so nimmt diese die nachstehenden beiden Formen an: 

(pr+l)q + ap + K =« 0, 
(qr4-A')p + o q + x « o. 
Damit üese bdden Formen unter sich übereinstimmen, ergeben sich als nothwendige Bedin- 
gungen: a^X^ o'ssX, n « x'^ 
und hiemaeh ist: fM$ s M^pq+^qP — ^]- 

Die beidHi Hyperbeln (1) schneiden sich» ausser anf ihrer gemeinschaftlich» Asymptote 
R, noch in nwei, leicht zu oonstruirenden Puncten, Diqenige gerade Linie, welche diese 
beiden Puncto vötindet , wird dnrdi die fislgende Gleichimg : 

M — ^Jf «0, (8) 

dargestellt , welche man erhalt , wenn man die beiden Gleichungen (1) von einander ahnieht, 
nachdem man nvor die erste mit q und die nweite mit p nmltiplicirt hat , und nnglödi die 
Gleichungen (2) bertcksich%t Diese Gleiehnng neigt, daas nu der dur^ sie dargestellten 
geraden Linie und den beiden Asymptoten P nnd Q als vierte Harmoniqale eine solche gerade 
Liaie gehört, die, parallel mit der linie S, duHi den Durdischnitt dieser heiklen Asymptoten 
geht. Himiach kiHmen wir anf leichte Weise die Richtung der Unie S construiren. 

ticberdiess sind alle Coeffiewnttti der Gleichung der Curve mit Jiuanahme der von den 
Inwatfen Fnnctionen unabhängigen Constanten x. bekannt 

' W. Nachdem wir in der vorigen Nummer die Richtnng der Linie S bestimmt haben, 
wollen wir nun nur geometrischen Bestimmung des Maasses ' der. Krtimmiuig: ( ^r ) auf. der 
dritten Asymptote R, oder, was dasselbe ist, nnr BestuwMmg ^iner Hyperbel, .welche die 
jDnrve anC dieser Asymptote dreipunctig oscuiirt, übergehen. 2(n diesem JBode wenden wir 
nna «ochmals nur Gleichung (3) der vorigen Nummer nurflck und wollen deiuenigen .iPunct 
der benflglichen geraden Linie betrachten, welcher zugleich auf der dritten Asymptote R 
liegt. Alsdann bedeuten, naeh der nmctionen« Bestimmung der, geQaniitf^.nbm|iyr„f und 
q diejenigen beiden Segmente, iielche anf dieser Aliyniptote R bcsittglioh. «w^fat^ der Linie 
(3) und den beiden Asymptoten P und Q liegen. Die Gleichung 

; -i^p __ p 
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drflckt hiernach aits, ilass rieh J^ zu z/q verhält, wie difgeaigeii heMea Drriecke, in weiebe 
das von den drei Asi^ptoteti P^ Q and R gebildete Dreieck , dnrch die gerade Linie (8) 
getheilt wird , oder ftberhaupt, wie irgend zwei Dreiecke, die jene beiden S^niente p nnd \ 
nu Basen nnd irgend einen Punct der geraden liiiie (S) mr gemeinsciiafttichen Spüne haben. 
Dureh diese fragliche Linie erhftlt man also , wenn eines der beiden Dreiecke d^ nnd ^q ge*. 
geben ist, sogleich das andere. 

Neben der geraden Linie (S) gibt es noch Awei andere gerade Linien Ton gaas ando* 
ger Bedentung , deren Oleiehnngen man leicht erhftlt Die CHeidning (8) geht , wenn von 
nun an p und q, gleichwie r, kttrneste Abstftnde bedeuten sollen, in die folgende iber: 

- qjln(R,P) _ prtn(R,Q) ,^. 

und durch Buchstaben -Vertauschung ergeben sieh hieraus fttr die beiden analogen geraden 
Linien die folgenden beiden Gteichungen : 

rrt«(Q,P) _^ prtn(Q,R) 

q«n(P,R) _ r^«(P.Q) .a\ 

Nachdem die Richtung der Linie S bekannt ist, können wir diese drei geraden Linien un- 
mittelbar als die vierten Barmonicalen nu einer mit S parallelen geraden Linie nnd je sweien 
der drei Asymptoten P , Q und R construiren. Nach Betrachtungen , die den an die Spitne 
dieser Nummer gestellten , gann analog sind , erhalten wir vermittelst einer beliebigen der 
beiden leisten dieser drei geraden Linien den Dreiecks-Inhalt Jx umi wenn dieser Inhalt bei> 
kannt ist, dreipunctig die Curve auf R osculirende Hyperbeln. 

Von den vorstehenden drei CMelchungen bedingen je nwei die dritte; die benAgliciMn 
drei geraden Linien schneiden sieh also in demselben Puncto. Dieser Punct ist die gemein- 
schaftliche Spitne dreier Dreiecke deren jedes von einer der drei Asynytoten und nwei der 
drei fraglichen geraden Linien gebildet, und durch die dritte dieser Linien in soldie swei 
Theile getheilt wird , die dem Maasse der Annftherung der Curve an die beiden anderen' 
Asymptoten proportional sind. 

70. Es gibt endlidi drei Paare von Hyperbeln, welche beide eine Asymptote 4er Cnrve 
dritter Ordnung auch nu ihrer gemeinschaftlichen Asymptote haben und flberdiess die Gnrve 
bezüglich auf den beiden andern Asymptoten dreipunctig oscdliren. Nach der 08. Nummer 
schndden sich die beiden Hyperbeln dieser drei Paare auf den drei geraden Linien (d) , (6) 
und (6). Insbesondere wird diejenige Hyperbel, weldie P und Q nu ihren Asymptoten hat 
und die Curve auf Q oscnlirt , von derjenigen , welche P nnd R n ihren Asymptoten hat npd 
die Curve auf R oscnlirt , auf der geraden Linie (6) geschnitten. Die erstgenannte Hypcr* 
bei ist gegeben , die Linie (6) bekannt und folglich die «weite H^^erbd , weil rie fibeidiesa 
P nu ihrer nwdten Asymptote hat, auf linearem Wege leicht nu constniiren, nnd nwar ohne 
dass wir, wie in der vorigen Ifnmmer, nvor Jx bestimmen. 

71. Wenn das Maass der Annftherung einer Curve dritter Ordnung an ihre did Aiym« 
ptoten bekannt ist, so reicht ein einniger Punct der Curve nur vollstftndigen 
derselben hin. 

Die 45. Nummer gibt uns nemlieh , wenn ein Pttnct der Curve ist, indon wir 
nehmen , und die dortige Beneichnung beibehalten : 

^'=' + ^®** -OST-- 

Wenn wir statt der Segmente ONS OM^ und OMt , die aaf einer durdi den gegebenen Punct 
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O, paraUel. nil Ur AgyrnftöU P gpesogenea gfimüttt Linie, besOclicb ünrisdien dieseiä Pvnete 
«nd den Asywtf toten Q tmd R und der Linie S liegen, die von deAseiben Poncte anf 
diese di^i geraden Linien gefüllten PerpendilLel einfttiirea und diese Perpendikel OQ» OP nnd 
OjS nennen, so geht die leiste Gleidiung in die folgen^ über: 

' ^ = X Ä ^(S^P) OP . OQ. OR . .y, 

P ^ sin CQ, P) «in (R, P) OS ^ ^^ 

nnd -dufch Bnchstoben-Vertanschnng ergibt sich alsdann sogleich: 

. _ 2 s«(S,<» OP.OQ>ftR 

• ^ _ « ^ ^m(S,R) OP.OQ.OR . . .^ 

^'"■^ ^ri»(Q,R)rfn(P,R) ÖS • ^'^'^ 



Dividiren wir die beiden ersten der drei vorstehenden Gleichungen in einander^ so kommt 

Jp _ rtn(S,P) , gi«(R,P) 
^, ""^(S,Q)' ^(R,Q)' 
«nd da überdiess (S,4i) = (S,P) — iQ,P>, 

ist hiernach die Richtung der Linie S, vermittelst einer der beiden Winkel Cfi^P) ^er (Q,P) be. 
stimmt, wenn üh drei Asymptoten P, Q und R und auf den beiden ersten das Maaes der An- 
näherung gegeben ist Dann gibt endlieh jede der beiden Qlm^ungen CS) nnd (9> unmttteibar 
den W«rth von OS und somit die Lage der Linie S. 

Wir bemerken , wie auch hier der Werth von ^s durcJi die WeiAe von ^p und ^^ be* 
stimmt ist 

72, Nach der 68. Nummer ist eine Curve der dritten Ordnung dann vollkommen be- 
stimmty wenn auf den drei unendlichen Zweigen derselben in unendlicher Entfernung bezüg- 
lich vier, drei und xwei Puncto gegeben sind^ oder, mit andern Worten, wenn wir die 
drei Asymptoten äßv Curve , fUr zwei derselben (und also auch £Qr die dritte) das Maass der 
Annäherung und endlich auf einer ttberdiess noch den gemeinschaftlichen Mittelpunct der den 
entsprechenden Zweig der Curve vierpunctig osculirenden Hyperbeln kennen. Wir wollen 
uns in dieser Nummer mit der Construction der so bestimmten Curve dritter Ordnufig be- 
schäftigen. Es ist diese Aufgabe ein besojiderer Fall der Aufgabe der vorigen Nummer, de* 
ren Auflösung , dadurch , dass der gegebene Punct unendlidi i^eit gerückt ist , neue Be- 
trachtungen erfordert 

Zuvörderst können wir auf jedem der beiden unendlichen Zweige, -auf Wislchen nur drei 
Puncie gcjgebea sind, e^ien vierten Pun^ der Curve. bestimmen ^ wonach .auf jedem der drei 
unendlichen Zweige vier Puncto, oder auf den drei Asymptoten die drei Mittelpuncte der 
drei Gruppen von vierpunctig osculirenden Hyperbeln , gegeben sind. Denn da . einer diesier 
drm Bfiltelpunote (wir wollen vorsiussetzen. es. sei^ derjenige , welcher auf der Asymptote P 
li^i^t) gegebei^ist , so kennen wir denjenigen Pm^ct, in welchem dieselbe Asymptote von der 
Curve geschnitten wird, weil nach der.^. Nummer dieser Durchschnitt dadurch bestimn^ 
ist, dass die Mitte «wischen ilim und jenen Slittelpuocte nut der Mitte der beiden Puncteiii 
in welchen dieselbe Asymptote P von den beiden andient Ajsymptoteu Q und ii geschqitt^ 
wird / flnsammeniUlt ^) Durch eben diesen. Durchschnitt geht die Linie S, welche hiemach 
als vollkommen bekamit nu betraditen ist, weil ihre Richtung durch, das Maass der.AnnO^ 
hemng .der Curve an nwei ihrer Asymptoten bestimmt ist Durch die beiden Durchschnitte 
der Linie S .mit den beiden Asymptoten Q.und E sind auf diesen A^ymptot^n die beiden 
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]liittel|»«iiete der di« Cuire Mif denielben Tierpanctii^ oscvUrlaideii Hyperbeln nach dengelbea 
Satse gefeben , wrieher um so eben , uaigekekrt , den Durchiekoitt der Une S aiit der 
Asymptote P durcb den Mittdpiinct der, die Cnrre avf dieser AsyBf>tote wierfmkdig oscnli* 
renden Hyperbel gab. 

Wenn wir hiemach die mt constmirende' Carve durch >Iie folgende Oleiehung darstellen ; 

pqr + f«s » 0, 
so ist ausser den drei Asymptoten P, Q und R, welche gegeben sind, auch die Linie S auf 
lineare Weise bestimmt , und es bleibt nur noch flbrig den Coeffideuten fi m inden. Dieser 
ist aber unmittelbar gegeben > wenn wir das Maass der Annäherung der Cunre an eine ihrer 
Asymptoten kennen (44); Statt des Coeflicienten fi kttunen wir auch direct und auf lineare 
Weise einen, nicht unendlich weit entfernten, Punct der Curve constrüiren. Die Gleichung 
der Torigen Nummer : 

gibt , wenn Jp und irgend eine gerade Linie , die mit P parallel ist und somit OP gegebea 
sind , die beiden Durchschnitte O dieser geraden Linie mit der Curve. Wenn die gegebene 
gerade Linie , ausser dass sie mit P parallel ist , aoeh nodi durch den Durchschnitt der 
Asymptote R mit der Linie S geht , so fallen die beiden Puncto iV und Mi misapmen. Da- 
durch wird die obige Gleichung zur Bestimmung des Punctes linear und gibt, indem wir 
OP durch i bezeichnen: 

OM* = + ^ 

• 

IniAglitltre Asymptotea« Reelle mnd IntairliiKre elllptlsclte Asympteten« 

Asymptotenpunct« 

73. Wenn wir früher behauptet haben, dass die allgemeine Gleichung der Cunren it 
Ordnung ß« = o 

sich immer auf die nachstehende Form bringen lasse : 

©a + /ißn^a ^ pqr - • -4- f^üa^i = O , (1) 

und dass die linearen Functionen p, q, r . . . so wie die Function jußn-a alsdann voUkom- 
men bestimmt seien, so versteht sich von selbst, dass jene linearen Functionen und demnach 
auch die ihnen entsprechenden Asymptoten der Curve , welche in demjenigen Falle , den wir 
bisher ausschliesslich betrachtet haben , reell sind , keinesweges reell n sein braneheuf Im 
Cfegentheile, dem fraglichen Falle ganx parallel und dnrebaus nicht untergeordnet, sind die- 
jenigen Fälle , in welchen die linearen Functionen alle oder sum Theil imaginär sind. Wir 
konnten diess nach der Methode der unbestimmten Coeffidenten, indem wir von der allgemei- 
nen Gleichung des n. Grades mvischen xwei willktthrlich angenommenen linearen Functionen 
ausgingen , leicht neigen. Dabei wttrden' wir m einer Gleichung des fi. Grades, durch de. 
ren Wurzeln die Richtungen der n Asymptoten der Curve gegeben sind , gelangen und dieoe 
Gleichung über die Realität und Imaginarität der fraglichen n linearen FunctiMca und enU 
sprechenden As>inpteten entscheiden. Die vollständige Bestimmung derselben w<lrde nach 
Auflösung dieser Gleichung auf linearem Wege sich ergeben , so wie auch , und auf noth- 
wendig reelle Weise, die Bestimmung der Coiistanten der Function i2n-a. 

Aber nicht ads der algebraischen Umformung der einen Gleichung in die andere, son- 
dern aus der form der Gleichung (1) als selbstsUudig fUr sieh und unabhängig von der 
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wil&tfurlieheB Amithlpe aweier linearen Fiuictioaen bestehend, »ehen wir unsere Schlüsse« 
Wdl 4ie«e Gletchung, bei der nothwendigen Ansah! von einander unabhilngiger Conptanten, 
die aUgemtsne Gleichling der Curven ».Ordnung ist, so gibt es keine Curve dieser Ordnungi 
welche sich nicht durch die Gleichung (1) darstellen lasst ^ und umgekehrt erhalten wir alle 
Curven dieser Ordnung , wenn wir nach einander in dieser Gleichung alle möglichen Con* 
etantra- Bestimmungen macheu und erhalten alle coordinirten Gattungen der 
Curven it Ardnung, wenn wir auf die verschiedenen Falle, wie das Ima* 
ginare in der Form der fraglichen Gleichung möglicherweise vorkommen 
kann, Rücksicht nehmen. 

Jede Gonstanten - Bestimmung in der Gleichung (1) hat gleiche Allgemeinheit, so lange 
die Anzahl der von einander unabhang^en Constanten dieselbe bleibt, es möglen übrigens 
diese Constanten «reell oder imaginär sein. Nur müssen wir, wenn wir imaginäre Constan* 
t^ waUen, darauf Bedacht nehmen, dass die Function iin , deren ^Wicklung der erste 
Theil der Gleichung (1) ist, dadurch keine imaginären Glieder erhalte. Diess »fordert, dass 
anch die Function Ai— a gann reell bleibe, wdl die etwaigen imaginären Glieder derselben 
auf keine Weise durch die fanaginaren Glieder der Fuuctioii @a aufgehoben werden können. 
INe Function 6a iat ihrerseits aus demselben Grunde nothwendig reell und kann daher nur 
solche imagittftre Factoren des ersten Grades enthalten, deren Product reell ist, also Facto- 
reu die, paarweise genommen, folgende Form haben: 

u+«rv/— 1 , ' u— <nr/— 1 j 

md mit einander muUiplicirt die nachstehende redle Function anveiten Grades geben : 

u2 + fl^v\ 

Wir könura also jedes Paar linearer Factoren ifir Fuiiction 0a durch eine Functioii 
swdten Grades von der vorstehenden Form ersetsen. Diese Function kann auf unendlich« 
malige Weise in eine andere Function von gleicher Form umgewandelt werden und enthalt 
deshalb eine Ainfte und überzählige Constante. Wir können die Anzahl der Constanten auf 
verschiedenem Wege auf die nothwendige reduciren, iaabesondere können wir voraussetzen, * 
dass die, den beiden Functionen u und v entsprechenden, geraden Linien U und V auf ein- 
ander -senkrecht stehen , dann sind diese beiden Functionen und der Coefiicient a durch vier 
Constante auf lineare Weise bestimmt,. *) 

Wir werden, um unsere Ausdrucksweise den eben erörterten analytischen Beziehungen 
anzupassen, in dem Folgenden auch von imaginären Asymptoten sprechen. Solche 
Asymptotm sind also innner paarweise vorhanden, in der Art, dass die beiden imaginären 
Asymptoten jedes Paares sich immer in einem reelleii Puncto schneiden. Denn die Gleichun- 
gen derselben haben folgende Form: 

u+<jv/— 1=0, . u— av/— l=:o, - 

und aus ikcer algebraischen Verbindung ei^eben sich die folgenden beiden Gleichungen; 



u >= o, V = o, 



welche »wei redle , in de^uelben Puncto sich schneidende gerade Linien darstellen. 

f 4. Die meisten geometrischen Satze und Constructionen der frühern Nummern fallen 
fort , wenn wir sie auf den Fall imaginärer Asymptoten übertragen wolle». Wo aber ins- 
besondere die Realität der Asymptoten selbst nicht in Betracht kommt, da behalt Alles seine 
unmittelbare Geltung.. Der. Dimrcli^nitt zweier reellen Asymptoten wird hierbei von dem 
Durchschnitte zweier zusammengehörigen imaginären Asymptoten vollständig vertreten. M'as 
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wir von einer theilweisen Ansakl reeUer Asymptoten einer gegebenen Corre bewiesen InAeo^ 
oline dabei auf die Mrif en Asymptoten Rndundit nv nehmen , bestellt aneh dann noch fort, 
wenn diese letstem aDe oder zum Theil imag^nnr werden. So gilt, mm Beispiel, anch »• 
ter dieser Voraussetsung der Satz der SO. Nummer, dass von irgend drei reellen Asympto«- 
ten einer Curve n. Ordnung nicht zwei npunctig und die dritte bloss (n — l)pnnctig oscnli^ 
rende sein können, und hiernach kann eine Curve der 5. Ordnung neben zwei imaginirai 
nicht drei reeOe A^mptoten , von der Art haben, dass zwei derselben die Curve flinfpunctig 
und die drifte dieselbe nur vierpunctig osculirt 

75. Wir können auch , um wiederum ein analytisches Resultat zu bezeidinen , von o s* 
culirenden imaginären Asymptoten sprechen. Zu bemerken ist aber hierbei, dass, 
wenn eine von zwei zusammengehörigen imagin&ren Asymptoten eine osculirende ist, die an* 
dere es ebenfalls ist und beide flberdiess die Curve nach dersdben Ordnung ooenitren. Es 
ist leicht uns hiervon zu Überzeugen. Denn, wenn wir die folgende identische GldAnng zu 
Grunde legen: Ün = p^n-i + /ußn—a, 

so rauss, wenn P eine dreipunctig osculirende Asymptote der Curve i3n sein soll, eine Asym* 
ptote der Curve iia^i dieser geraden Linie parallel sein (85). Wird p imaginär und von der 
Form (u+avv<— 1), so setzt diess zuvörderst den der zugehörigen Asymptote entsprechenden 
Factor (u — ovi^^l) in der Function Oq^k voraus, und dann muss ^^a die dnr^ folgende 
identische Gleichung angezeigte Form: 

fla-a = [(u+a) + cr(v4-/J)/— l]0o-3 + pß«-4 

haben und es bedingt hier wiederum , weil fin— 4 wie fip.» nothwendig reell ist , der imagi- 
nttre Factor, in der Function &n-^, den zweiten imaginären Factor [(u+a)— o(v+/7]/— 1]. 
Die Curve i2n— t hat also zwei solche imaginftre As^'mptoten , die den beiden zugehörigen 
imaginären Asymptoten^ der Curve ßp parallel sind, und folglich sind diese Asymptoten beide 
dreipunctig osculirende. Geht der Contact auf der ersten dieser beiden imaginftren Asyn* 
ptoten in einen vierpunctigen Ober , so wird diese Asymptote auch eine Asymptote der Curve 
fin^a. Diess gibt folgende Formbestimmung: 

ßn-a - (U+rrv/— 1)0„_3 + pßn-4, 

wobei der imaginäre Factor einen zweiten in 0a~3 verlangt und dieser entspricht einer zwei- 
ten Asymptote der Curve ßa , und diese Asymptote wird also auch eine vierpunctig osculi- 
rende. Auf diesem Wege können wir weiter gehen und nns so von der Richtigkeit der 
obigen Behauptung tfberzeugen. 

Die Theorie der osculirenden imaginären Asymptoten ergibt sieh durch eine unmittelbare 
Uebertragung aus der Theorie der osculirenden reellen Asymptoten. Wir können die erst- 
genannten Asymptoten nicht ganz unberührt lassen, weil einerseits die analytische Consev 
quenz uns zur Betrachtung derselben zwingt , und andrerseits die Vernachlässigung dersel- 
ben als Folge mit sich fahren würde, dass viele geometrischen Re^ltate, ausser Ihrem ana- 
lytischen und natürlichen Zusammenhange, unverstanden bleiben müssten. 

76. Bei den Curven der 4. Ordnung stellen sich die beiden Fälle, dass die Curve ein- 
mal zwei imaginäre und zwei reelle und das andere Mal vier imaginäre Asymptoten hat 
neben den Fall , dass alle vier As}inptoten reell sind. Die in Beziehung auf die Oseulation 
der einzelnen Asymptoten untergeordneten Fälle erhält man mit Berficksichtignng der Be^ 
merkungen der vorigen Nummer, unmittelbar aus dem Schema der 29..Bhimmer. In dem 
Nachstehenden haben wir die frühere Bezeichnung für die Ordnung der Oseulation wieder 
aufgenommen und überdiess noch die zusammengehörigen imaginären As}inptoten umklammert. 

Wenn die Curve zwei reelle und zwei imaginäre Asymptoten hat, so sind elf beson- 
dere Falle möglich , welche sich , wenn wir bloss auf die verschiedene Ordnung der Oscu- 
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Imiton der M^eii Yf«ikii Asymptoten Rttcksifiil nebmea ii'oUeay auf sechs -reduciren 
wflrdeB. [2€]83 [2Q]22 

• • 33 »- • «M, 

• • ^^ >> 4S 

. . 33 t44j22 

. . 48 . . 44. 

..44 
Wenn die Curve nur imaginftre Asymptoten hat, so finden wir folgende fünf besondere 
FftUe. I2S1I2S] 

• 1331 
..[441 
[33JI831 
[44J[441 
Wir werden später in einem besondern Paragraphen, diejenigen Gleichungen von cha« 
raeteristischer Form, welehe diesen einiselnen Fällen entsprechen, mit den Gleichungen aller an- 
dem Fälle von Curven der vierten Ordnung msammengesteüt finden. 

77. Wenn wir die 31. Nummer zu Rathe aiehen, erhalten wir, für Curven der 5. Ord- 
nung , ohne alle SiMhe die nachfolgende Zusammenstellung möglicher Fälle : 

1) Curven mit drei reellen und xwei imaginären Asymptoten. Die Anisahl der ein- 
zelnen Fälle beträgt 42 , und wflrde sich , wenn wir nur auf die Unterscheidung der reellen 
Asymptoten Mckskht nehmen wollen, auf 19 redudren. 
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2) Curven mit einer reellen und vier imaginären Asymptoten. Die An^iüil der ein* 
seinen Fälle beträgt 24, würde sich aber wenn wir die imaginären Asymptoten unter ei»» 
ander nicht unterscheiden wollen . auf 4 redudren. 
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Das Imaginäre Ist «war in geometrischer Hmsicht gar nicht vorhanilen , trets dem aber 
prägen sich sogar die Unterschiede des Imaginären im Reellen ab. So sind, num Beispiel, 
wenn eine Curve der 5. Ordnung drei reelle Asymptoten hat, von denen eine dieselbe drei- 
punctig und die beiden andern mehr als dreipnnctig osculiren, die imaginären Asymptoten 
nothwendig dreipuuctig osculirende. 

78. Jede Hyperbel , welche zwei Asymptoten einer gegebenen Curve auch mi den ihri- 
gen hat, ist eine hyperbolische Doppel - Asymptote der Curve und hat mit ihr in unendlicher 
Entfernung einen reellen Doppel - Contact. Das System der beiden geradlinigen Asymptoten 
erscheint hierbei als der Uebergang, die Oränze, zwischen anrei Gruppen von Hyperbeln^ 
weiche in den beiden verschiedenen Paaren von Scheitelwinkeln, die von diesen Asymptoten 
gebildet werden , liegen. In der identischen Gleichung : 

treten , wenn wir für ^ nach einander alle möglichen Werthe einsetzen, alle firaglichen hyper- 
bolischen Doppel - Asymptoten durch den Factor (p9+^) in Evidenz* Positive Werthe von X 
bezeichnen die eine, negative Werthe die andere Gruppe, und beim Uebergang von einer 
Gruppe zur andern verschwindet X. 

Ganz analoge Beziehungen ergeben sich , wenn die beiden geradlinigen Asymptoten F 
und Q imaginär werden. Dann nimmt die Function Siu folgende Form an : 

und den hyperbolischen Doppel - Asymptoten entsprechen nun Ellipsen , weldie , indem wir X 
als willktthrliche Constante ansehen, durch die nachstohende Gleichung dargestellt werden: 

u^ + a^v^ + ;i = o. 
Jede solche Ellipse hat mit der Curve In unendlicher Entfernung einen imaginären Doppel- 
Contact und schneidet die Curve, was sogleich aus der Gleichung derselben in die Augen 
springt, deshalb nur in 2(n — 2) Puncten. Jede ist, um uns consequent auszudrücken, eine 
elliptische Asymptote und zwar eine Doppel -Asymptote der gegebenen Curve. Nur 
wenn X negativ ist, ist diese Asymptote reell, sie wird imaginär, wenn X positiv wird« 
Zwischen reellen und imaginären elliptischen Doppel - Asymptoten bildet ein Punct, 
und diesem entspricht dass die Constante X verschwindet, den Uebergang. Diesen Punct, in 
80 fern er uns, wie hier, als eine verschwindende Ellipse von bestimmtem Axen-Verhältniss 
und bestimmter Axen - L^ge , und nicht als ein blosser Durchschnitt zweier geraden Linien, 
entgegentritt, habe ich Asymptotenpunct genannt Ein Asymptotenpnnct ersetzt voll- 
ständig zwei reelle gerade Linien in der geometrischen Bestimmung der Curve. 

79* Wir können, im Allgemeinen, die Constante X nicht so bestimmen, dass dadurch, wie 
früher zwischen Curve und Hyperbel, nun zwischen Curve und Ellipse dn innigerer (imaginä- 
rer) Contact hervorgebracht werde. Wenn ein solcher nemlich auf der Asymptote P Statt 
findet , so muss , Aach frahem Brärtemngen, die Curve Qa^^ eine nüt P parallele As>'mptoto 
haben. Diess bedingt die nachstehende Form : 

ßa = (pqH-i)0B-* 4- ^(p+a)©„-^ + pai-.4 , 
welche, wenn P imaginär wird, und wir um die aUgemeinste Constenten-Bestimmung zu er- 
halten , a mit a+o/9/*-l vertauschen , in folgende übergeht : 

Sia s (u2-fa^v^X)0n-a + /«[(n+a) + o(v+Ä/— 1]©»^ + pAi-4. 
Da aber (»^.-4 reell ist, bedingt der imaginäre Factor einen zweiten, [(v-Ni)— o(wf iV— ^J» 
in der Function ©n-a , woraus folgende Form hervorgeht : 

Diese Form zeigt , dass alsdann die elliptische Asymptote mit der Cmrve auf einer nnendlidi 
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weit entfenten i^ertileii Lfaiie einen imainiülven ^dreipnnotif en Boppel-ConlMi bat ZvtgUuk 
aber sehen wir aus der erfllen der vorstehenden beiden Enlirieklungen der FnndMn Qn , dass 

diese Function, indem wir auf die elliptische Asymptote fiinf Constante nehmen , nur ^' - 

Constante einscfaliesst , und ihr also, um die allgemeine ihres Grades mi sein, eine Constante 
fehlt Also gibt es nur bei Cünren der ». Ordnung von einer besondern Art eine solche 
elliptische Asyviptote. Diese Ellipse kann alsdann immer noch reell oder imaganär sein oder 
auch auf den Asymptotenpunct sich reduciren. In diesem letzten Falle findet durch da^ Ver- 
schwinden von'^ noch eine Reduction in der Anzahl der . Constanten um eine neue Einheit 
Statt , und das ist nothwendig , weil hier nur ein einzelner partiqalärer Fall unter unendlich 
vielen herausgehoben wird. • Die gegebene Curve hat alsdann zwei geradlinige, dreipunctig 
oflcttlirende , imaginäre Asymptoten. , 

Es iLann, bei neuen Particularisationen der gegebenen Curve, auch solche Ellipsen ge* 
ben, welche mit der Curve jn unendliclier Entfernung einen imaginären vier- bis npuncti- 
gen Doppel-Contact haben. 

Das Maass der Annäherung einer Curve an e«ie imaginäre Asymptote ist offenbar ima- 
ginär« Wenn . es für zwei zusammengehörige imaginäre Asymptoten gleich ist , das heisst 
wenn es eine dreipunctig osculirende elliptische Doppel -Asymptote gibt; so nimmt der Aus-» 
druck flbr« dasselbe die Form h^ — 1- an und, für verschiedene solche Fälle, ktfnnen wir das 
Maass fittr die Annäherung auf reelle Weise vergleichen. Es ist dem redproken Werthf des 
Inhaltes d«r dreipunctig osculirenden. dUliptischen Asymptote propor^onal ; denn dieser Inhalt 
ist, wie man leicht adit,. gleich dem früher durch J bezeichneten reciproken Werthe der 
Annäherung,^ multiplicirt mit 4n^ — 1, indem wir die Ludolph*sche Zahl mit. 71 bezeichnen. 

Um die Uebertragung frttherer . Eesultate von hyperbcdischen Asymptoten «uf elliptische 
an einem einzigen Beispiele zu zeigen , wähle , ich den Satz der 64. Nummer , aus dem un- 
mittelbar der folgte iiesst 

Wenn eine Cnrve der n. Ordnung (it^2) reelle osculirende geradlinige 
Asymptoten hat, so gibt es immer, wejin die beiden übrigen Asymptoten 
imaginär sind, eine Ellipse, welche mit der Curve, auf einer unendlich 
weit entfernten geraden JLinie, einen imaginären dreipunctigen Doppel- 
Contact hat 

Es versteht sich , dasn ^iese Ellipse ancb imagjuaär sdn und auch auf einen Punot sich 
reduciren kann. 

Sa. Auch wenn wir mehrte elüpdache Asymptoten .zvglqch betrachten, erhalten wir 
Resultate, die den flrühem ganz analog sind.. Die. reellen Asymptoten einer Curve der n, 
Ordnung sind immer in soldier Anzahl m vorhanden, dass (n— m) eine gerade Zahl ist und 

dann gibt es ^^^ voltkommen bestimmte Puncte, welche diie Mittel]^uncte Von eben so vielen 



Gruppen unter äch ähnlicher und ähnlick liq^der elliptisdic» Asymptoten sind und deren je4o 
die Cnrve nnr in 3(n— 2) Puncten schneidet Verschiebt man eine solche fiUipse , ohne dass 
sie sich dreht, so schneidet sie die Curve in jeder ihrer Lagen imm/er nur noch in ^inr-^l) 

thincten. Wenn man in jeder der obigen ^^^^ Gruppen von Ellipsen eine derselben beliebi|; 

. ' - 21, . 

auswählt, so schneidet das System solcher ^^^ Ellipsen und der m geradlinigen Asymptoten 

die Curve im Allgemeinen in solchen Ji(n— S) Puncten , welche all^ auf dem Umfange einer 
Cnrve der (n— 2). Ordnung liegen. Man kann hierbei, auch die m, geradlinigen Asymptoten 
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paarweise aufiattnennefamen und dann an die Stelle jedes Paares Asymptoten ose bdiAige 
Hyperbel setzen , welche diese Asymptoten autk zu. den ihrigen hat. — 



§. 3. 

ParabolUelie Asymptoten« 

81. Wenn wir die aUgememe Gleichung der Curven n. Ordnnng unter der nachste- 
henden Form sdireiben : 

80 tritt ein Kegelschnitt, dessen Gleichung 

fl, =0, 
als Doppel - Asymptote der Curve in Evidenz. Die letzte Gleidinng können wir , indem wir 
von Vorne herein zwei lineare Functionen y und x willkflhrlich annehmen , in die folgende 
entwickeln : y ^ + Äaxy -h ß-x? + 2yy + 2Jx 4- « = o , 

wonach alsdann der fragliche Kegelschnitt einzig von den fünf Constanten a^ ß, y^ S und c 
abhängt Die beiden Asymptoten dieses Kegelschnittes sind zugleich zwei Asymptoten der 
Curve ; ändern wir den Kegelschnitt , indem wir den obigen fünf Constanten andere Werthe 
beilegen , so ändern sich , im Allgemeinen , die beiden Asymptoten des Kegelschnittes und so- 
mit auch zwei Asymptoten der Curve n. Ordnung. Diese Aendemng hat, wenn die Functio- 
nen ßn^i und fiüü^» unverändert dieselben bleiben, auf die Natur der dbrigen unendlichen 
Zweige der Curve durchaus keinen Binfluss , und , unbektfmmert um diese , können wir mm 
auf die Betrachtung derjenigen unendlichen Zweige, welche der Doppel -Asymptote fi^ ^^ 
annähern , beschränken. 

Wenn durch eine schickliche Constanten - Bestimmung , indem der Werth des Ausdrucks 
(a^^ß) der ursprttngHch positiv war, negativ wird, der Kegelschnitt von einer Hyperbel in eine 
Ellipse tibergeht, so werden die beiden gemeinschaftlichen Asymptoten, die nrsprttnglich reell 
waren, nun imaginär. Denken wir uns die ^ Constanten- Aeuderung als eine continnirliche, so 
muss die entsprechende continuirliche Form • Aenderung des Kegelschnittes von der Art sein, 
dass, indem der Werth des Ansdrucks (a^-^ß) verschwindet, der Kegelschnitt dvrdi eine 
Parabel hindurchgeht. In diesem Uebergangsfalle sind die beiden gemeinschaftlichen Asym- 
ptoten unendlich weit gerückt und sind in unendlicher Entfernung ak parallel zu betrach- 
ten. Es gibt also im engern Sinne keine geradlinigen Asymptoten und an die Stelle der 
hyperbolischen oder elliptischen ist eine parabolische Asymptote getreten. 

Um eine klare Anschauung von parabolischen Zweigen einer Curve zu erhalten, brauchen 
wir bloss den Uebergang von einer hyperbolischen zu einer eUiptischen Asymptote auf irgend 
eine Weise näher festzustellen, etwa dadurdi, dass dieselben alle einen gemeinscAaftliehen Brenn- 
punc( und einen gemeinschaftliehen Scheitel behalten. Nähert sich alsdann der diesem Brennpuncte 
entsprechende Hyperbelzweig einer Parabel, so nähert sich die Richtung der beiden Asymptoten im- 
mer mehr der Richtung der Axe, während sie selbst immer weiter sieh entfenien. Deijeirige Asym- 
ptoten.Winkel, welcher den andern Hyperbelzweig um8chlie8St,ritckt dadurch, zugleich mit diesem, 
und den an demsejben sich ins Unendliche hinziehenden Zweigen der Cnrve immer weiter bis, 
ftir den Fall der Parabel ^ diese Zweige sich im Unendlichen verloren haben. Hier sind also 
die an eiuer hyperbolischen Asymptote sich hinziehenden unendlichen Zweige der Curve halb 
verschwunden, in der Art, dass, bä dem Uebergange von zwei reellen zu zwei imaginären 
Asymptoten, an jede Asymptote nicht mehr nach der zwiefachen, sondern nur nach einer 
Erstreckung derselben , die Cun^e sich hinzieht ; bis sie auch die beiden letzten nnendliehen 
Zweige verliert, und elliptische Asymptoten erhält. - 
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Wenn wir bloss der ConstaiHen « einen andern beliebig^en Werfh beilefen, bebtftt der 
neue KegelscbniU (2) , wie die ne«e Curve m Ordnung^ (1), die beiden ursprttnfrlichen Asym- 
ptoten. Der. nene Kegelßcbnitt bleibt hierbei aber aiick inmar noch eine DoppeU As>inpt4>te 
der uTsprflng^Iichen Corve (1), denn wir können , ohne weder die Gleichung (1), noch auch 
die Form dieser Gleichunf zu ändern , den Coeflkienten e un irgend eine beliebige Grösse 9 
wachsen lassen; wir brauchen dann bloss fiSia^^ durch 

ru ersetzen. Diese WHIkflhrlicbkeit in der Annahme von s ist unabhängig von der Art des 
Kegelschnittes; dieser behält immer als Doppel -Asymptote dejr Curve (1) eine überzählige 
Constante und , so wie es in dem Falle zweier reellen Asymptoten unendlich viele hyperbo- 
lische und in dem Falle zweier imaginären Asymptoten unendlich viele (theils reelle, theil^ 
imaginäre) elliptische Doppel - Asymptoten gibt, so bedingt die Existenz einer parabolischen 
Asymptote unendlich viele solcher Asymptoten. Die vorstehenden Erörterungen zeigen, dass 
alle diese parabolischen Asymptoten eine gemeuisame Axe und gleichen Parameter haben, 
und dass man also dieselben alle erhält , wenn man eine deraelben, ohne aie zu drehen, 
nach der gemeinsamen Axen - Riditung sich fortbewegen lässt 

82. Um die parabolischen Asj^mptoten in der Gleichung der Curve ft. Ordnung in Evi- 
denz zu bringen, wollen wir 

i2, = p2 + Xq 
setzen. Indem wir alsdann, was unbeschadet der Allgemeinkeit erlaubt ist , die Function 
i?n— a mit @j,-^ vertauschen , geht diese Gleichung in die folgende über : 

(p2+Xq)©„_, + #lfln-a « o. 
Diese Gleichung enthält mch xwet ttberzählige Constanten. Von diesen rflhrt eine daher, 
dass man fiberhaupt ein und dieselbe Parabel auf unendlichmalige Weise durch eine Gleichung 
von der obigen Form darstellcm kann, und diese Constante kommt daher ausschliesslich auf 
den Factor (pH-Aq). Die andere wird nadi der vorigen Nununer dadurch bedingt, dass die 
parabolischen Asymptoten der Curve nothwendig in uneadlidier Anzahl vorhanden sind, und 
fällt daher , durch eine Particularisation derselben , aus der Gleidhung der Curve. aus. • 
Was die <erste dieser beiden Constanten betriift , so kommt 

p2 + Aq = p^ + A'q, 
wenn wir die beiden neuen linearen Functionen p' und A'q dadurch bestimmen , dass wir 

p ~p-+-^, X'q' s Aq4-yp + *, 

setzen , und hierbei die drei Constanten ß , y und <f so bestimmen , dass sie den beiden foU 
genden Gleichungen Genüge thun : * ' 

ß^ + g =: o\ 2)} + fc = 0. 

Wir können zu diesem Ende, damit zugleich die Bestimmung der beiden fibrigen Constanten 
linear bleibe ß (oder auch fi) wiUkilhrlich annehmen. Wir weiden hiernach in dem Folgen- 
den auf einen Factor von der Form (pH-Aq) nur vier ^ das hdsst so viele Constante rech- 
nen , als zur Bestimmung einer Parabel uotkwendig sind. Ueberdiess wollen wir der Kttrze 
wegen einen Factor von der obigen Form durch Aas Symbol II bezeicbnen, und zur Unter- 
scheidung verschiedener Fäctoren von derselben Form , diesem Symbol Maiken beifügen; 

83. Um die zweite tlberzäblige Constante aus der Gleichung der Curve, die nun die 
folgende sei , JI'©^-., -i- /»fl,^, = o , (1) 
fortzuschaffen, wollen wk, durdi Einffihrung ein^ willktthriichen neue» Constante 4^, diese 
Gleichung zunächst auf nachstehende Weise schreibAi : 

und dann, was immer auf einzige Weise möglich ist, die eingefQhrte CoBfltanti», tT so 
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kestUUMfli, itOB 

wobei p eine von 11' abhäi^ge lineare Function kedeuteC Wenn wir yemach 

JI-+- * = Jl 
Mtsen , entspricht Jl einer , durdi ihre besoniere Be^hnng jnnr Cnnre der x. Orinnny roll- 
kommen bestimmte Parabel^ und dann geht die Gleichung dieser Curve in die folgende Mber: 

iI0ii-« + ^(p+o)0n-3 + aßa^4 = 0, (2) 

Diese Gleichqng enthalt die nothwendigen und hinreichenden ( — - — ""^ )' ^^^ ^^* 

ander unabhängigen Constanten. Wir können sie für die allgemeine Gleichung der 
Curven n. Ordnung mit paraboiisehenAsymptoten nehmen, und, als solch«, 
feie allen allgemeinen Untersuchungen über solche Curven mi Grund« legen. 

Jede der unendlich vielen parabolischen Asymptoten, von welchen eine in der WmctioB 
J2! der Gleidiung (1) in Evidenn triu, schneidet die Curve x. Ordnung nur in 3(n--t) 
Punden , weil vier Durchschnitts - Puncto , dem asymptotischen Character derselbe^ m Folge, 
' unendlich weit liegen. Von den , im Allgemeinen , nicht unendlich weit - entfernten Durch- 
schnittspuncten , weldie zugleich auf dem Umfange einer Curve der (n— 2). Ordnung liegen, 
ist in dem Falle der Parabel n noch einer unendlich weit gerttckt. Denn die Gleichung 

n =0 
redudrt die allgemeine Gleichung (2) auf 

^(p+a)©n-3 + Cyfti-4 =s O. 

Diese Gleichung stellt eine Curve der (fi — 2). Ordnung dar, welche eine solche Asymptote 
hat, die der Durchmesser - Richtung der parabolischen Asymptoten parallel ist und welche 
somit die Parabel nur in (2n— 6) Puncten schneidet, weil nach der eben bendchneten.Rick- 
tung, ein Durchschnittspunct unendlich weit liegt Wir werden die hierdurch naber chara* 
cterisirte Parabel eine die Curve in unendlicher Entfernung fflnfpunctig os* 
cttlirende, oder im AUgemeinen kurn, die osculirende parabolische Asym^ 
p tote nennen. Curven mit parabolischen Zweigen haben also unter ihren unendlich 
vielen parabolischen Asymptoten immer eine einaige und Vollkommen bestimmte, fünf- 
punctig osculirende. 

84. ' Im AUgemeinen hat eine Cucve mit parabolischen Zweigen keine mehr als fünf« 
punctig osculirende Parabel; bei parabolischen Curven der fL Ordnung von besonderer Art 
kann indess die Ordnung der Osculation bis xa einer 2iipunctigen ansteigen. Die Annahl 
der Constanten reducirt sich von Neuem um Eins für jede steigende Einheit in der Ordnung 
des Contactes. 

Wir wollen zuvorderst die Curven der vierten Ordnung betrachten. Die Gleichung 
dieser Curven, in welcher aus der Gnype der unendlich vielen parabolischen Asymptoten 
irgend eine , 12' , in Evidenz tritt , ist die folgende : 

ne^ + /ufij >= o. (1) 

Damit It in die fünfpunctig osculirende Parabel n Übergehe, muss die Function Qj sich so 
particularisiren , dass die Gleichung der Curre in die nachstehende übergeht: 

nej + M(p^^)r + /?] = o, (Ä) 

Dadurch ist au8 der Gleichung (X) die überzählige Constante verschwunden und die neue 
Gleichung (2) enthalt die gerade nothwendige Anzahl von Constanten , minlich 12. Die 
Curve fti ist hier nothwendig eine Hyperbel, deren eine Asymptote der Durchmesser. 
Ricbtung der parabolischen Asymptoten parallel ist , wonark sie die Parabel il nur in drei 
Puncten schneidet 
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t . Wenn die PnnriMii' A sieb * weiter pärtiodaiiviit, so dmss der besttgUchd.KeglBteahiiitl 
von der Parabel li nur nocb in 9wei Puncten gescbnitten wird , so particularisirt sich zu- 
gleich die Curve der %, Ordnung. Eine sechspunctig osculirende Parabel vertritt als* 
&nti, ' unter' unendlich Vitien 'Vierpunctig osmlirenden^ die Stelle der fttnfputtolig'.ofiQulijrende^ 
Parabek In. der gemachten VorausseCsung muss die Function ^ , wenn li verschwäidet, 
auf den eniten Gntd sicbreducireh, was folgende identische Gleichung bedingt: » 

Hiemach ist die aUgemeine flleiohang solcher Curven vierter Ordnung , welche eine sedi»« 
piinctig osculirende parabolisehe Asymptote haben , die folgende mit 12 Constanten : 

IZ(0.+A) + ^8 = o. (3) 

Die beiden einzigen noch übrigen Durchschnitte der Curve mit ihrer parabolischen Asym- 
ptote 11 liegen auf der geradeh Linie S; soll auch einer von diesen beiden DurchsdiniUs« 
puncten noch «lendlidi weit rftcken, so muss die Linie S ein Durchmesser d^ Parabel JFZ 
werden. Diess fordert : s = p + a. 

Wenn also die mehr als vterpunctig osculirende Parabel eine siebenpunctig osculirende sein 
soll j so enthält die allgemeine Gleichung der so particularisirteo Curre viierter Oidnuiig nuu 
1\ Constanten und wird die folgende; 

n{ßM) + C>(p+a) = 0. (4) 

Wenn endlieh die Ordnung der Osculation der Curve und der Pairabel il ;ra einer acbt-r 

punctigen, und also, weil eine Curve der 4. und eine Curve der 2.. Ordnung si<h .tiberbaiipt 

nur in acht Puncten schneiden können, der hlkhstmttglichen , .ansteigen soU, sotreducpct sicli 

die Anzahl der Constanten \iuf 10 , und wir erhalten die nachstehende Form : ' . . i 

niß^V) + A« = 0. > • (5) 

Weil, beim Ueb«rgaiige von der Gleichung (2) zu der Oleidiung (3), von d^rsQlev^ 
chuYig (3) zu der Gleichung (4) und von diesw Gleichung zur Gleichung (5) , jedesmal nur 
eine einzige Constante ausgeteileii ist, und diese verschiedenen Gleichungen also die 
allgemeinen fttr die oben namhaft gemachten Particularisationen der Curven vierer Ord- 
nüng sind, so ist, was die Poim dieser Gleichungen aussagt, eine nothwendigie Folge 
di<^ser Particularisationen. Hiemach zeigt, zum Beispiel, die Gleicbui^ (3) dass, 
wenn eine Curve vierter Ordnung mit parabolischen Asymptoten, von der Art ist,* dass untec 
diesen eine sechspunctig osculirende Parabel sich befindet, es neben dieser Parabel immer 
noch einen zweiten Kegelschnitt: 02 + >^ "== o , 

gibt, welcher mit dersdben Curve in unendlicher Entfernung einen dreifunctigen Doppel« 
Contact hat , und dass alsdann das System dieser beiden Kegelschnitte die Curve in solchen 
vier Puncten scbttldet , weldie in gerader Linie (S) liegen. Diese gerade Linie , wird nach 
der Form der Gldchung (4), der Durehmesser -Richtung der parabolischen As^yynptol^n pa^ 
rallel, wenn unter diesen sich eine siebenpunctig osculirende befindet Wenn endlich, eiqf 
achtpunetig oseiilirende parabolische Asymptote vorhanden ist , so gibt, .es laebcn derselben» 
nach der Gleichung (5), immer noch einen Kegelsdinitt, welcher mit d«c Curvp In» unendli^ 
eher Bntfemuttg einen vierpünedgen Doppel -Contact hat. 

85. Für Curven der & Ordnung ergeben sich Gleichungen von folgenden Formen :.• \ 

JIB% -f /M[(p+«)rs + (»tj «0, ' (1) 

IZCe^^^ Xu) + /uA » o« . : • . (2) 

J2(0s+ Au) +'iui(p+«)r+(»J «^, • . . ' . i(3) 

• U(®$4- Xu) H- /IS « o, r. (4) 

il(©8+ Xu) + A*(P+«) =«> ' ' .'r»(6> 

11(©3 + Xu) + f^ « 0. * • («> 

10 
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Dto^^Uditti; (1) «ist die allgemeine OAeUkmäg der Cairev4k Ot im mg nit parab#lkcheB 

Asymptoten, sie enthalt -~i~ — 1 s 19 Constanten uni es tritt in' ihr It als die /tinf- 

punctig «scultrende Parabef in Evidenz. In den sieh schrittweise abstufenieft .bes#«fern FM<* 
len ^r Gleichungen (2) bis (6) steigt die Ordnung der Oaoilalion «llnfthyg ait, iraArt»! 
die Anzahl der nothwendigen Constanten von Ifi bis auf 14 hcruntersinkt Die CMeiciMttigen 
(2) und (3)haben , indem wir nach dem Frühem auf U nur 4 Constanteu rechnen , bezüg- 
lich 19 und 18 y also eine Constante zu viel. Diese wird dadurch hervtirgemfen, dass eine 
sechs- und siebenpunctig osculirende Parabd nach der Form der entsprecheaden CUeichungeii 
. eine Curve der dritten Ordnung: - 

©3 + Xh= o, 
bringt, welche auf jeder ihrer Asymptoten die fragliche Corve 5. Ordnung dreipunetig 
dscuHrt und dann rine solche Cnrve unendlich vide andere von. gleicher Beziehuvg sur Corvo. 
(71). Diese Curven haben alle dieselben drei Asymptoten, und schneiden dieselben immtf^ 
so, dass die gerade Linie tJ, welche die jedesmaligen drei Dnrchschnittspuncte verbiiideC;^ 
dieselbe Richtung behalt. In Uebereinstimmung hierikiit können wir y ohne die Glekhiug (3) 
irgend zu ändern , Xu mit X(u+x) und zugleich /UiQj mit (/<i3z—AxiI) vertattschen, imd dann» 
durch schickliche Bestimmung von x , die überzählige Constante ausfallen lassen. Die Glei- 
changen (4), (5) und (6), in welchen Tl als acht«, neun- und zehnpunctig oaculirende 
Parabel in Evidenz tritt , enthalten wiederum die nothiii*endige nnd hinreichende Anzahl vmi 
Constanteft , um die allgemeinen Gleichungen für Curven der bezüglichen Art zu sein. 

Die Gleichang Tl&z -^ f^^i — o 

zeigt, dass alle nicht nnendlich weit entfernte Puncto, in welche die Curve 5. Ordnung von 
irgend einer vierpunctig osculirenden panül>olischen und den, dem Factor 3$ entsprechenden, 
Asymptoten geschnitten wird , auf einer Curve dritter Ordnung liegen. Diese Curve ü^ plir- 
« ticularisirt sich, von dem Falle der Gleichung (1) aus, durch die Fälle der folgenden Glei- 
chungen hindurch, so, dass erstens P einer Asymptote dieser Curve paraMel wird, dass 
zweitens diese Curve parabolische Asymptoten mit deradben Durchmesser - Richtnng als 
die Curve 5. Ordnung hat, dass drittens die parabolischen Asymptoten der genannten bei- 
den Curven auch gleichen Parameter haben, dass viertens dieselbe Gruppe unendlich vie<* 
ler paraboKscher Asymptoten beiden Curven angehört, dass fünftens unter diesen unend«* 
Nch vielen parabolischen Asymptoten ein und dieselbe diejenige ist , welche beide Curven 
fünfpünctig osculirt, dass sechstens die Ordnung dieser Osculation zu einer sechspuncti-* 
gen ansteigt. 
r Auf demselben Wege könnten wir zu analogen Betrachtungen über Curven der 0. und 

i böhern Ordnungen fortschreiten. Doch wir wenden uns sogleich zu den allgemeinen Fon»* 

Bestimlnungen. • > 

9S. Die allgemeine Function der il Ordnung muss sich, wenn die bezügliche Curve 
eine anipunctig oScüKrende Parabel J7 haben soll, durch das Venchvrtnden von Jl auf den 
(U'-m). Gifad reduciren. Hierdurch wird die Form der nachstehenden tdcntiachen Glddiuiig 
bedingt : i2„ = nüo^z + jm2S?o-h.. 

Diese Form schliesst, im Allgemeinen, überzählige Constahten ein, weil wir zu ^n— s eine 
urillkührliche Function (>i2a-.m— a addiren können, und dann bloss, damit die vorstehende 
Gleichung unverändert bleibe , die Function i2„»B durch eitae andere gehörig bestimmte der- 
selben Ordnung zu ersetzen brauchen^ wobei alsdann di^ Form des zweiten TheQes der vor^ 
stehenden identischen Gleichung sich keinesweges ändert. ' Die Anzahl der Constanten des- 
selben beträgt , indem wir vier auf II rechnen : ' 
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und redBekl Jkb impt\t die AbwU der wlUkilhrlicIieii Constaatea der Fanction (tAn^u^^sculii 

(n-rin— 2)(«— «i+l) . ^ 

— + 1 

Einhciteu, nenüich aitf; ( ~-^^-^ — ^ ) — (2m— 5), 

ftbOiaMf dle.Bodmtettlige und Unreicheiide Anisabl vea Constanten für solche Curvenienm 
Ordnuigs welche nnendlkii viele: iMtrahoUschea A£iympt#tai imd ^mter diestm iine Jvipiniclif 
t»Miifirende.:haben.> > - <' : • 

^. . lW«tta tfli itine gerade !Mdi2m bedeutet ^ so könn^ wir, indett wir fiber die wiUt 
JBtthrUohe» CoaiftaiitaD. der Funotlaa ^•Qa«-««-^ geb^ng dispoBiren, . ^ .. , 

«eisen y iii^ ^srkalien alsdann die fo]|^ende aUgemeine jGrleidranir nit der notkwendigm An- 
zahl von ConstaWn , in weli^er J2 als dm'punctig osculirende paralioliBehe Asymptote in 
Evidenz tritt t 121©***^ + «0»^+ • • +^0«^] + ^flü-A =^ n. . i (1) 

Wenni der Contact ein (4fll'44)punct]gtr wird» so wird, dadurch bedingt^ dass. . 

und folgiidk ^rgifbt sieh aMann fttc itb allgemeine Ctteichmig, in wcftther die Anzahl der 
Constanten um einet ifiinieit sich vermindert bat.: 

* Wenn. der >€on(ltct::2u^^eBi S(m+l)p«ictigen ansteigt, jo etfpkb mh die identische 
Bedhigiings « GleiGfaung : 

' pQo^^^ s (JZ4-xr)0„^i>-<t + oS«.m— £, 
#obei wiridin lineaire C!ttn€ti0n r um eine wiilkührliehe CMstante wachsen lassen können, 
ohnio weder diei.CMeiebnng d^rCurve selbst, noch ihre Perm mi .ändern. > In folgendem. Ausr 
druck ist die hierdurch angezeigte fiberzjüilige Constante ausgefallen: 

und somit erhalt man für die Gleichung der Curve : 

Wenn letztlich der Contact in einen (4m'H*d)]^unetigen .ttb«rgeht,.ii(t :. ^... . 

wenaab^die Olnmhiing der Curve folgende: Farm nüA delr nodiiiircmttgtt und i binK(khend#p 
Constanten- Anzahl annimmt!''. •.!*-' •':• ür , • '. ' •";»')' .... ^-i 

n[Gn^2 + a0n_4 + . . + y0n-.a +^®^«-«-J + X(p-t-a)0ii-.m^i + crfln-«-o = o. — (4) 
87. Wir wollen , ähnlich wie wir früher die Annäherung einer Curve an geradlinige 
Asymjptotmi'Imtiibmt hdbenv nfan das iMas^^s der AniiAfaectt,ng( an .#«r(aJiMi^<^b^ 
Asytuptotea-ibestimmem 

^ - Der^Wcrth »Bor Fusctinn B s p^i+A« bMbt^ wenn dieselbe auf flinmi geg^benm JRiUi j^ 
bcnogcniMfd, für jede- BeBlimmuiigd<ir!>idberz(rt^^ sie «in(»cfaliesst;,::4itCjr 

* selbe. Wir wollen, zum Behuf der Constniction dieäes Werthes, die.überAhlige Consfant^ 
^ bestimmen, dass p der Axe der Parabel und q der Tangente im Scheitel dieser Axe ent- 
spricht und dass ttberdiess diese beiden linearen Functionen kürzeste Abstönde von den be- 
nigludten gtriiden i^Miev Meulfen. : Wen. .njr dkmn durch, den gegetifsnen .Pnaict ^ers^ts 
eitaie gerade Linintparallel mit dffP Ake .der bezüglichen Pambd il liegon ind.dea^ Al^t^ 
fKcBes Pnnctes von dem ein%^.iDuri:hschiAte iiit der Parabel d nennen rm^d andi^erseits 
eine zweite gerader tme' dhreh dem^rgdienfen .Pnnot^.üsenkrechl gegen.. idi& Duiri^iime^eir 
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Richtung der Parabel, . neben, welcbe die Parabd in «wei Puncten scbneidft, deren Absfände 
von dem gegebenen Puncte wir durch ^ und (2p — ^) darstellen können , indem wir ^ fltr 
4en Uein^rn Abstand nehmen, so erhalten wir die nachstehende doppdte CUciGhung! 

J2 = W = ^2p— *). 

Diese Gleichung zeigt , dass , bei wachsendem Werthe Ton p , der Quotient y sich immer 

mehr der Gränze Null nähert Wenn wir also die Parabel l7, parallel mit sich selbst, nach 
der Richtung ihrer Durchmesser um,ein6 JStrecke t verschieben, und auf der Parabel in ihrer 
neuen :Iiage ein Punct alsdann immer weiter fortrückt, so nähert sich der diesen Puncte ent- 
sprechende Werth von ^ immer mehr der Gränze Null. Darum bleibt eine Parabel bei }eiflr 
solchen ITerechiebung Hure eigene Asymptote und darum hat eine Curve, wenn nie iberiiaupt 
eine parabolische Asymptote hat, deren nnendlich viele. Pflr den onendlieh weit enU 
fernten Punct ist $ ein unendlich Kldnes von der Ordnung i , denn einerseits ist jene 
Etttfemmig ein unendlich Grosses von derselben Ordnung als q und andrerseits f von der* 
selben Ordnung als p^ , also p ein unendlich Grosses von der Ordnung §. 

Wir wollen, für immer weiter sich entfernende Puncte, den reciproken Werth von d 
das Maass der Annäherung an die Parabel II nach* der Riehtung ihrer 
Durchmesser und den reciproken Werth von ^ dns ahso4ute Maass der Annä- 
herung an die Parabel JI nennen; Zur Rechtfertigung der letzten BenenMng ist es 
gut zu bemerken, dass, für einen immer weiter sich entfernei^en Punct, ^als kttrsesten 
Abstand von der Parabel 12 zu betrachten ist. 

Wenn die Annäherung nach der Durohmesser - Richtung fSr die Punete> eines an die 
Parabel JI sich hinziehenden Curven-Zn'eiges unendlich gross , also d unendlich klein wird, 
so ist die absolute Annäherung an die Parabel n ein unendlich Grosses und also ^ ein un- 
endlich Kleines von einer Ordnung, die um eine halbe Einheit gestiegen ist Bd fMgt diess 
unmittelbar aus der vorstehenden Doppel - Gleichung , aus :weldier, liach erlaubten Vernach« 
lässigungen, i^ = ji.d = + JV- * 

sich ergibt. i. 

88. Wenn wir hiemach efaie Curve mit parabolischen Asymptoten Anrch folgende Glei- 
chung mit überzähligen Constanten darstellen: ' 

Jlfl^. + fiü^«'« o ; (1) 

in wdcber II als Smpunctig oscuHrende Psrabel in Evidenz* ^teitt, so kommt; indem, wir 
Alles auf einen beliebigen Punct der fraglichen Curve beziehen: . ' 

: J' == — /* Q— ' 

Wenn dieser Punct auf einem an 4ie Parabel il sidi hinziehenden Zweig dieser Curve MnnMft 
weiter fortrückt und wir ^n— » und Sia-%j für einen Augenblick, als Fufidioaen vnp p uol 
q- ansehen in welchen die Coefldenten der hikhslen Potenzen von ^ gleidi Bina.'sind, und 
dann p gegen -q und niedere Potenzen von % gegen höhere vemadllädsigen^ so redudst sich 
die letzt* Gleidmng auf ji « ~ juifK^-^) 

und hieraus, ergibt sich: * = -r- ^.q^C"''*) ^ ' 

IKese Gleichung zeigt, wie zu erwarten stand, 'dass wenn JI, indem wir ik»^. nehmen, eine 
der unendlich vielen nicht osculirenden parabolischen Asymptoten Ist^ d immer eine endliche 
Gr5ssi6 iist; dass 'aber wenn in besondern Fällen ni>2, und JI me Smpunctig eisculirende 
parabolisehe Asymptote ist, d ein -unendlkh Kleines der (m— 2). Ordnung wird. Die Gleichung 
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(1) mim sidi y wenn II in eine (fim^l)f\incäg oscnlirenie Parabel aberfshen soll , auf fol- 
gende Weise particiilarisiren 

Dann .finden wir , nach erlaubten VernaeUassigunf en : '* ' "^ 

J - ^= - 'i .p5-(™-^) = ± ^(±q)-("^-«- (3) 

Pflr die, den ang:enidrten FaHe, dsfio m^=4, entsprechende, fiiiQ^ctig ooeoliraide Parabel 
ist i ^m unendlich Kleines ron der Ordnung $, was mit der vorigen Nummer ih Debereini* 

gtiflimung ist. 

Wir können die beiden Gleichungen (S) und (8) in eine einzige zosaiämenmehen, wenn, 
indem wir durch h eine beliebige gerade oder ungerade Zahl heseichnen , die Ordnimg der 
Annäherung derCurve an eine Apunctig osculirende parabolische Asymptote, nach der Durch- 
messer - Riditung , durch die naeh^hende Gleichung , in der x eine Constante besieidiBet, 
ausdrftcken : * — «q-(4»*-^). C4) 

Nach der vorigen Nummer erhalten wir aus dem fMaasse der Aanttherung einer Cmrve 
an eine parabolische Asymptote , nach der Durchmesser - Richtung , sogleich das* absolute 
Maasr der Aunahenmg. Kunäobst gehen au^ den beiden Glekhmigehi (1) und (S) die fol- 
genden beiden hervor 

2p Äp ^ - Äv^A^^^^ ' 

und diese beiden Ctleichungen können wir m die folgende nmmmeuiehen: 

89. Wenn der Oontact einer beliebigen Curve und einer Hyperbel nach der Richtong 
einer gemeinschamiehen Asymptote von einem kpunetigen zu einem (ft+l)pnnctigea ansteigt, 
80 schneidet die Curve die Hyperbel in einem Puncto weniger und die Ordntang der Amiahe- 
nmg d^s an jener Asymptote sich hingehenden Hyperbel- und Curven.« Zweiges steigt um 
eine Einheit. Wenn eine parabolische Asymptote einer Curve diese in einem Puncto weni- 
ger schneidet, weil ebi neuer Durdischnittepunct unendlich weit gerflckt ist, so steigt die 
Ordnung der Annäherung der Curve an jeden der beiden Parabel - Zweige um eine halbe 
Einheit: es theilen sich gleichsam diese beiden Parabel- Zti^eige in den unendlich weit ge- 
rttckten Punct. 

Wenn k eine gorade AU bedeutet, so erhalten wir aus den Gleichungen (4> und (5), 
demselben Immer wachsenden Werth von ^ entsprechend, für i einen einzigen Werth und 
für ^ awei gleiche und entgegoigesetate Wcrthe ; wenn h eine ungerade Zahl bedeutet, ver- 
halt es sich «mgekehrt, der Werth für <r ist ein doppelter, der Werth für ^ ein einziger. 
Hieraus folgt, dass, wenn h gerade ist, weit genug entfernte Puncto der beiden parabolischen 
Zweige der Curve , welche an den beideii Zweigen der Apunctig osculirenden Parabel sich 
hinziehen , entweder beidesmal innerhalb oder beidesmal ausserhalb dieser Parabel liegeh ; 
dass aber, wenn h ungerade ist, ein unendMeher Zweig innerhalb und d*r andere anfterhalb 
der Parabel Hegt. Nehmen wir insbesondere eine der unendlich vielen nicht osculirenden 
parabolischen Asymptoten , so liegen hiemach beide Zweige entweder innerhalb oder beide 
ausserhalb. Wir wollen hier voraussetzen , dass beide Zweige ausserhalb liegen und dann 
die Parabel, ohne sie zu drehen, nach 4er Durchmesser-Richtung so tetrücken, dass sie den 
parabolischen Zweigen der Curve sich nähert. Hierbei bleibt sie, in allen ihren Lagen, eine 
Asymptote der Curve und wir gelangen dann zu einer vollkommen bestimmten Granz-Lage, 
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vro die iu euiQ fflafpuactig oaculireiUe aberg^ In dieier Gränz-Lage Uegl ein uneniUicber 
Zweig schon ganz innerhalb und der andere noch ausserhalb der faraboUschen Asfmptoie. 
lieber diese Gränz-Lage hinausgerückt, umschliesst die Parabel beide unendliche Zweige. 
Vor dieser Gränz*Lage liegt der erste paraboIi«i;he Zif 0fg der Ciirve ihr Cwie maa kickst 
sieht y um ein unendlich Kleines von der Ordnung |) näher als der zweite ; über die Granit- 
läge hinaus 9 liegt der zweite Zweig ihr näher als der erste. Wenn, in besondem Fällen, 
&£ fttnfpinctig oeculitende parabolische Asysiptote durch irgmd : eine ungeradpwictig osculif 
vcnde ersetfirt; wird^ so ändert stob hierin nichts, ausser ^ass, in der GräQZrJUage , dar Con« 
tact ein innigerer ist und hiemach die Differenz in der Annäherung der beiden parabolischen 
Zweige an k^esd eine ihrer uneildlidi viele» gemeinschaftlichen' Aayaiptatai ein unendlich 
Kleines von höherer Ordnung wird. Wenn aber eine geradpunctig o^culitend^ paraboiische 
Asymptote die ftinfpunctig osculireade vertritt, so treten bei deac Gränz-Lage die paraboU« 
aohea Zweige der Curve beide zugleich in die Parabel hinein. Die Annäbenmg der bei- 
den parabolischen Zweige an eine beliebige ihrer gemeinschaftlichen , nicht oscuUrendeii 
Asymptoten, ist alsdann nur um ein unendlich Kleines der arsten <ider einer höhern Ordnung 
verscUedra. — 

90. Eine Curve der n, Ordnung hat, ndben ihrer parabolischen Asymptote, im Allgemei- 
nen, noch (n— 2) geradlinige Asymptoten; diese können in untergeordnei<in.FäUea, nUe oder 
theilweise mit der Curve in unendlicher Entfernung auch einen Cpntact höherer Ordnung 
haben. Die allgemeinen Gesetze, von welchen dieser abhängt, werden sich sogleich erge- 
ben , nachdem wir die verschiedenen möglichen Fälle für Curvcn der 4. und 5. Ordnung zu- 
sammengestellt haben. 

Die folgenden Schemata enthalten die diesen verschiedenen Fällen entsprechenden allge^ 
meinen Gleichungen mit der nothwendigen und hinreichenden Anzahl von Constanten. Bei 
jeder Gleichung ist die Ordnung iet Oscvlation für die geradlinigen Asymptolen, wie bisher, 
durch arabiscbe Ziffern , die Ordnung der osculirendcn parabolischen Asymptote dnreh eiM 
römische Ziffer bezf^hnet , in ier Art , dass die Ziffer V zum Beispiel eine lünfpunetig os« 
cniirende Parabel anzeigt. Ueberdiess ist die jeder Gleichung nachgesetzte und mit K)am* 
mern umschlossene Zahl die Anzahl der Conetanten. 

A. Curven der 4. Ordnung mit einer fünfpunotig oscnlirenden patabolischen Asymptote i 

VM iirs 4" A»(p+a)u + A>:;o, (18} 

• W vilrs + ^Cp-haXr-hft+.Ä.=.i>, {12] : . 

.42 Urs + iu(p+a)r + X = 0. fJl] 

B. Ourvc^ der 4« Ordnung mü einer sechs pumctig oscuHreiden paraholisdien Asymptote : 

VI 22 nCrs-h«) + An:i*=o, ' ' - [12] 

. S3 i7rs + lu « o, \U] 

- 48 Urs + l(r+o) =;: 0. {lOj: 

Cr Curven der 4. Ordnung ndt einer slebenpunctig^ osmdirenden parabolischen Asymplote. 

VII 2« JI(r»+.^)H- ;i(p+a) =« 0,: (llj 

.33 iirs -h ACp+ö) =' ow [10] . 

D. Curven der 4. Ordnung mit einer achtpunctig osculirendMi .pasabsüschen Asymptote i 

VIli22 iZ(«+A/) ^ X ^^^ [tO] 

.44 J?rs + X == o. 19] 

91« Curven der S. Ordnung» 

' A. mit einer fünfpunotig osculirenden parabdisehen Az>'mptMe: 

V 222 JIrst + iiUp4-a)uv 4* Xw =« n, [W] 

.•822 JIrst + iU(p+«Xf+Äv + Xw«^.o, [18] 
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'V 422 IlvBt 4- A*(p+«)rv + Aw » o, [17> 

. 522 JIrst 4- i^(p+a)rv + A(r-f /?) = o , [16) 

. 3S2 ilrst 4- /*(p+a)(r+/J)(»+y) + Aw = o , [17] 

• 482 ' Jlwl -4- KP+^MH-y) + Jlw «0 , [16] 
. fia2 ; Jlrgt -f Kp+«Ms+y) + A(t^i^|J) Ä 0, [15] 

, 442 Urft + 7<(p+«)ra + Xir ^t o, [15} • 

.542 Jlwt + Mp-Hx)rs + >l(r+/^) = o, P^J 

« 552 ^nt 4- iu(p+a)n + A » o. [18] 
li einer seohfrpmictigp osculirendeü parabolischen Asymptote: 

VI 222 17(rst4^u) + Afl^ = o , [18] •) 

. 822 «(rst+Air) + Afl^ = o, [17} 

, 422 J7(rt(+iur) + l(r+a)ii-Hr = o , [16] 

. 522 ll(r8W-|ur) + Xm +. er « o, [15] 

. 388 Jlrst + Aßj = 0, [1^ 

• 433 Jlrat; + Xff+a)u + o « o, [15] 
. 588 ilrst 4- Am 4- <r — o , [14} 

• 443 ilrst 4- A(r4-«)(84-/J) + <r = o, [14] 
. 548 iZrst 4- At(s+^) 4- er = o, [18] 
. 558 ilrst + Ars 4- er » o« [12] 

it einer siebenpiinetif oscuUrenden parabolischen Asymptote: 

VU 222 iI(rsfrf/Mti) 4- A(p4-a)v <r = o, [1^1 **) 

. 822 iZ(rst4-iur) 4- A(j4-«)v a = o, [1^1 

. 422 A(rst4ftr) + A(p4^Kr4-i8) 4- or » o , [15] 

. 522 iZ(rst+/ir) + A(p+a)r 4- er « o , [14] 

• 388 iltst 4- A(p4-«)T 4- a = o , [15] 
. 438 Hrst 4- A(^^a)(r+if) 4- er = o, [14] 

• 688 ilrst 4- X(p4-a)r 4- er = o, [13] 
It einer achtpmicti|^ oscnlirenden parabolischem Asymptote; 

Vlil 222 ncn^-fm) + Aw =» o, [18] 

. 822 il(rrt+fi(r4-a)) 4- Aw « , [15] 

. 43» ilCrst+jur) 4- Aw = o, [14] ? 

. 522 nCtstrhfAT) 4- A(r4<») = 0, [18] 

. 888 il(r8t+f*) 4- Aw = o , [14] 

. 444 ilret4-Aw=:o, [13] 

• 544 ilwt 4- «r+ö) == o. ' ' [12] 
t einer nennpimctig oscdirenden paraboHsdieii Asymptote: 

IX 222 il(r8t4-/MQ) 4- Hf+^^ « o, Pfl 

. 882 il(istrfAi(i4^) 4- Hf+^y - o, [14] 

. 422 il(rst+iur) 4- A(p4^) fc= o, . [l»l 

. 838 il(rst4-/tt) 4- A(p4-«) = o, [13] 

. 444 ilrst 4- A(p+a) ^ o. [^2] 
t einer s e h h punttif oscliürendcn pandNdisciieB AsyAptote.: 

X222 - - II(rsH^^} 4-A =a o, [14] i 

• 822 « ' il<;rst4i«<r4-«)) 4- I « o, [M] • 



it • 



*) Diese Gleichung enthält eine überzählige / nicht milge rechnete Constante (85). 
**) Auch hier ist eine Gberzahllge Constante nicht mitgerechnet (85)« 
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X 522 JI(rst+iMr) + X = o, [li\ 

.833 JZ(rsH^) + ;i = 0, [12] 

.556 Rrst + A «, o. ' pl] 

92. Auf diesem Wege kennen wir . ohae Schwieiigfcctt . weiter gehen uiid sowohl die 
Ordnung der Curve al« die Ordnung der Oscolation der parabolischen Asymptote beliebig* 
ansteigen lassen. Hierbei gelangen wir za 4em folgenden . Resultate. 

Nachdem wir fQr Curven der n. Ordnung das Schema für alle möglichen Fälle in Be- 
ziehung auf die verschiedenen Ordnungen für die Annttherung, der Curven an ihre n gerad- 
linigen Asymptoten gebildet haben, erhalten wir sogleich dais Scheipa der möglichen FäDe, 
in welchen 2wei Asymptoten unendlich weit gerückt sind ^ und durch parabolisehe Asympto- 
ten vertreten werden. Ist nemlich unter diesen parabolischen Asymptoten die osculireude 
eine 2mpunctig oder (2m+l)punctig osculirende, so brauchen wir bloss in dem allgemeinen 
Schema diejenigen Combinationen zu nehmen , in welchen bezüglich das Ziffern - Paar m m 
und m m+1 vorkommt und erhalten alsdann, wenn wir dieses Ziffern -Paar ganz ausser 
Acht lassen, das Schema für die verschiedenen mttglichen Flüle, welche, in Beziehung auf 
die Ordnung des Contactes , an die nodi übrigen (n— 2) geradlinigen Asymptoten der Curve 
Statt finden können. 

Es würde, wenn alle verschiedenen Fälle möglich wftMn , die Anzahl derselben der An- 
zahl der Combinationen mit Wiederholungen von (fi— 1) Blementen zu (»—2) gleich sein. 
Erstens aber fordern die S^inbole m m und m m+1, welche bezüglich die parabolische 
Asymptote vertreten, nach der, 28. Nummer gewisse Combinationen rücksichtlich der Ordnung 
des Contactes der geradlinigen Asymptoten, und dann siAeiden sich , nach der 34. Nummer, 
unmögliche Combinationen unmittelbar ans. (Vergleiche die folgende Nummer). Dann zwei- 
tens aber scheiden sich, nach der 34. «Nummer, noch andere Fälle als unmögliche aus, weil 
das, die parabolische As>inptote vertretende Ziffern-Paar mit andern Ziffern zusammengestellt 
unmögliche Combinationen geben kann. (Vergleiche die 94. Nummer). 

93. Wenn eine Curve von einer beliebigen n. Ordnung unter .ihren unendlich vielen 
parabolischen Asymptoten eine nur fttafpunctig osculirende hat, so hat sie ansserdnm, 
^enn überhaupt geradlinige Asymptoten vorhanden sind,*<unter diesen nothwendig eine 
nicht osculirende. Die übrigen (ii*-3) geradlinigen Asymptoten können alle möglichen 
Combinationen , in Beziehung auf die Steigerung der Ordnung des Contactes , darbieten. 
Wir erkennen hierin sogleich, wie die parabolische Asymptote, bei der Beatimmiuig der ver- 
schiedenen möglichen Fälle , die Stelle des Systems einer gewöhnlichen und einer dreipunctig 
osculirenden geradlinigen Asymptote einnimmt Auszuschliessen von den möglichen Fällen 
sind indess, wenn n grösser ais 6 ist , alle diejenigen Combinationen, welche für sich allein 
schon, nach der 34. Nummer^ al^ unmögliche sich darstellen. So zum Beispiel ist, filr n^j 
der dem Symbole V6652 entsprechende Fall, wegen der Combination 605, nicht möglich. 

AbstraUren wir für einen Augenblick von den hiernatch auszuschliessenden Combinatio- 
nen , so erhalten wir überhaupt eine Anzahl von . 

(n-^iyn . . . (2n— &> (1) 

1 i 2 . . . («—3) 
verschiedenen Fällen , was oifdi sAgkich erpbt , wenn wir erwägen , dass diese Anzahl der 
Anzahl aller Combinationen zu (n— 3) der (n-^l) Blemonte 2 , 3 . . » gleidi ist. Was die 
auszuschliessenden^ Fälle betrifft, so wollen wir, indem wir beispieliweise Jir^ setzen, uns 
zur 37. Nummer zurückwenden. Es ergeben sich hier 

1 • 2 1 • « . 
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unmögliche Fülle, welche besüglieh den das Unmögliche bedingenden Combinationen 88887^ 
8887 und 887 entspredien, ferner 3(1+5), welche den sechs letzten Combinationen der er- 
sten Vertical-Columne, und endlich 3^, welche den nenn letzten Combinationen der zweiten 
Vertical - Columne entsprechen^ also zusammen , 

l~ + 8 * 6 + 3' = &5* 

Für einen beliebigen Werth von n ergibt sich, wie man bald erkannt, und ganz auf glei- 
che M^'eise, nie wir zu dem ersten AusdrudL auf der 33. Seite gekommen sind: 



(n— 1)» . . • (2n— 8) 



1 . 2 



(«— 6) 

7 



+ 3»-». 



+ 8 
. 8 



— 2)(«— 1) . . . (2»— 10) 



2 



1.2 ... («—7) 



(2) 



Wenn die Curve eine sechspunctig osculirende parabolische Asymptote hat, so 
hat sie ausserdem entweder zwei oder keine nicht osculirenden geradlinigen Asymptoten 
Und in dem letztgenannten Falle immer eine dreipunctig osculirende. Hierin liegen die 
einzigen Beschräukimgoi rUcksichtlich der Ordnung des Contactes der verschiedenen gerad- 
linigen Asymptoten. Ausser diesen Beschränkungen ist jede Combination möglich , welche 
sich nicht an und für sich schon nach der 28. und 34. Nummer als unmöglich darstellt. 
Abstrahiren wir auch hier zuvörderst von den auszuschliessenden Combinationen, so ist die 
Anzahl solcher Fälle , in welchen zn'ei nicht osculirende Asymptoten viHrkommen, gleich der 
Anzahl der Combinationen derselben (n— *1) Elemente aJs im vorigen Falle« mit Wiederho- 
lungen , zu (11—4) , also (n— 1)n. . . (2»— 6). 

1.2... (n— 4j 
Die Anzahl der Fälle mit einer dreipunctig osculirenden Asymptote ist gleich der Anzahl der 
Combinationen der (n^2) Elemente 3, 4 . • n , mit Wiederholungen , zu (n— 3) y also : 

ra--2)(n— 1) . . . (2a-~6) 
1.2 ... (»—3) • 
SummireQ wir die beiden vorstehenden Ausdrücke , so erhalten wir den Ausdruck Cl)* Um 
die Anzahl der auszuschliessenden FäUe zu bestimmen, wollen wir zuvörderst «==8 nehmen. 
Unmöglicher Fälle mit zwei gewöhnlichen Asymptoten , gibt es alsdann 

+».r'( -'+»•'• 

unmöglicher Fälle mit einer dreipunctig osculirenden Asymptote 

5 . 6 i 



1 + 5 + 



1 . 2 



ej. 7 



+ 3 (1 + 4) ( 1 

+ 3M ) 

Summiren wir diese beiden Ausdrücke , so kommt ; 

7.8 



2 



+ 3.5 + 3- 



1 . 2 



+ 3 • 6 + 3^ = 55. 



Die Anzahl der auszuschliessenden Fälle mit einer bloss fünfpunctig osculirendeil paraboli- 
schen Asymptote ist also der Anzahl der auszuschliessenden Fälle mit einer sechspunctig 
osculirenden parabolischen Asymptote gleich. Und diess gilt offenbar für jeden Werth venu. 
Es ist also bewiesen, dass wir auch im letsIgenaMiten Falle die Anzahl der verschiedenen 
möglichen Fälle erhalten , wenn wir von dem Ausdrucke (1) den Ausdruck (2) abziehn. 

Wenn die Curve eine* siebenpunctig esculirende parabelisdie Asymptote hat, so 
hat sie überdiess entweder zwei oder keine nicht osculirenden geradlinigen Asymptoten, 

11 



(3) 
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und im letztem Falle nothwendig' zwei dreipunctig^ osodirende. Die panboiisdie Asym- 
ptote wird hier durch das Symbol 43 vertreten. Schliessen wir vorerst noch keine Fälle 
aus, so ergibt sich die folg^ende Anzahl:. 

(n— D» . . . (^— 6) . (n— g)(n— 1) . . . (ga— 7) 
1 . 2 ... in^y 1.2 ... («--4) ' 
Fttr fi=8 beträgt die Anzahl der auszuschliessenden Fälle mit gewöhnlichen Asymptoten 

^8.1 5-^*3, 

ohne (|rew0hnliche Asymptoten 

Für einen beliebigen Werth von n erhält man 

(»-.1)11 . . (2a--9) ^ (n-2)(ii->l) . . (2it— llj 

r. 2 . ~ C»— 7) 1.2 . . in— 8) ' ' 

-♦• 3»-» . 7 ■♦• 3"-' , (4) 

(ii~2)(n-l). .(2n~10) ^ ^ (it.^3)(ii— 2) . ..(fw— 12) ^ 
1.2 . . Ifi— r> 1.2 . . (»*~8) 

-♦• 3»-« . 6 -4- 3»-'. (5) 

Die möglichen Fälle erhalten wir also, wenn wir die Summe der Aosdraeke (4) und (5) von 
dem Ausdrucke (3) abziehn. 

Wenn die Curve eine achtpunctig osculirende parabolische Asymptote hat, so ist 
die Anzahl der verschiedenen möglichen Fälle der eben bestimmten gleich. Eine soldie 
Asymptote fordert nemlich zwei gewöhnliche, oder drei dreipunctig, oder endlich zwei 
vierpunctig osculirende geradlinige As)inptoten. Der Ausdruck (8) erhält hiernach., statt 
des zweiten Gliedes die folgenden beiden Olieder 

ffi— 2)ffi~l) . . fgii— 8> (fi-~3)(ii— 2) . . (2n-8) 
1.2 . • (»—5) "*■ 1 . 2 . . («—4) ' 
von welchen das erste die Anzahl der Combinationen mit drei dreipunctig und das zweite 
die Anjtehl der Combinationen mit zwei vierpunctig osculirenden Asymptoten anzeigt. Die 
Summe dieser beiden Glieder ist aber dem eben genannten zweiten Gliede des Ausdruckes 
(3) gleich. Was die auszuschliessenden Fälle betrifft, so ist die Anzahl solcher Fälle, in 
weichen zwei gewöhnliche Asymptoten vorkommen, der vorhin bestimmten Anzahl, gleich. 
Nehmen wir ii==8, so ist nur ein .Fall mit drei dreipunctig osculirenden Asymptoten unmdg- 
lich, nemlich der dem Symbole VIII 887333 entsprechende, während 

Fälle mit zw^ei vierpunctig osculirenden Asymptoten unmöglich sind. Bei beliebiger Annahme 
von n sind überhaupt 

1.2 . . (11-8) "^ »•'•«■ » 
Fälle mit drei drdpnnctif and 

(n-SXn^f^ . . . (21,-11) sn^.liJ ^ 3-s. 5 ^ 3-^ 

1.2 ... (11-8) ^^ 1.2 -»-^^ 

Fälle mit zwei vierpunctig osculirenden Asymptoten auszuschliessen. Wenn wir die vorste- 
henden beiden Ausdrücke summiren , so erhalten wir den Ausdruck (5). 

Ich verfolge diesen Gegenstand von untergeordneter Wichtigkeit hier nicht weiter. Wir 
finden keine Schwierigkeit wenn wir erwägen, dass eine (2$r -l)punctig osculirende parabo- 
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liiche Asymptote, nolhweadig eine der (jr--l) Combinationen 23, 333, 4444 • .. und ^etzt 
(jr'-2)nial das- Symbol (jr^l) und (jf— l)mal das Symbol g fordert, nährend bei einer 
S^unctig osculirenden parabolischen Asymptote, die letzten beiden Combinationen, durch 
(9— l)mal das S>inboi ig — 1) und ig- 2)mal das Symbol g vertreten werden. Ich mache 
nur noch darauf aufmerksam , dass man sich hiernach leicht davon überzeugt, wie die An- 
zahl der verschiedenen möglichen Fälle dieselbe bleibt, wenn die Osculation der paraboli* 
sehen As>inptote von einer (2jr — Dpunctigen xvl einer 2^anctigen ansteigt Es ist jedocli 
m bemerken , dass wir hierbei auf die nach der folgenden Nummer auszuschliessenden Fälle 
noch keine ^Rücksidit nehmen. 

94. Keine Combination , welche nach der 34. Nummer sich als unmöglich darstellt, ent- 
hält (vorausgesetzt, dass wir Curven, welche wenigstens von der 5. Ordnung sind, betrachten) 
eine Ziffer die geringer ist als 4 und höchstens diese Ziffer ein einziges Mal. Deshalb sind 
auch dann erst, nach der Schluss- Bemerkung der 92. Nummer, neue Fälle als unmögliche 
abzusondern, wenn die Ordnung der Osculation fttr die parabolische Asymptote mindestens 
zu einer neunpunctigen ansteigt. Hier ergeben sich aber, indem wir das Symbol IX 
in 54 auflösen, nach der 31., 33«, 35» und 37. Nummer, die folgenden jS>inboIe, welche 
neue unmögliche Fälle anzeigen. 

Fär n=b e i u einziger Fall : IX 522. 

Für n==6 drei Fälle: I X 6622 

IX 6522 
IX 5522. 

Für »=7 neun FäUc: 

IX 77722 IX 76622 IX 66622 

IX 77522 IX 76522 IX 75522 

IX 66522 IX 65522 IX 55522. 

Für it=8 sieben und zwanzig Fälle: 

IX 888822 IX 877722 . IX 886622 

IX 876622 L\ 866622 IX 777722 

L\ 776622 IX 766622 |X 666622 

IX 888522 IX 877522 IX 886522 

IX 876522 IX 886522 IX 777522 

IX 776522 IX 766522 IX 666522 

IX 885522 IX 875522 IX 865522 

IX 855522 , IX 775522 IX 765522 

IX 755522 IX 655522 IX 555522. '^) 

Wenn wir Curven mit einer zehnpunctig osculirenden parabolischen Asymptote 
betrachten , ßo ergibt sich eine gleiche Anzahl von neuen unuiöglicheu Fälleut als bei einer 
bloss neunpunetig osculirenden ; und man überzeugt sich leiclit , dass man die diesen Fällen 
entsprechenden Symbole sogleich erhält, wenn man in den vorstehenden ScVmas IX mit X, 
und die letzte 5 (wenn ttberiiaupt diese Ziffer vorkommt) i^it 4 vertauscht. 



*) Wir habeu für jeden Werth von n die unmöglichen Fälle in zwei Gruppen abgeKmJert. In jedem 
Falle der ersten Gruppe gehört nar ein^ Ziffer des in 54 aufgelösten Symbols IX der d^ftUnroög. 
liebe bedingenden Combination an; so zam Beispiel löset sich IX^ 'Ö622 in.' 665*422 auf^und 665 
bedingt hier das Unmögliche. In jedem Falle der zweiten Gruppe gehören belFde/iflterii 54 der das 
^ Unmögliche bedingenden Cotnbination an^ so zum Beis^viel Löset sich IX 6522 .io 6554.22 auf, w<r- 
bei 6554 das Unmögliche hervorruft. 
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Wir sehen hieraus ^ dass die Schluss - Bemerkung der vorigen Nunnier auch ohne 
beigefügte Beschränkung gilt , wenn g nicht grosser als 6 ist ; wahrscheinlich gilt sie für 
jeden beliehigen Werth von g. 

95. Wenn eine Curve zwei Gruppen parabolischer Asymptoten hat, so befindet sich in 
jeder der beiden Gruppen eine, im Allgemeinen fün^^unctig osculirende. Schreiben wir die 
Gleichungen zweier Parabeln auf folgende Weise: 

JIp = o , ilr = o , 

indem wir durch die Marken p und r anzeigen , dass die Durchmesser . Sichtung der beiden 
Parabeln den beiden geraden Linien P und R bezüglich parallel ist, so ist folgende Gleichung: 

die allgemeine Gleichung solcher Curven der n. Ordnung, in welcher ilp und il, als die bei- 
den fiinfpunctig osculirenden parabolischen Asymptoten in Evidenz treten. Die Anzahl der 
Constanten beträgt, indem wir deren vier auf jede der beiden Functionen il reduen : 

und ist die gerade nothwendige, weil die Bedingung zweier Gruppen parabolischer Asym^ 
ptoten die allgemeine Constanten - Anzahl für eine Curve der n. Ordnung offenbar um zwei 
Einheiten reducirt 

96. Die Ordnung der Osculation der beiden parabolischen Asymptoten ilp und iZr kann 
bei neuer Particularisation der Ciirve höher ansteigen. Wir wollen uns hier darauf beschrän- 
ken , die Gleichungen der verschiedenen Fälle bei Curven der 4. und 5. Ordnung zusammen- 
zustellen, indem wir, wie in der 90. Nummer vor jeder Gleichung die Ordnung der Oscula- 
tion anzeigen, und die Anzahl der noth wendigen Constanten, welche sie enthält, ihr nach- 
setzen. 

Bei Curven der 4. Ordnung mit zwei Gruppen parabolischer Asymptoten gibt es 4 ein- 
zelne Fälle: 

V V JlpJlr + Kp+^Xr+i?) + X = o , [12] 

VI VI JlpHr + A*u = o , [111 

VII VI JlpJlr H- /uCp+a) = o , [10] 

Vffl Vm JlpJlr + /M = O. [9] 

Die Curve der & Ordnung mit zwei Gruppen parabolischer Asymptoten haben ttberdiess 
immer auch noch eine geradlinige Asymptote. . Indem wir die verschiedene Ordnung der An- 
näherung an diese ebenfalls unterscheiden, ergeben sich die nachstehenden einzelnen Fälle: 

V V 2 JlpJlr s + Mp4-a)(rH-i»)tt + Xw = o, [18] 

. 3 JlpJlrS 4- iM(p+a)(r-fiJ)(sy+) + Aw == o, [17] 

. 4 JlpJlrS + iwCp+aXr+/J)s + Xw = o, [16] 

. 5 JlpJlrS + iw(p-ha)(r-Hy)s + i(s+d) « o, [16] 

VI V « JlpJlrS + ii4(Jlp+xu)(r+i») + X(p+a) Ä 0, [IT] 

VI VI 8 JlpJlrS + i«ß2 = o, [16] 

. 4. JlpJlrS + iK(S+7)u + X = O, [15] 

• 5 JlpJlrS + jKSU + X SS O, [14] 

VII VI 3 JlpJlrS + /u(lH-a)u + X = 0, [15] 

. 4 JlpJlrS + /M(p+a)(s-l-y) + X = o , [14] 

. 5 JlpJlrS + i«(.p4^)s + X = o, [13] 

VII VII 3 JlpJlrS + /u(p4^)(r+iJ) + X = 0, [14] 

VUI vm 4 JlpJlrS + ^u == o , 113] 

. 5 , UpHrS + K»^) = o , [1«] 
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* 

IX Vni 4 llpllrs + iw(iH-a) = o, [12] 

X X 5 JZpilrS + /u = o. [11] 

97. Es kano eine Cunre höherer Ordauiig auch drei und mehrere Gruppen paraboli* 
gcher Asymptöteji haben, in deren jeder alsdann eine oscolirende sidi befindet Nach der 
firtthern Bezeichnung ist 

iZpilrllu + /i«Cp-HxKr+i?Xw-l-y)v + Aflj = o 
die allgemeine Gleichung der Curven der 6. Ordnung mit drei Gruppen parabolischer Asym- 
ptoten , und enthalt die gerade nothwendige Anzahl von f |-^ — 3 j Constanten. Es tre- 
ten in derselben ilp^ ilr und Hu ak die drei fünfpunctig osculirenden Parabeln in Evidenz. 

Durch schrittweise Particularisationen dieser Gleichung, die ich jetzt nicht mehr auszu- 
führen brauche, erhalten wir diejenigen einzelnen Fälle, in welchen die Ordnung der Oscu- 
lation der drei, hn Allgemeinen nur fün^unctig, osculirenden Parabeln hüher ansteigt, und 
die wir in folgenden Schema zusammenfassen können. 



VW 


VI VI VI 


VUIVU VI 


X vin vui 


VI V V 


VU VI VI 


IX Vtf VI 

1 


XI vin vni 


vn V V . 


VUIVI VI 


X VU VI 


XU VIU VIU 


VIUV V 


IX VI VI 


XI VU VI 


IX IX VIU 


IX V V 


X VI VI 


XU VII VI 


XXX 


X V V 


XI VI VI 


VU VU VU 


XI X X 


XI V V 


XII VI VI 


viu vHi vm 


XU XU XII. 


XU vv 


VU vn VI 


IX VUIVUI 





Wenn wir in einem beliebigen der vorstehenden Symbole jede der drei durch römische 
ZüTem bezeichneten Zahlen in iswei andere, die, je nachd<»n jene eine gerade oder ungerade 
ist, einander gleich oder um eine Einheit von einander verschieden sind, auflösen und diese 
durch zwei arabische ZiflSern bezeichnen , erhalten wir stets eine mit Rttcksicbt auf die 38. 
und 34. Nummer mögliche Combination ; stets aber eine unmögliche , wenn wir auf gleiche 
Weise ein unter den vorstehenden nicht befindliches Symbol, wie zum Beispiel VI VI V und 
IX IX IX , welche bezüglich durch 333332 und 555444 zu ersetzen sind , behandeln. 

98. Wenn wir die Schluss - Bemerkung der vorigen Nummer umkehren und in einem 
Sdiema möglicher Fälle bei geradlinigen Asympt4>ten eine beliebige Combination nehmen, so 
erhalten wir im Allgemeinen mehrere mögliche Fälle mit parabolischen Asymptoten. Ein 
Beispiel gibt hier die beste Erläuterung. Indem wir in der möglichen Combination 

6355322 
66, 65, 55, 32 bezüglich durch XII, XI, X und V ersetzen , ergeben sich unter den ttbrigeu 
möglichen Fällen auch die folgenden beiden mit drei Gruppen parabolischen Asymptoten : 

Xn X V 2, XI XI V 2. 

Auf diesem Wege tritt uns eine Reihe einzelner Sätze über die Ordnung der Osculaüon pa- 
rabolischer Asymptoten entgegen , ich begnüge mich mit ein paar Einzelnheiten. 

Eine algebraische Cnrve, welche eine Gruppe parabolischer Asymptoten hat, unter denen sich 
(in dem allgemeinen Falle) eine nur .filnfpunctig osculirende befindet, hat ttberdiess nothwen- 
dig noch eine zweite Gruppe solcher parabolischer Asymptoten, unter denen sich eine nur 
fünfpunctig osculirende befindet , oder eine reelle nicht osculirende geradlinige Asymptote. 

Es ist dieser Satz demjenigen analog, dass, wenn nur geradlinige Asymptoten vorhan- 
den sind, eine nicht osculirende immer eine zweite bedingt Aehnlich ist der folgende Satz 
abgeleitet. 

Eine Curve, welche zwei siebenpunctig osculirende Parabeln hat, hat ttberdiess wenigstens 
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f) zwei nicht osculirende, oder 2) eine dreipunctig oficulirende geradlinige As>'inptote, oder 3) 
zwei fünfpunctig, oder 4) eine sechspunctig , oder 5) eine ssweiie siebenpuActig oscuiirende 
parabolische Asymptote, oder endlich 6) eine nicht osculirende geradlinige imd eine fttnf^ 
punctig^ osculirende parabolische Asymptote. 

Weil für eine Curve der n. Ordnung die Combination 

n n n — 1 
unmöglich ist, kann auch eine Curve dieser Ordnung, neben einer 2iq»anctig oscnlirenden 
parabolischen Asymptote keine (2it~l)punctig, (2n— 2)punctig und selbst keine (Sn— 3)pm- 
ctig osculirende haben. Weil ferner die folgenden beiden Combinationen 

n n — 1 fi—l 11—2 n— 1 »—1 »— 1 n— 2 

unmögliche sind , kann eine Curve der n. Ordnung weder neben einer (2ii — l)punctig noch 
einer (2» — 2)punctig oscnlirenden parabolischen Asymptote eine (2» — S)punctig osculirende 
haben. Beispiele geben die vorhergehenden Nummern in hinlänglicher AnsahL 



§. 4. 
Paare reeller oder Imasliittrer parallelen AtymptoteiL» 

99. Den Gang der Untersuchung der vorhergehenden Paragraphen können wir in fol- 
genden Haupt - Momenten zusammenfassen. Es Iftsst sich im Allgemeinen die Gleichung der 
Curven der n, Ordnung unter der folgenden Form schreiben : 

pi2n-i + /wfln-a = O (1) 

wobei die Function p einer geradlinigen Asymptote der Curve entspricht und vollkommen 
und auf lineare Weise bestimmt ist , sobald wir unter den n möglichen Asymptoten-Richtun- 
gen eine einzelne auswählen. Diese Agymptoto kann reell (§. 1.) und imaginür (§. 2.) sein. 
In dem ersten Falle steht sie selbststftndig für sich da, in dem letzten Falle bedingt sie eine 
zweite imaginäre Asymptote und somit hat sie auf die Form der Function ßo.x Binfluss. 
Dadurch werden wir veranlasst statt p ein Product zweier linearen Functionen in der Glei- 
chung der Curve in Evidenz treten zu lassen: 

©^flfn-a + iußn-a ^ O. (2) 

Hierbei ist 6^ immer reell und bezieht sich entweder auf zwei reelle Asymptoten oder auf 
einen Asymptotenpunct Die vorstehende Gleichung behttlt dieselbe Po», wenn wir zu 62 ' 
eine willkührliche Constante hinzufflgen ; wir können sie alsdann auf folgende Weise schrei- 
ben : ß,flfn-a + fl ün-a = O. (3) 

Die Function ß^ entspricht Ellipsen oder Hyperbeln. 

Zwischen den beiden allgemeinen Fällen ist der Uebergangs - Fall dadurch bezdchuet« 
dass die Bestimmung der Function p dadurch illusorisch wird , dass für diejenige Constante, 
von der sie auf lineare Weise abhängt, unendliche Werthe sich ergeben. Dann können die 
Formen (1) und (2) nicht mehr Statt finden. Die Form (3) particularisirt sich in die «nach- 
stehende : i7fl'„-fl + iniin^j «= o , (4> 
indem die an die Stelle von ßi getretene Function 12 nun Parabeln entspricht (§. 3.). 

' Ein letzter, mehr noch untergeordnetor FalU der in Beziehung auf die Bestimmung der 
Function p Statt finden kann und mit dem wir uns im gegenwärtigen Paragraphen zu besdiäf- 
tigen haben , ist derjenige, wo der Werth der eben erwähnten Constanton, von welcher diese 
Function abhängt , unbestimmt wird , weil er unter der Form S erscheint Dann lässt sich 
die Gleichung der Curve auf unendlichmalige Weise auf die Fooneo (1) und (2) bringen, 
viobei, was die letzte Form betrifft, die Function ©^ ein System von zwei parallelen gera- 
den Linien bezeichnet Ein solches Systeip wird alsdann audi dureh die Function i2,, welche 
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von Q2 iivr um eine Constante rarschieden ist , angezei^ , so dass die Gruppe von unend- 
lich vielen Keg^elsclinkten , hier durch unendlich viele Systeme zweier parallelen geraden Li«* 
nien, deren Richtung immer dieselbe bleibt, vertreten wird. Eines dieser Systeme besteht 
aus 2wei parallelen Asymptoten der Curve. Diese können übrigens reell und imaginär 
sein und bei einer neuen Particularisation auch zusammenfallen. 

Hieriiach hätten wir denn alle möglichen Fälle erschöpft, welche eine Curve der ». 
Ordnung in Beziehung auf DoppeUAsymptoten darbieten kann. Die Function ßj in der Glei- 
diuttg (3) bezog sich nach einander auf Hyperbeln und Ellipsen , ein System von sswei reeU 
Jen geraden Linien und einen Punct, auf 'eine .Parabel, auf ein System von zwei reellen 
und %'ou zwei imaginären Parallelen und endlioh auf eine Doppelliaie; die einzigen 
Fälle, welche bei Curven zweiter Ordnung Statt finden können. 

100. In demjenigen Falle, der Gegenstand dieses Paragraphen wetden soll, können wir, 
nach dem Vorbemerkten , 

setzen. Indem wir alsdann, was itn Allgemeinen erlaubt ist, fifa— 3 mit Bw* vartauschen, 
ergibt sich fitr die Gleichung der Curve: 

(p^-A)©«.«. + A'ßn^a == o. (1) 

Es ist A. eine wUlkflhrliche Constante. Denn diese Gleichung geht in die folgende aber 

(p2~V)©„-a + i"'ÄU = O , ^ (2) 

wenn wir X mit X' und demnach fiSia^t mit 

vertauschen. Wir können also zwei solche gerade Linien , welche zu beiden Seiten der ge- 
raden Linie P gleich weit von ihv abstehen , von Vorne herein beliebig annehmen und dann 
diesen entsprechend die Function ^2, bestimmen. Insbesondere können wir, unbeschadet der 
Allgemeinheit, jene beiden geraden Linien in der Linie P zusammenfallen lassen. Dann er* 
gibt sich, indem wir X' verschwinden lassen, folgende Gleichung 

p^0„^. * ^ .Q„l^ = o , (3) 

welche die, einer zn'eimaligen Particularisation der Curve entsprechende, gerade nothwen- 

dige Anzahl von Constanten hat, neulich (-^-^ — - "" ^)' 

Wir können aber audi der allgemeinen Gleichung der flraglichen Curven noch eine andere 
Form geben, welche unserer Absicht, die Natur der unendlichen Zweige zu discutiren, näher 
liegt. Das Qiaracteristische der Form de^ Gleichung (1) liegt überhaupt darin, dass jede |nit 
P parallele gerade Linie die Curve nur in (n— 2) Puncten schneidet, weil zwei Durchschnitts, 
puncto unendlich weit liegten. Bestimmen wir aber X\ was immer auf einzige Weise mög- 
lich ist, dadurch dass 

80 kommt fitr die GleiiAung der Curve, wenn wir alle Accente unterdrücken: 

(p2— X)0„-.. -t- /u(p-t-a)@n-o -H oÜn^^ = 0. (4) 

Dann aber schneidet jede der beiden geraden Linien , welche dem Factor (p^— ^) entepre- 
eben, die Curve nur in (fi— 3) Puncten, weil auf jeder drei Durchschnittepuncte unendlich 
weit liegen. Diese beiden geraden Linien , welche auf einzige Weise bestimmt sind und also 
in ausgezeichneter Beziehung zur Curve stehen, sind zwei parallele Asymptoten der- 
selben. Die vorstehende Gleichung enthält, wie die Gleichung (3), die gerade nothwendige 
Anza|il von Constanten und kann mit derselben AUgemdnhdt als jene den Untersuchungen 
dieses Paragraphen zu Grunde gelegt werden. 

Je nachdem die nun vollkommen bestimmte Constante X positiv oder negativ ist , sind 
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die beiden parallelen Asymptoten reell oder imag^inär. Um diese Fälle zv unterscheiden, luu 
ben wir in den folg^enden beiden Oleichungen k bezüglich darch §^ und ( — l^) ersetjst: 

(P+§)(p-S)0o-a H- i"(p+a)0n-3 + oSin^^ = O , (6> 

(p2+|2)0„^ 4- /£(p-H«)0n-3 + oQn^ = 0. («> 

Der Ueberganps - Fall , in welchem die beiden parallelen Asymptoten susammenfal- 
len, ist durch das Verschwinden von S angezeigt. Diesem entspricht die folgende Gleidiung 

P^ön-a 4- iU(p+«)0n-^ + oß^^^ = O , (7) 

welche , wie die vorstehenden , die gerade nothwendige Anzahl von Constantea hat, nemlid» 

101. Um die Natur einer Curre mit zwei parallelen Asymptoten xa veranschaidicheu, 
wollen wir eine geometrische Gränz-Betrachtung zu Httlfe nehmen. Wir wollen nemlich von 
einer beliebigen Curve mit einem Doppeipuncte ausgehen , luid uns. durch diesen Panct eine 
Reihe von geraden Linien, welche eine gegebene gerade Linie schneiden, gezogen denken. 
Nehmen wir alsdann, ausserhalb der Ebene der Curve, irgend einen Punct beliebig als Pro- 
jections - Mittelpunct an und als Ebene auf welche projicirt wird^ diejenige welche ursprüng- 
lich mit der Ebene der Figur zusammenfallend um die gegebene gerade Linie als um eine 
feste Axe continuirlich sich dreht, so behält im perspectivischen Bilde die Curve immer 
ihren Doppelpunct und die durch denselben gehenden geraden Linien schneiden die gegebene 
immer in denselben Puncten. Der Doppelpunct rückt, bei gehöriger Drehung der Ebene des 
Bildes, immer weiter und wenn zuletzt diese Ebene derjenigen geraden Linie parallel wird, 
welche den Projections-Mittelpunct mit dem ursprünglichen Doppeipuncte verbindet, s# werden 
alle die fraglichen geraden Linien mit der eben genannten , und also auch unter sich , pa- 
rallel : es hat alsdann die neue Curve einen Doppelpunct , welcher nach bestimmter Richtung 
unendlich weit liegt 

Auf jeder geraden Linie , welche durch einen Doppelpunct geht, fallen in diesem Puncte 
zwei Durchschnittspuncte mit der Curve zusammen und nur auf zweien derselben , den bei- 
den Tangenten in demselben , fUlt mit den beiden noch ein dritter Durchschnittspunct zu- 
sammen. Von solchen drei Durschnittspnncten ist einer als demjenigen Zweige, der berührt 
wird , fremd anzusehen und hat auf die Ordnung der Annäherung keinen Einfluss. So ist 
auch in dem Falle , dass der Doppelpunct nach gegebener Richtung unendlich weit gerückt 
ist , eine beliebige gerade Linie , welche diese Richtang hat, keine Asymptote mehr, obgleich 
auf ihr in unendlicher Entfernung zwei Durchschnittspuncte zusammenfallen. Auf jeder der 
beiden Asymptoten fallen solcher Durdiscbnitte drei zusammen, darum aber ist die Annähe* 
rung derselben an die Curve doch nicht von einer hühem Ordnung, als in dem allgemeinen 
Falle einer Asymptote , der keine andere parallel ist, und auf der nmr zwei Durchschnitte in 
unendlicher Entfernung zusammenfallen. 

Wir künnen also sagen , dass eine Curve mit zwei parallelen Asymptoten nach der 
Richtung dieser Asymptoten in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct habe. Wenn die 
beiden parallelen Asymptoten imaginär sind , so ist der unendlich weit liegende Doppelpunct 
ein isolirter , conjugirter Punct der Curve. Wenn insbesondere die beiden parallelen Asym- 
ptoten in dieselbe gerade Lmie zusammenfallen , so nähern sich dieser geraden Linie im All- 
gemeinen zwei Zweige der Curve, um auf ihr in unendlicher Entfernung eine Spitze , einen 
Rfickkehrpnnct, m bilden. 

102. In particulären Fällen können die beiden parallelen Asymptoten einzeln, oder auch 
beide zugleich , mit der Curve einen innigem Contact haben. Wenn auf einer von zwei 
parallelen Asymptoten m Durchschnitte mit der Curve uneidlich weit liegen , so müssen wir 
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den Contact, um die Ordnung^ desselbeii.ln 'Debereiiwtiaiiiutt^ mit de» Frühem sni keveidi- 
nea, eineh (m — ^l)punctigen nenneik Biemach kann, auf jeder der beiden parallelen Asym- 
ptoten, unabhängig von der andern, der Contact von einem gewöhnlichen bis zu einem 
(Ji — ^Dpmetigea ansteigen , wenn n die Ordnung der Curre bezeicbnist und die beiden paral- 
lelen Asymptoten reell sind und nicht zusammenfallen. 

Für die Curven der 4. und 5. Ordnung wollen wir die, den verschiedenen möglichen 
Fällen entsprechenden, Gleichungen zusammenstellen, hierbei aber bloss auf die beiden (a- 
ralleleB Asymptoten Rücksicht -nehmen^ Naeh jeder; Gleickuiig ist die nothwendige Constan- 
ten-Anzahl, vor jeder 'Gleichung, die Ordnung des Contaotes für die beiden parallelen Asym. 
ptetea angegeben. > ^ > . 

Gvrven der 4 Ordnung: 
(p^— S^)qr + A*(p+«)fi 4- X.= 0, 

(»^-!P)fli -fr- Kp-^«) « o. 
• Curven. der« &. Ordnung: 

(p*— 1*)03 -♦• A'(p-»-«)rs •♦• ^w = 0, 

(p^— '^)Öls -H ^(p+£)r8 -4- iw =*=,o^ 

(p2— r)03 -^ Mp+Örs -♦• A(p-i-a) = 0, 

(p2_5?)Ö3 + >(p^a)(p-4.j9)r -h Xcp+y) = o, 

(p*-rlO03 ->• i^(p^lXp+»)r -H Ä(#-*-y) «0, 

(p^— SO-Q« '+ /"(p-Hft) = 0. 
108.' Wir wöIlen^ 80|Ki^h.jni4itni allgemeinen Fom»Bealinuttungen übergehen. Wenn 
eine Curve der n. Ordnung zwei parallele Asymptoten hat, und diese beide nipunctig oscu- 
lirende sind, so erhalten wir, in der Voraussetzung , dass m eine gerade Zahl ist, die foU 
gende Gleichung: 

(p^--g^)[ön-^ '-** C>öo-.4 ->• ' • + tÖft-*«] -h- Mp^«)9«-»-t ^ Ifti-m-. = o. (I) 
Wenn m eine ungerade Zahl ist« ergibt. sich die folgende Gleiehmig: . 

• . . : -♦- tfÄ,^»^ »= •. (2) 

Wem auf den beiden As^mptsften Idie Ordnung der •scidation eine verachiedene ist, auf 
der einen eine mpunctige,* auf der andern eine (mH-m^^m^panctige^ so müssen wir, zum Be- 
huf unserer Form-Bestimmungen, wiederum imteNCheiden #b ai und «i, gerade ^r ungerade 
Zahlen sind. Ist m gerade , so mu^s i in der Gleichung (1) der folgende Ausdruck 

indem er zugleich m Constante 'verliert^ lieh «ö partienlacisiren., dasa er sich, wenn wir 
p=±| setzen, auf den (r— m—i). Grad reducirt Dieser Bedingung entspricht, wenn erstens 
auch mt eine gerade Zahl bedeutet und also m und m beide gerade sind, die folgende Form : 

und wenn m' eine ungerade Zahl bedeutet und i^so m gerade und » ungerade ist, die fol- 
'gende Form: • i!» ,, .;.. \ ; • • : •/ .•; /. .... ,;. .. :.- ■ . •. ^ 

<P*— §')[©ii-« -♦• P©ii-4 + • • -t- y0n-ml + iU(p±D{0a-«-x -4- 1/©n-m-3 -^ • • •*• 9®«-«J 

■fl Xii^p^^ =^ O. (4) 

Wenn femer m und m. ungerade sind, so prtrticularisirt sich die Gleichung (2)^ nach- 
dem sie m Constante verloren hat , in die folgende : 

••.-!- lfl»*-A,-»o=: Oy . (ft> 

iO 
1^ 
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und wens endHch m ufenide md » fenuk iit, kMant: 

In jeder der vorstehenden sechs Glekhuag^en ist die Ansah! der Constanten die gerade noth- 
ifiendige ; sie beträgt : 

104 Wenn die beiden parallelen Asymptoten inuiginflr smd, so kann andi auf ihnen 
der Contact mit der Cvrve n einer hohem Ordnung ansteigen ^ nur daas alsdann fittr beide 
die Ordnung des Contaetes gleich bleibt. Die Gleichungen (8)— (6) verlieren ihre reelle 
Bedeutung , und nur die Gleichungen (1) und (S) können auf den fhiglichen Fall ttbertnu 
gen werden , indem wir | mit lv^ — 1 vertauschejk. 

105. . Wir wollen , filr unsere nächsten Absichten , p und irgend eine andere lineare 
Function ab diejenigen beiden betrachten, von welchen alle flbrigen Functionen abhängen, 
und hiernach voraussetaen , dass in jeder Function Ü der Exponent der höchsten Potena von 
q der Einheit gleich sei. 

Die folgende Gleichung stellt, bei tIbenähUgen Constanten, rine Curve mit nwei paral- 
lelen Asymptoten dar: 

(p»-.52)i?._, + fiü,^ « o. 
Wenn Mir q ^ « setzen, so kommt, vorausgesetst, dass alsdann p nicht auch unoidlich wird, 

On^^ : Sln^ = 1, 
und diese Voraussetzung ist statthaft filr Pvacte der Curve, denn es gibt Ihie Oletdiung 
alsdann 

P = ± 5 /(1-g). 

Zugleich aber sehen wir , dass die Cuiven sich nur bis m einer gewimen endlidMU GrAnxe, 
wenn sie überhaupt unendliche Zweige hat , den beiden geraden Linien 

P ± I =» o 
annähert. Diese beiden geraden Linien werden dann erst Asymptoten der Curve, wenn q 
nur in der (n— 3). Potenn in der Function Sia^% vorkommt Aus folgender Gleichung: 

ergibt sich filr die flraglichen unendlichen Zweige : 

und also, weil hiernach (pTlD unendlich klein wird: 

Die Annäherung ist also der Annäherung an eine gewOhnliehe Asymptote ^eidi« 

Legen wir, unbekttmmert um ttbernählige Constante, 4ie folgende Gleichung au Grunde: 

(pa-5^)ft-. + #<fp+|)i2a^ 4- Äflii—»,« o, (1) 

wobei wir m>m und m>2 nehmen, so linden wir bei gleichem Verfahren: 

(p+l) = x^ = i,-(-^. 

Es stellt aber die Gleichung (1) eine Curve dar, welche awei solche parallele AsynM 
ptoten hat , von denen die erste eine («^3)pnnctig und die aweite eine (m/— 3)pttnctig 
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OMttUreiide kU Be^keiden \6t, ivie bei nkht paraUdea A&ynptoten, die Oninuag der Anna* 
heningf im eine Einbdt geringer als die Aaaahl der in Oscidationspiuicte sidi vereinigenden 
consecutiven Durcilschnitts - Puncte der Curve.und ihrer Asymptote. 

Was die Lage der luendlicken Zweige gegen swei parallele Asymptoten betrifft, so er- 
kennen wir diese aus den letaten beiden Oleichinagen wie in der 4S. Nummer und überhaupt 
verhalt sich hier Alles gerade so, als wenn 9wei gewöhnliche Asymptoten mit ihren unend- 
tfchen Zweigen die parallele Lage angenommen hatten , und um aUe möglichen Lagen zn 
bestimmen , können wir von 2wei parallelea Asymptoten jede y abgesehen von der andern, 
für sidi allein betrachten. 

106. Wenn eine Curve der n. Ordnung xwei parallele Asymptoten und mit einer der- 
sdben einen bloss gewöhnliehen Contaet hat, so hat sie einen Contact derselben Ordnung 
mit jeder beliebigen Hyperbel , wdehe dieselbe Asymptote jku ihrer eigenen hat Eine solche 
Hyperbel schneidet denjenigen Zweig der gegebenen Curve, welcher an der andern paralle- 
len Asymptote sich hinzieht, in nodi einem Puncto, der unendlich weit liegt» aber als ein, 
dem Contacte auf der ersten Asymptote fremder Puoct zu betrachten ist. Die fragliche Hy- 
perbel hängt noch von drei Constanten ab, über die wir wilikührUch gdiieten und dadurch 
den Contact von einem gewöhnlichen su ebem fflnfpunctigen ansteigen lassen können. End- 
lich wird noch, bei Curven der n. Ordnung von besonderer Art, die fünfpunctig osculirende 
Hyperbel durch eine aehrpunctig osculirende vertreten, und hierbei kann der Contact, bei 
zunehmender Particularisation, bis zu einem (te<-*l)punctigen sich erheben. Wir wollen als 
besonderes Beispiel die Curven der dritten Ordnung nehmen und dasselbe, indem wir für die 
Behandlungsweise selbst den allgemeinsten Gesichtspunct wählen, vollständig discutiren. 

Sie allgemeine Gleichung d« Curven dritter Ordnung mit zwei parallelen Asymptoten 
nimmt, wenn wir in ihr nach einander als drei-, vier- und fflnfpunctig osculirende 
Hyperbel diejenige, deren Gleichung die folgende ist: 

(p+5)s + i - 0, (1) 

in Evidenz treten lassen, die nachstehenden Formen an: 

(p-$)((p+l)» + ^1 + ^(p+SXp+«)(p+^) =^ Pt (2) 

(P-I)[(P+§)S + ^] + iu(p+5)2(p+a) = o , (3) 

(P-6)1(P+5)S + X] + fi(f+'ir = 0. (4) 

Diese Behauptung ist ohne Weiteres gerechtfertigt, wenn wir einen Blick auf die Form die- 
ser Gleichungen weifen und die in ihnen vorkommenden Constanten zahlen. 

Die Form der Gleichung (4) zeigt , dass die fragliche Hyperbel (1) die Curve nur auf 
der ersten der beiden Asymptoten 

P + I ~ o, p -^ g = o, (&) 

in unendlicher Entfernung schneidet, und also des fremden Pvictes wegen, der dem, an der 
f weiten Asymptote sich hmziehenden Zweige angehört nicht sechs- sondern nur fünf- 
punctig ostiulirt. In dem Falle der Gleichuhg (S) Ist der Contact ein bloss vierpunctiger und 
der einzige nicht unendlich weit entfernt liegende Onrchschnittspunct befindet sich auf di^ 
geraden linie : 

. . p + « SS o. (6) 

IMIioh ist, in dem Ifalle der Gleichung (2), der Contact ein bloss dreipunctig^ und zwei 
nicht , unei^ich wei^ entfernte Durchschnittspuncte liegen auf den beiden geraden Linien : 

p + a » o, f + ß =^ 0. (7) 

Die Curven dritter Ordnung mit zwei parallelen Asymptoten hangen von 7 Coostanten 

ab. Diese Constanten finden sich in der Gleichung (4) wieder. Diese Gleichung gestattet 

also durchaus keine Particularisation ihrer Form mehr, wenn sie die allgemeine bleibensoll. 
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ie Gleidiiuif (S) muss eine, die ^61eiäiiitt|f (2) swei ttbctvtiilige einstellte eiiMckliMSMiv 
wenn die Gleiekimg^ (1) jede iB<(g^Krhe, bezigUdi' vif r* md' dreipiuietl|^ osculirende, Hyper- 
bel darstellen soll. Diess findet wirklidi Statt. 

Um die Rerleitung der vorstehenden Oleirlmngen (S), (8) und (4) brandicn wir mis hier- 
nach §^ar nicht zu kümmern ; sie sind durdi sich selbst g^erecbtfertigt. Uebrigew crgfibt sieh 
die erste der g^euannten Gleichungen ans der letsten Gkichung^ der 58. Nununer^ indem wir 
in dieser *p mit (p-^'O nnd <^+t) mit <p+|). vertauschen. Und dann ergeben sieh die bet^ 
den letzten dieser drei Gleichungen aus der. ersten. 

107. In der Gleichung (2) kann die lineare Function s mit jeder andern vertauscht 
werden, ohne dass, (»ei gehöriger Bestiiamnng der Gonstanten in ihrem «weiten Gliede, diese 
Gleichung irgendwie sich ändert. Jeder andern Fuuction-Bestimnung entspricht eme andere 
dreipunelig osculirende Hyperbd, welche' die Curve in zfi'ei andern Puncten ichneidct Um- 
gekehrt können wir diese beiden Pnncte willkahrlieh annehmen nnd dadvrdi die Itaeare 
Function s vollkommen bestimmen. Setzen wir insbesondere voraus, dass diese beiden Durch* 
schnittsputtcte. unendlich weit liegen, s& reduciren sich die ersten Theüe der Gleiehungtn (7) 
auf blosse Coustanten, nnd indem wir alsdann q statt s schreiben, kommt: 

<P-§)tf P+5)q + A] + /t4(p+§) == •. ' (8) 

In dieser Gleichung tritt die dritte Asymptote der i'nrve durch die Function ^ in Evidenz; 
diess ist eine noth wendige Pofge unserer Voraussetzung und geht avch aus der vorstehen- 
den Gleichung, die durch das Vel^chwihden von q auf den ersten Grad act reducirt', un-^ 
mittelbar herv<yr. IKese Gleichimg enthält imr noch sieben- Constaitte, die, wenn die Curve 
gegeben ist, vollkommeti bestimmt tind.» 

Die vorstehende Gleichung (8) ki^nnen wir auch unter der nachstehenden Form achreiben : 

(p+?)[(p-S)q+7*}+Kp-5)-o, ' ' (9) 

in welcher oiTenbar die Hyperbel : 

(P-I)q 4-^ = 0, (10) 

als diejenige in Evidenz tritt, welche dte Curve auf- der zweiten der beiden parallen Azyas- 
ptoten (5) dreipunctig osculirt und eu ihrer zweiten Asymptote die dritte Asymptote der 
Curve hat. 

Wir könfien endlich die Gleichungen (8) und (9) auch folgeadergestalt schreiben: 

' (P~5)Kp-v|)q + (^4-A)] + 2iu? «0, <11) 

(p-*-S)I(p^5)q 4- ifi^k)] -.2X^ = 0, 
wobei did beiden Hyperbeln: . ' - 

(p±S)q+ Cu+;) = o, (12) 

als diejenigen hervortreten , welche die Curve auf' der dritten Asymptote ^ dreipunctig oscu- 
lireu und eine der beiden paittllelett Asymptoten der Cmrve zu ihrer aweiten Asymptote haben. 
2um Behuf g(;ometrischer Constructionen wollen* wir die beiden linearen Functionen p 
und q- nun dahin näher bestimmen, das« die erste derselben den kttniesten Abstand des 
Ptfnctes , auf welchen sie he^ögen wird', von der Linie P biMeutet , wonach 2$ der krikrzente 
Abstand der beiden parallelen Asymptoten von einander darstellt; und dass die nweite jener 
btiden linearen Functionen dasjenige Segment bedeutet , welches , auf einer mit den beiden 
parallelen As>inptoten «parallelen geradeii Linie, ^mischen dem bezfigUcben »Pnncte und ^ der 
dritten Asymptote Q liegti Dann ist der constante Inhalt deijenigen drei Dreiecke, -weMn 
von den Asymptoten. Winkeln der drq Hyperbeln (1), (10) und (12) durch ihre Tangenten 
abgeschnitten werden und die \^ir J' J" nnd J^^ nennen W4)lleti , durch die ' folgenden drei 
Consfanten hestimmt : - 

• ± 2X, ±2/*,' ± ^i^+fO. • • - 
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(13) 



llierdiirdi edialten miottohst die beidea Constanten l uAi fi ier atlf emekttn Gleiehiuig 
(ßy ihre geanetrisrhe Bedeutung^. 

Die WerOe dieser beiden Constanten haben abereinsümmende Zeichen , wenn die Carre 
die dritte Asymptote Q awischen den beiden parallelen Asymptoten schneidet ; fällt hii^^e« 
gen dieser Durchschnitt ausserhalb derselben , so haben X. und fi entgegengesetzte Zeichen^ 
Diess ergibt sich auf analytischem Wege eben so leieht, als durch die unmittelbare geome-^ 
trische Anschauung. Denn wenn wir durch p<^ denjenigen Werth bezeichnen , welcher dem 
Burchscbnitte der Cnrvemit der dritten Asymptote Q entsprichl, so gibt^die CUeirhung dir 
Cnr^e, indem wir q gleich, Nali< setzen: 

piö fi — X 

woraus wir sehen, dass, abgesehii vom Zeidien, p^^<S oder p^>$9 je nachdem fi und k im 
Zeichen fibereinstimmen oder nicht- Wir erhalten hiernach den folgenden Satz. 

Der constante Inhalt derjenigen Dreiecke^die yon d^em Asymptoten- 
Winkel einer, die Cur re auf ihrer dritten Asymptote dreipu netig osculi- 
roAden Hyperbel durch eine Tangente abgeschnitten werden, ist entwe- 
der derläumme oder der Differenz des cons tauten Inhaltes der beideii, ron 
den Asymptoten-Winkeln zweier, die CurFC auf ihren beiden parallelen 
Asymptoten dreipunctig osculirenden Hyperbeln durch eineTangente 
abgeschnittenen Dreiecke gleich, je nachdem die Gurve von ihrer drit- 
ten Asymptote innerhalb oder ausseritalb der beiden parallelen Tav- 
genten geschnitten wird. 

Zur geometrischen Constraction der beiden ConstuitenXuBd^t ist es hinreichend, wenn; ausser 
den drei Asymptoten derCurve, noch irgend zwei Puncto detfeelbenl gegeben sind. Wir wollen 
hier fttr diese beiden Puncte den eben bestimmten Bta^chschnittspHnot der Curvaeimit ihrer4ritteil 
Asymptote Q und ilnren Dnrohsehnittspunct mit der Linie P nehmen« Wüi diesen letztem 
gibt die Gleichung der Cunre^ indem wir p glrich Null setzen und den rcsultirenden Werth 
Ton i| durch eine Marke untersdieiden , 

Aus den beiden letzten Olcocbungcn erhalten wir durch Dinsion < 



<..• 



(W) 



— s>-q*'5=/* + i,' 



» I 



•I 



•H 



'l 



aa^ 



and hiernaok 



'1 



•I 1 



f.- 






«"S = 2^, 



* \ 



, p« ^ * 



(16) 



Ich fOge eine Figur hinzu ^. um die geomelrische Bedeutung def' Mzten Iritr- CMeichun- Flg. l. 
gen anschaulicher zu machen. IfO' i*id und H'O" sind die beidtniparalleleii Anya^totcn und 
werden von^der dritten Asymptote) Q -in den beiden Pupcten- Qi «nd-ä'feichtntten. Die 
gerade linie P, welche in der Mitte iwidchen den bm^ pafealldeir Asynqptoten hhidurrhgeht, 
schneidet die Curve dritter Ordliung in don PunetC'^ili. .Wen wir abdann dwcb« 4ieMin 
Puttct eine beliebige (etwa mit der Asymptpte Q paralldf) gerade Linie N'N" legen, so ist 
der Inhalt des resnltirenden Vifveeks M'N"«"G', das iro^ die0er.ynie>und dea drei As^mp«^- 
ten gebildet wird, gleich ± ^fx^kj, also gleich der Difflieren^ oder derSumnfe der beiden 
Ikreiecke J" und ^', je nachdem die Curve. von ihrer dritten As^miptote zwisehe» G' and G" 
gesehnilten wird oder nicht In der Figur habe» wii/den letatemFall in Anschaaung g<^ 
bracht, und 4en fraglichen Durchschnitt S genannt -Diejenige^ gerade Linie, welche die 
Puaete JW und Sh Terbiudet , schneide die erste vder heiden parallelen Asymptoten <5) in* K' 
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upd die meüe in K". KV und K'P sind parallel mit der Asymptote Q gezogen niid da. 
durch auf der Linie P die Puticte P" und F bestimmt worden. Dann ist G'P" und 6"P' und 
endlieb, parallel mit SM/ die gerade linie 6"L' genogen worden. Nacb dieser Constni- 
etion ist: 

JG'EiQ" = — 21 = ^, 

JQB!'Q « ^ « J'\ 

Diese drei Dreiecke haben tlberdiess eine solche Lage, dass ihre dritten Seit^ H'6'\ tt*& 
und L'6" Tangenten dreier Hyperbeln sind , von welchen die beiden ersten (1) und (10) die 
Curve auf einer der beiden parallelen Asymptoten dreipunctig osculiren und die dritte Asym* 
ptote der Cunre auch zu der ihrigen haben , und von welchen die dritte die Curve auf Q 
dreipunctig osculirt und zugleich die erste der beiden parallelen Asymptoten (5) auch zu der 
ihrigen hat Da endlich HO", ro' und L'G' auf der Linie P bezügUdi in P', P' und P» 
halbiri werden, so sind diese drei Puncte diejenigen, in welchen die genannten drei gera- 
den Linien von den drei fraglichen osculirenden Hyperbeln berfihrt werden. 

, Aus der obigen Construction folgt , dass H in der Mitte zwischen P' und P" liegt und 
OPO gleich Vn und MV ist 

An die vorstdiendon Erörterungen schliesst sich die Construction mehrerer Aufgaben am 
So, zum Beispiel, ktfnnen whr eine Curve der dritten Ordnung mit zwei parallelen Asympto* 
ten eonstruiren , wenn diese beiden Asymptoten , auf ihnen das Maass der Annäherung und 
zugleich die dritte Asymptote der Curve gegeben ist (Diese dritte Asymptote braucht, wenn 
nicht die absolute Lage der zu construirenden Curve in Betracht kommt, bloss der Richtung 
nach gegeben zu sein). Denn alsdann sind durch das Maass der Annäherung auf den bei- 
den parallelen Asymptoten die Puncte V und F' bestimmt, folglich auch die Puncto K' und 
K" und der Punci S. Ausserdem ist M, als die Bfitte zwischen P' und P" bestiauit und so^ 
mit die Curve. Unmittelbar erhält man das Maass der Annäherung auf der dritlen Asyn^tote. 

Schliesslich bemerken wir noch , dass nach den Gleidiungen (14) und (15) das Maass 
der Annäherung an die beiden parallelen Asymptoten dasselbe ist, einmal wenn f vevschwini* 
det und also die Asymptote Q von der Curve in der Mitte zwischen ihren Durchschnitten mit 
den beiden parallelen Asymptoten geschnitten wird, das andere Mal wenn p^ unendlich wird, 
und also die Asymptote Q eine dreipunctig osculirende ist Nur liegen in diesen Fällen die 
osculirenden Hyperbeln auf 'verschiedenartige Webe gegen die beiden parallelen Asymptoten. 

108. Wenn in der Gleichung (2) der 106. Nummer die Constante ß insbesondere gleich 
I wird, so ftnt, indem diese Gleichung in die Gleidiuog (3) ilbergeht, ein neuer Durchschnitts, 
punct mit dem Osculationspuncte auf der ersten der beiden parallelen Asymptoten (5) zusam- 
men, wodurdi die Osculation zu einer vierpunctigen ansteigt.' Nehmen wir femer an, dass 
der cjnnige noch übrige Durchschnittspunct nach der Bicbtung der dritten Asymptote Q un^ 
endlich weit li^ , so muss sich (p+a) auf eine blosse Constante reduciren. Dann ist die 
«weite Asymptote der osculirenden Hyperbel , die Linie S , mit Q parallel und indem wir 
demgemäas (q-fr) fflr s sehreiben , wird die Gleichung der Curve : 

(p-ÖKp^^f^y) + ^1 -h it*Cp+5)^ « e- 
Die Bedingung , dass Q eine Asymptote der Curve ist , fordert , dass durch das Verschwin* 

den von q die vontehendo Gleichung auf den ersten Grad sich redudre. Soll diess ge* 

schehp , so muss y gleich (— /u) sein. Hiemach verliert die vorstehende Gleichung eine 

Constante und hat in der fdgendm rorm die gerade notkwaidige Anzahl vopi Constanten : 

(P-5)1(P+I)(q— (") + M + MP+5)* « »• (^'> 

Die Constante X hat dicsdbe Bedeutung bebalten , welche sie in der vorigen Nummer halte ; 
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C^nstanle ju ist derjenige Werth voo q, welciier dem Mittelpuncte der, die Curve auf der 
ersten ikrer iieideo parallelen Asymptoten vierpunctig oscnlirenden Hypi^rbel entspricht 

Wenn wir ^ und j9 wieder in der bisherigen Bedeutung nehmen, so kommt, indem wir 
in der letalen Gleichung nach einander q und p gleich Null setaen: 

?qO--G-^S), 
und hieraus 

Diese Gleichung seigt, dass, wenn wir den Punct C, weldier dadurch bestimmt ist, dass Fig. 2. 
CO «= OS, mit demjenigen Puncto I, welcher auf der Linie P der Asymptote Q viermal nä- . 
her liegt als der Punct H, durch eine gerade Linie verbinden, diese gerade Unie die erste 
der beiden Parallel-Asymptoten in dem Mittelpuncte C der vierpunctig oscnlirenden Hyperbel 
schneidet Dieselbe ger^e Linie schneidet auch die aweite Parallel - Asymptote in dem ge- 
meinschaftlichen Mittelpuncte C" deijenigen Hyperbeln , welche die Curve auf dieser aweiten 
Asymptote vierpunctig osculiren. Denn man erhalt offenbar denjenigen Werth von /i, wel- 
. eher diesem Mittelpun0; entspricht, wenn man in der letatoi Gleichung das Zeichen von i ändert. 

Wir sehen hieraus , wie auch in dem Falle , dass eine Curve dritter Ordnung awd pa- 
rallele Asymptoten hat, die gemeinschaftlichen Mittelpuncte derjenigen drei Gruppen von 
Hyperbeln , welche die Curve auf den drei Asymptoten vierpunctig osculiren ia gerader Li- 
nie liegen. Denn C ist nach dem Satae der dB. Nuauner dieser Mittelpunct auf der Asym- 
ptote Q. Die Construction der Mittelpuncte auf den beiden Parallel - Asymptotmi nach dem 
genannten Satae wird illusorisch, upd wir haben dieselbe direct eonstruirsn müssen« 

Zur' vollständigen Construction der oscnlirenden Hyperbd : 

(pH-5)(q-f*) + ^ =- o, 
können wir statt X auch -denjenigen Punct bestinuaen , in welchem die Hyperbel die Linie P 
oder . die aweite Parallel-Asymptote schneidet In beiden Fällen wird diese Bestiamiung leicht 

109. Indem wir uns au der Gleichung <4) der 100. Nummer: 

(p— l)[(p+5)s + XJ + Mp+Ö' = 0, 
w enden , in welcher eine , die Curve auf der ersten Paralld - Asymptote fllnlipunctig oscnli- 
rende Hyperbel sich darstellt, wollen wir, um auch die dritte Asymptote der Curve in Bvi- 
dena treten au lassen, 

s 5 4| + ^p + y 
setaen , dann ergeben sich , damit die Gleichung der Curve durch das Verschwinden von q 
auf den erat«m Grad sich redudre, aur BestiaHDung der beiden Constanten f und y die fol- 
genden beiden Gleichungen : 

* + M = e,- 
7 + 3/uJ s= o; 
somit konunt: 

s 5 q — Ac(p+3S), 08) 

und die Gleichung der Curve wird: 

(p-5)I(p+S)(q--Mp+«)) + i] + KP+Ö' = •. c 
Aus dar identischen Gleichung (18) fäHt in die Augen , dass augleich 

.s = o, q=*e, »=» — *5, 

wonach die Linie S , die aweüe Asymptote« der HlnQ^unctig oscnlirenden UyferM^ die Asya^ 
ptote Q, in einem Puncto A' aehneidet, welcher, auf entgegengesetaler Seile von der ersten 
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Parallel - Asym^te , so .weit als die zweite Parallel- Asymptote absteht Da überdiess, nacb 
der Torigea Numner, der Mittelpunct CT der fraglichen Hyperbel bekannt ist, so ist die Linie 
S diejenige, welche die beiden Pnncte A' nnd C' verbindet Nach 'einer analogen Constru- 
ction erhalten wir die gcmde- Linie A"C" als die zweite Asymptote derjenigen Hyperbel, 
welche die Curve auf der zweiten der beiden Parallel - Asymptoten (5) fünfpunetig oscnlirt 
Um die fünfpunetig osculirende Hyperbel 

(p+S)(q-i"(p+3a) + X = o , 
wenn die Curre gegeben ist, zu construiren, ist es am einfachsten, statt X^ denjenigen Punct 
D' zu bestimmen , in welchem diese Hyperbel die Linie P schneidet Wenn wir , zur Unter- 
scheidung , diejenigen Werthe von q , n eiche diesem Durchschnitte und dem Mittelpuncte der 
Hyperbel entsprechen q und q nennen , und if^ in der bisherigen Bedeutung beibebalteii , so 
geben die Gleichungen der Curve und der Hyperbel , indem wir p gleich Null setnen : 

|(q -3^1) « — A , 
woraus sich, durch Abziehn , sogleieh ergibt: 

q^ — q - /"5 = jq\ 

80 dass man den gesuchten Punct D' erhadt j indem man D'M ^ i&C macht — 

110. Bs kann eine Curve auch mehrere Paare paralleler Asymptoten haben , dann re- 
duciit sich in ihrer allgemeinen Gleichung die Anzahl der Constanten für jede« Paar um 
zwei Einheiten. Wir wollen als Beispiel die Curven der ft. Ordnung mit zwei Paaren pa* 
rallder Asymptoten nehmen, und die verschiedenen Falle in Beziehung auf die Ordnung dea 
Contactes auf diesen Asymptoten zusammenstellen. Wir wollen hierbei der frühem Bezeichnung 
uns bedienen , und vor jeder Gleichnng die Art des Contactes , nach jeder Gleichung dio 
Anzahl ihrer Constanten bemerken. 

22.22.2 (p^— S?Kq^-"C^)r -h X(^^y(q+ß)H + fiv « o, [le] 

32, . . (p2_|2)(q2_52)r ^ X(p+S)(qH-/!^)s + A*v =» o, [15) 

4t, . . (p?-*H(q*-?Or + A(p-h5)(q-f-/J)s -f ^(p4r) - o, (141 

«. • . (p2— S^>(q*-?^)r+ A(p4^Kp+*Kq+/^ + KpH-y)=«, M 

43, . . (p^-gO(q*-C^)r + A(p+S)(p+«Xq+/?) + Kp+y) « o, [181 

44, . . (p^-SO(q'-C')r 4- A(p»-§2)(q+/J) + |u(p+^) = o , [121 
32,32^ (p*-r)(q^-C')r + X(p+5KqH^)» + fcv « o, [141 

42, . . (p'-5^)Cq^-C^r + l(p^g)(q+ö« -f Kt+T « o, [131 

33, . . (p'-|-)(q^--C^)r + A(p+5)(p+aXq+C) + fiv == o , [131 

43, . . Cp^-PKq^-i^yr + A(p+S)rp+tt)(q+0 + MP+X) =» o, [121 
' 44, : . ; (p^-l')(q^-?2)r + X(p^--5^(q+C) + A*(p+r) « o, [lll 

42^2,2 . (p*-^S^q^-;Or + MpflKq+C)» ^ M « o, [12) 

»3, . . (p'-SOCq'-COr + A(p+a)(p4-<r)(q+0 4- a» « •, [1^ 

43, . . (p2_52)(-q2_52)p ^ A(p+|Xp+«)(q+C) + /* = o. IUI 

44, . . (p2_|2)(,2_;2,p ^ A(p^^{0(q+O + M « 0, [101 

83,83,8 (p^— rXq'— ?')r + A(p-ha)(q-f/J) + iu « o , ft2| 

: 48, . . (p^-r)(q'- 50r + Kf^lX^t^) + ^ = o, [Hl 

44, . 4 (p^~r)(q^-C')r + A'(p+y) = o , UOl 

43.43.3 (p2-g2)(qi^52)r ^. X(p+5Kq+ö + /* =^ o. U^I 
44,44,5' (p'-S»)(q^*-C^)r + /* t= tt. {•] 

Wir haben in dem vorstehenden Schema auf die verschiedene Ordnung der Osculation 
d4riflhiMte, jMeioilkF reellen, Asymptote' kdne besondere Rttcksicht genommen und jedemnal 
niii' den- »Allgemeinstin Fall hervorgehoben, wo diese Ordnung die möglichst niedere ist. 
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Unmöglich sind die den nachgtehenden Combinationen entsprechenden Pille : 

83,M,3 43,33,3 44,42,3 43,43,3 

• * 4 , ..4 ..4 «.4 

• •d «ad »«d «tO 

43,38,3 44,32,3 33,33,2 44,43,2 

• .4 ••4 .«4 ..3 
•5 .«5 ««S ••4 



44,82,3 

. . 4 

. . 5 

42,32,5 

33,32,3 

. . 4 



42,42,4 

33,42,3 

. . 4 

. . 5 

43,42,3 

. • 4 



43,33,2 
. . 4 
. . 5 

44,33,2 
. .3 
. . & 



. . 6 

44,44,2 

• . 3 

. . 4 



• • 5 • • 5 

Es würde uns hier su weit fihren , wenn wir fttr den untergeoirdneten Fall paralleler 
Asymptoten diejenigen Satze entwickeln wollten , nach welchen überhaupt die unmöglichen 
Fälle auszuschliessen sind. Zu diesem Ende mtissten wir die Betrachtungen der 28. und 34« 
Nummer unter den gehörigen Modiilcationen wieder aufnehmen. Es mag uns genügen, im 
Stande zu sein , nach unserer aUgemeinen Methode zu erkennen , ob ein vorgelegter Fall 
möglich oder unmöglich ist, und zwar lediglich dai^us, ob es möglich ist, die demselben 
entsprechende Gleichung unmittelbar hinzuschreiben oder« nicht 

§. -5. 

Doppel • Jisymptoteii« Bertthrimir rwireler reellen oder Imas-intfren vnendlielieii 
Kürei^e* Spitseit erster und ■Mrefter Art in mtendlicKer Entrernmiir* 



111. Wir haben schon in dem vorigen Paragraphen dem mehr particularisirten Falle, dass 
die beiden parallelen Asymptoten einer Curve in eine Doppel -Asymptote zusammenfaUen, 
seine Stelle angewiesen (99). In diesem neuen Paragraphen wollen wir diesen Fall mit 
Ausführlichkeit discutiren. 

Wir bemerken zuvörderst, da^ für alle Zweige einer Curve, welche einer Doppel- 
As>inptote sich annähern, die Ordnung der Annäherung dieselbe ist Denn in den Glei- 
chungen der 103. Nummer hört der Unterschied des Zeichens von £, mit dem Verschwinden 
dieser Constanten, ganz auf. 

Setzen wir in den Gleichungen (1) und (2) der eben angeführten Nummer , welche auf 
den Fall zweier Parallel -Asymptoten, auf deren jeder der Contact ein mpunctiger ist, und 
m einmal eine gerade und das andere Mal eine ungerade Zahl bedeutet , Bezug haben , '§ 
gleich Null, so kommt: 

p^[0n-2 + g0n^4 + • + T0n-«] + ^(p+a)©«-»-! ,+ Ai2n-«-3 = , (l) 

ti&n-^ + P0O-4 +• • + rQn^^+i] +^(p-f«)(p-f/5)0üX-ii.-i + ^(p+y)0n-»-a+<jßn-iE-3=5O. (2) 

In diesen Gleichungen hat sich die Anzahl der Constanten um eine Einheit, nemlich auf 

«(11+3) 



1 . 2 



-(2»-l), 



(3) 



reducirt. Wir können beide in der folgenden mit überzähligen Constanten zusammenfassen: 

p2fln-a + 2/'pi2n— m— I + Aß'n-in— i = 0. (4) 

Dividirai wir diese Gleichung durch ßn-a, so kommt, wenn wir die Function •* Bestimmung 
der 105. Nummer beibehalten und dann niedere Potenzen von q gegen höhere vernachlässigen : 

13 
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« 
p* + 2iupq-("'^') + lq^(™-0 = o. (5) 

Die beiden Wertbe von p , die , bei wachsendem Werthe von q , diese Gleicbung^ befriedigten, 
sind beide unendlich klein , sie ergeben sich sogleich , wenn wir das zweite Glied der vor- 
stehenden Gleichung vernachlässigen ; dann konunt : 

p = ± /(-Aq-C-*)). (6) 

Es hat also die Curve unendliche Zweige , welche der Doppel - Asymptote sich immer mehr 
annähern. 

Der allgemeine Fall einer Doppel • Asymptote ist derjenige , wo m=^. Dann kommt : 

p =^ ± v^(±A).(Tq)-i- 
Dieser Ausdruck zeigt, dass die Ordnung der Annäherung hier nur | und ako der Ordnung 
der Annäherung an eine gewöhnliche parabolische Asymptote gleich ist (87). Das Zeichen 
der Constanten X bestimmt ob, für positive oder negative Werthe des immerfort wachsenden 
q , die entsprechenden Werthe von p reell oder imaginär sind. Die Werthe von p sind im- 
Fig. 3. mer gleich und von entgegengesetztem Zeichen. Also nähern sich der Doppel - Asymptote 
zwei unendliche jtweige gleich stark auf den beiden Seiten derselben; sie ziehen sich nach 
derselben Richtung an dieser Asymptote hin, um in unendlicher Entfernung eine 
Spitze erster Art zu bOden, während, nach entgegengesetzter Richtung , kein unend- 
licher Zweig der Curve an der Doppel -Asymptote sich hinzieht. 
112. Setzen wir 11^=^, so kommt: 

oder pq ± /'—A = o , 

1" ig 4. woraus ^ir sehen , dass alsdann der Doppel - Asymptote P sich vier hyperbolische Zweige 
(Hl und H^, Hj und H*) nähern, die auf den beiden Seiten derselben nach ihrer doppelten 
Erstreckung sich hinziehn und dass die Ordnung der Annäherung gleich Eins ist , wie bei 
einer gewühnlichen Hyperbel. Es können hierbei übrigens die hyperbolischen Zweige sowohl 
alle vier imaginär, als auch alle vier reell sein. 

Es zeigt uns aber der Ausdruck (3) dass, wenn m um Eins steigt, die nothwendige 
Constanten- Anzahl der allgemeinen Gleichung um zwei Einheiten sich reducirt Diess Meiset 
uns darauf hin , dass zwischen dem allgemeinen Falle, wo 7it=2, und dem eben betrachteten 
Falle, wo m=s3, noch ein Uebergangsfall in der Mitte liegt 

Wenn die Gleichung: 

in der zwei gewöhnliche Parallel - Asymptoten in Evidenz treten , in die folgende übergeht : 

(p2_|2)0^_^ + /u(p±|)0n-3 + Aßa-4 = «, 

SO steigt auf einer dieser beiden Asymptoten der Contact zu einem dreipunctigen an. Wenn 
wir §=0 setzen, so rückt immer noch durch das Verschwinden von a ein neuer Durchschnitts- 
punct auf den beiden zusammenfallenden Asymptoten unendlich weit. Dieser Punct gehört 
aber keiner der beiden Asymptoten ausschliesslich an, es steigt anfjeder von beiden 
die Ordnung des Contactes um eine halbe Einheit an, nemlich von § zu 1« 
Die Ordnung der Annäherung ist also hier schon dieselbe als in dem zuletzt betrachteten 
Falle. 

Dem neuen Falle entspricht , dass die Gleichung (5) nachstehende Form annimmt : 

p2 -h 2/upq-* 4- Aq-^ = o. 
Lösen wir diese Gleichung in Beziehung auf p auf, so kommt: 

p = (-iu±/(Ae^-X))q-i, 

oder , pq + 0« + /(Z*^— ^)) = 0. (7) 

Hieraus sehen wir , dass die Annäherung der Curve an ihre Doppel - Asymptote von der 
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ersten Ordmiiig ist, und da« «ek vier liyperbolisclie Zweige dieser Asymptote naivem. 
Diese vier Zweige sind reell oder imaginär , je nachdem 

fi^ — A > o öder ^^ — A < o. 
Wenn , in dem ersten Falle A negativ ist , so erhält das constante Glied in der Gleichung (7) 
2wei*Werthe Von verschiedenem Zeichen und es liegen die vier reellen Zweige, wie in dem 
2U Anfange dieser Nummer betrachteten Falle, der sich bloss dadurch auszeichnet, dass das 
Haas der Annäherung für beide Zweigen - Paare gleich ist Wenn X hingegen positiv ist, 
80 liegen die vier unendlichen Zweige paarweise wie die Zweige derselben H>'perbel. Der 
Fall , dass f^^ — x =z o ^ 

bildet den Uebergang zwischen den beiden Fällea vier reeller und vier imaginärer As^m-^ 
ptoten. Im Allgemeinen sind, bei diesem Uebergangs-Falle, zwei Zweige schon verschwun- 
den und die beiden noch übrigen bilden dann in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter 
Art Die Discussion dieses Falles und. seiner Particularisationen wird später ihre Stelle finden. 

113. Die folgende Gleichung mit überzähligen Constanten: 

ist, indem wir voraussetzen, dass m'>2 und m^>m, die allgemeine Gleichung für Curven 

der lt. Oi'dnung mit zwei parallelen Asymptoten , von welchen die eine die Cnrve mpunctig 
und die andere m^punctig osculirt Setzen wir ^ gleich Null , so kommt : 

p2ß„_a + 2^pfl„_n,-i + ;.ßB-in,-i = O. (1) 

Diese Gleichung stellt also Curven der n. Ordnung dar, welche eine solche Doppel -Asym^ 
ptote haben, welche aU daraus hervorgegangen sich darstellt, dass zwei parallele As}7tt- 
ptoten, von denen die eine eine mpunctig und die andere eine mpunctig osculirende war, 
zusammengefallen sind. Auf jeder von solchen zwei Asymptoten liegt ein Punct, welcher dem 
an der .andern «ch hinziehenden Zweige angehört, unendlich weit, auf beide zusammen 
koBunen also nicht (m+>R' + 2), sondern nur (m+m/) unendlich weit entfernte Durchschnitts- 
puncte. Eine mit der Doppel - Asymptote zusammenfallende gerade Linie schneidet die Curve 
in (m^+1) unendlich weit entfernten Puncten; eine zweite, solche gerade Linie schneidet dieCun^e 
zwar auch in einer gleichen Anzahl solcher Puncte, unter diesen sind aber nothwendig (m^ — m) 
der obigen (m^-t-1) Durchschnittspuncte enthalten, und die Zahl der neuen Durchschnitts- 
puncte beträgt nur (m + 1). Wir erhalten also wiederum, wenn wir auch hier noch zwei ab- 
ziehen, (mr^-m) als die Anzahl der auf der Doppel-Asymptote unendlich weit liegenden Puncte. 
Wir können, um die Gleichung (1) zu befriedigen, niedere Potenzen von q gegen höhere, 
indem Mir q unendlich gross nehmen , dann jedesmal vernachlässigen , wenn durch diese 
Vernachlässigung p nicht auch unendlich gross wird. Wird p unendlich klein, so hat die 
Curve unendliche Zweige, welche an der geraden Linie P,' als einer Asymptote sich hinzie- 
hen. In der vorstehenden Voraussetzung über m und m^ findet diess jedesmal Statt. Um 
die Ordnung der Annäherung der Curve an diese Doppel- Asymptote P zu bestimmen, kommt: 

p^ + 2iupq^r-') + Aq-(""0 = o, (2) 

und wenn wir diese Gleichung in Beziehung auf p auflösen , ergibt sich : 

p = _^q-(m-i) + ^f^£2q-2(m-.i) _ AqK™'-*)]. (3) 

114. Wenn erstens m?=m^^ so entspricht die Doppel-Asymptote zweien gldchvidpun- 
ctig osculirenden Parallel - Asymptoten und dann kommt: 
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p = ± (-P^q)"""^. (4) 

Je nachdem also m eine gerade oder ungerade Zahl ist , wird dfe Ordnung der Annäherung 
der Curve an ihre Doppel - As3rmptote durch einen Bruch oder durch eine ganze Zahl dar- 
gestellt, wenn wir die Ordnung der Annäherung einer Curve an eine gewlhnliche Asymptote 
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durch die Einheit ausdrücken. In dem Falle , dass m eine gerade Zahl bedeutet , hat die 
Curve eine Spitze erster Art in unendlicher Entfernung ; die Ordnung der Annäherung kann 
von I zu I , I und so fort bis (je nachdem die Ordnung der Curve eine gerade oder unge- 

rade ist) -^^ oder - ansteigen. Hierhin gehört insbesondere der am Ende der 111. Num- 

mer betrachtete Fall , in welchem , weil die Ordnung der Annäherung nur i ist , jeder ud- 
endliche Zweig einer gewöhnlichen Hyperbel, welcher an der Doppel - Asymptote sich hin- 
zieht, zwischen dieser und der Curve liegt, umgekehrt verhält sichs, wenn die Ordnung 
des Contactes eine höhere ist , dann liegt ein unendlicher Zweig der Curve immer zwischen 
der Doppel - Asymptote und einem an ihr sich hinziehenden Hyperbel -Zweige. Wir können 
den Lauf der in Rede stehenden unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise durch fol- 
gende Gleichung darstellen: 

p^qm^i 4. X = o. 

Wenn m eine ungerade Zahl bedeutet , so kann man die Gleichung (2) mit Hinweglas* 
sung des zweiten zu vernachlässigenden Gliedes, auf folgende Weise in zwei rationale Fac- 
toren auflösen: 



T 
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[pq a - (~-X) ][pq ^ + (-X) J == o. 
Diese Gleichung stellt ein System von zwei h>'perbolischen Curven dar, die den Lauf von 
vier unendlichen Zweigen der Curve annäherungsweise darstellen, und mit diesen zugleich, 
je nachdem X negativ oder positiv ist, entweder reell oder imaginär sind. Die beiden h}'per- 
bolischen Curven liegen , in Beziehung auf die beiden Seiten der Doppel- Asymptoten , entge- 

711 — 1 

4. gengesetzt. Je nachdem aber —-^^ eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet, ordnen sich 

die vier unendlichen Zweige der Curve paarweise entweder so zusammen, dass diejenigen 
beiden, welche auf denselben Seiten der Doppel - Asymptote liegen (H^ und Hi , H^ und H^) 
durch das Unendliche hindurch sich fortsetzen und gleichsam nur einen einzigen Zweig biU 
< den , oder so , dass die sich entsprechenden Zweige auf entgegengesetzter Seite der Dop- 
pel-Asymptote liegen (H^ und H2, H^ und Hi).. Letzteres findet Statt in dem zu Anfange der 
112. Nununer betrachteten Falle, in welchem die Ordnung der Annäherung der Einheit gleich 
ist. In untergeordneten Fällen kann diese Ordnung, durch alle ganzen Zahlen hindurch, bis 
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(je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet) -oder—; — anwachsen. 

115. Wenn zweitens m^<2m— 1, so ist das letzte Glied in der Gleichung (2) immer 
noch das Ueber^iegende, es bleibt also in Beziehung auf die Lage der unendlichen Zweige der 
Curve gegen ihre Doppel - Asymptote und die Ordnung der Annäherung, Alles wie in dem 
ersten Falle, in der Art, dass, wenn nt^ gerade ist, eine Spitze erster Art vorhanden ist, 
die Curve aber vier unendliche Zweige hat, wenn m^ ungerade ist. 
Fig. 4— 7. 116. Wenn drittens m> 2i»— l=2m— 1+jf, so können wir die Gleichung (2) auf 
folgende Weise schreiben: 

p(p+2iuq-("~0) + ;q-^("-0-« =: , 
und dann in die folgenden beiden auflösen: 

p - - 2^irr-') , 

p = - I. . q-C«-»)-8 . 

Wir können diese beiden Gleichungen als die Entwicklung d^ beiden durch die Gleichung 
(3) gegebenen Werthe von p ansehen, oder ^ir können auch unmittelbar, um die vorste- 
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hende Gleichung zn befriedigen , einmal das Glied Aq-^C^O*' gegen p und das andere Mal 
p gegen 2^<f-C"*-0 vemac]ila8sigen.> In diesem Falle iiat dieCurve vier vnendliche Zweige, 
nxlche paann'eise zusammengeliOren , und von der geradlinigen Doppel - Asymptote P bezüg- 
lich mpunctig und (]ii+^)punctig oanilirt werden. Wenn m und (»1+^) beide gerade Zahlen 
bedeuten, so haben, je nachdem X eine positive oder negative Grösse ist, die unend- 
lichen Zweige H^ und H2 , H^ und Hi die Lage, wie in der 5. oder der 4. Figur. Weim 
m und (m+^) beide ungerade Zahlen sind, so erhalten wir, je nachdem A eine positive oder 
negative Grosse* ist , den Fall der 6. oder der 4L Figur , in. denen die Zweige H^ und 
H] , H^ und II2 zusammengehdren. Wenn endlich von den beiden Zahlen eine gerade und 
die andere ungerade ist, so erhalten wir die, durch die 7. Figur dargestellte Lage der vier 
Zweige , von welchen der eine H^ entweder mit Hi oder H2 zusammengehört. 

117. Wenn viertens 3ii=2m-~l, so kommt: Fig. 4— 8 

p = (-iM±^/'Gtt^— A))r("^*). 

Die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre Doppel -As>inptote wird also durch eine 
ganze Zahl ausgedrückt , und diese kann von Eins bis zu — ^ oder wenn dieser Ausdruck 

M 

keine ganze Zahl ist, bis zu der unmittelbar kleinem ganzen Zahl ansteigen. Curven der 
fraglichen Art müssen also den dritten Grad nothwendig tibersteigen. 

Die letzte Gleichung stellt mit Berücksichtigung des doppelten Zeichens zwei hyperbo- ' 

lische Curven von derselben Ordnung dar, die reell oder imaginär sein und au<^ zu- 
sammenfallen' können. Wenn 

/«2 — X > 0, ^ 

so sind sie reell und zugleich mit ihnen vier unendliche Zweige der Curve, welche an ihnen, 
als an Asymptoten sich hinziehen. Je nachdem X positiv oder negativ ist, liegen die zwei 
hyperbolischen Curven auf entgegengesetzte oder auf gleiche Weise in Beziehung auf die bei- 
den Seiten der Doppel - Asymptote. Je nachdem ferner m eine gerade oder eine unge- 
rade Zahl ist, liegen die beiden Zweige jeder der beiden hyperbolischen Curven auf der- 
selben oder auf entgegengesetzter Seite der Doppel -Asymptote. Hierdurch sind die folgen- 
den vier verschiedenen Lagen der vier unendlichen Zweige der Curve gegen ihre Doppel- 
Asymfijote bestimm^;. 1) Wenn X positiv m gerade ist/ erhalten wir den FaU der 4. Figur, 
und es gehören die Zweige H^ und Hj, H^ und Hi zusammen; 2) wenn X positiv und m 
ungerade ist , ist die Lage der unendlichen Zweige die vorige , nur gehören H^ und H| , H^ 
und H2 zusammen ; 3) wenn X negativ und m gerade ist, ergibt sich die Lage der 5. Figur, 
in welcher H^ und U2 , H^ und Hi zusammengehören , 4) wenn endlich X negativ und m un- 
gerade ist, liegen alle vier Zweige, H^ und Hi, H^ und H2 auf derselben Seite der Doppel- 
Asymptote. (Fig. 6.) 

Wenn fi^ — X < 0, 

so sind die beiden hyperbolischen Curven, und zugleich mit diesen, die vier unendlichen Zweige 
der Curve imaginär. 



Wenn endlich 



^2 _ A = 0, 



so fallen die beiden hyperbolischen Asymptoten zusammen , indem die Gleidiung (2) in die 
folgende übergeht: 

Um in diesem Falle die Lage der unendlichen Zweige der Curve zu bestimmen / müssen wir 
in der Gleichung der Curve mit den Gliedern der höchsten Ordnung 

(pqn>-i + ^)?qa-2in+l 

auch noch die Glieder der unmittelbar niedem Ordnung zusammennehmen. Wenn wir erwägen^ 
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iaas , fttr immer wachsende Werthe ' von q , das Prodnct M"**^ ^^ Constaaten gleich 
wird, so erhalten wir hiernach folg^eude Gleichung:: 

oder, indem wir ^ 

setzen , und durch q<^~2m dividiren : 

Y^q + 2x(Y+a) == o. 
In dem anleiten Gliede dieser Gleichung verschwindet Y gegta a und somit kommt: 

pq»-» 4- /i = r = ± /(taox) . (4:q>4. 
Der vorstehende Werth für Y zeigt , dass die rollen Puncto der Curve nur nach einer euu 
zigen der beiden Erstreckungen der Doppel - Asymptote P liegen, und dass das Zeichen von 
ax bestimmt , nach welcher von beiden. 

Wir können, zum Behuf der 'geometrischen Deutung, p und q als Parallel -Coordinaten 
construiren und äberdiess, da q jede beliebige lineare Function sein kann, ohne der Allge- 
meinheit Abbruch zu thun, annehmen, dass die beiden Coordinaten -Axen P und Q auf ein- 
ander senkrecht stehen. Fallen wir hiemach von einem Puncto (p, q) der Curve ein Per- 
pendikel auf P , so schneidet dasselbe die hyperbolische Curve Y in einem solchen Puncto, 
dem derselbe Werth von q und irgend ein Werth p, entspricht, der dadurch auf lineare Webe 

bestimmt ist, dass 

P qm-i + ^ — o. 

Ziehen wir diese Gleichung von der vorhergehenden ab , so kommt : 

(p-pOq"»-' = ± /(±2ax) ,(+q)-i, 
mithin (p— pO = ± v^(±2ax) . (Tq)-("»"1). 

Wir sehen hieraus , dass zwei upendliche Zweige der Curve nach derselben Richtung an die 
hyperbolische Doppel - Asymptote sich so an beiden Seiten derselben hinziehen, dass die Ord- 
nung der Annäherung, die (p— pO zum Ausdruck hat , um eine halbe Einheit höher ist, als 
die Ordnung der Annäherung derselben Curveta - Zweige odfr auch der h>'perbolischen Dop^ 
pel-Asymptote an ihre gemeinschaftliche geradlinige Doppel - Asymptote P. Die Annäherung 
der beiden Curven-Zweige unter sich, welche S(p— pO zum Ausdrucke hat, ist ebenfalls von 
der (ßi—i). Ordnung. Es sind von den vier Zweigen der Curve in den Fällen der 5. und 
6. Figur zwei , nach derselben Richtung sich erstreckende, verschwunden und die beiden übri- 
gen bilden in unendlicher Entfernung eine Spitze der zweiten Art« (Fig. 8.) Es findet 
diess Statt, gleichviel ob m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet 

Die unendlichen Zweige der Curve ändern ihre Form, wenn a verschwindet, oder, was 
dasselbe ist, y und fi gleich werden. Daim müssen wir, um den Lauf derselben annäherungs- 
weise darzustellen, zu den beiden Gliedern der Gleichung (5) noch ein drittes von nächste* 
hender Form: ' ' 

welches von der unmittelbar niedem Ordnung ist, hinzunehmen. Hiernach verwandelt sich 
die genannte Gleichung, wenn wir zugleich durch qn-^m-a jividiren, und Y gegen i vernach- 
lässigen , in die folgende : 

y^q^ + 2xyq + * = 0. W 

Lösen wir diese Gleichung in Beziehung auf q auf, so ergibt sich 

. y= |-x±/(x^^J)}q-S 
und also , mit Beibehaltung der frühern Bezeichnung : 

(P-Pi) = {— « ± /(x^-Jjq-™. 
Die Curve hat in diesem Falle im Allgemeinen vier unendliche Zweige, welche paaxueise 
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nsaRnnengfehörend , an der hyperbolischen Doppel-Asymptote sich hinnehen ^ und unter ein- 
ander und mit dieser Asymptote einen Contact haben, dessen Ordnung um eine Einheit höher 
ist, als die Ordnung der Annäherung an die geradlinige Doppel -Asymptote P. Der fragli- 
che Contact ist ein (]it+l)punctiger. Es sind die beiden Paare uneadlieher/ Zweige reell, 
wenn x^ — * > o 

und dann bestimmt das Zeichen von i ob sie auf entgegengesetzte oder auf gleiche Weise 
gegen ihre hyperbolische Doppel- Asymptote Hegen. Sie sind imaginär, wenn 

Ä^ — J < o. 
Wenn insbesondere x^ — J = o , 

so nimmt die Gleichung (0) die nachstehende Form an : 

(yq+x)^ = o; 
und dann mfissen wir wieder zur allgemeinen Gleichung zurückgehen, um den Lauf der un- 
endlichen Zweige zu . bestimmen , und aus jener Gleidiung noch die Glieder vbn folgender 
Form hin;nmehmen: 

und dann kommt, indem wir durch qn-^m-s dividiren und Y gegen a vernachlässigen: 

, (Yq+x)^q + a = o. 

Diese Gleichung gibt : Y = { — x ± y/'i+d)(±^T\ } q-* , 

.und zeigt, dass in dem vorliegenden Debergangs- Falle von reellen zu imaginären unendli- 
chen. Zweigen der Curve, schon zwei der vier Zweige verschwunden sind und die beiden 
übrigbleibenden eine Spitze z^'eiter Art bHden , welche ganz auf derselben Seite der hyper- 
bolischen Doppel-Asymptote Y liegt. Diese beiden Zweige haben mit dieser einen Contact von 
derselben Ordnung beibehalten, die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige unter sich 
und mit der Curve: 

Tq + X = o , 
ist um eine halbe Einheit , zu der (m+$). angestiegen. Die Ordnung jener Annäherung der 
beiden Zweige an einander hat zum Ausdruck: 

■ 2/a . q-'C^+i). 
Erst wenn a verschwindet, steigt, indem die Ordnung der Annäherung an die hyperbolische 
Doppel - Asymptote unverändert bleibt, der Contact der unendlichen Zweige zu einer (m+8)* 
punctigen an (die Annäherung wird von der (m+1). Ordnung). Die Curve hat dann im 
Allgemeinen ihre vier unendlichen Zweige wiedererhalten , die reell und imaginär sein kön- 
nen , wozwischen wieder ein Uebergangs-Fall liegt, in welchem zwei Zweige wegfallen und 
die beiden noch übrigen in unendlicher Entfernung, nach der (m+l). Ordnung sich an ein^ 
ander annähernd, eine Spitze zweiter Art bilden. Auf diesem Wege können wir weiter 
gehen. Wenn überhaupt zwei Zweige in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art 
bilden, so haben sie mit der geradlinigen Doppel - Asymptote P einen Contact, dessen Ordr 
nung durch eine ganze Zahl ausgedrttdLt wird; die Ordnung ihrer Annäherung an einander 
wird aber. immer durch eine grössere und zwar gebrochene Zahl deren Nenner 2 ist aus- 
gedrückt 

Der Gang dieser Untersudhungen ist zur Genüge in dem Vorstehenden angezeigt; wir 
brechen mit der blossen Andeutung hier ab , dass die zuletzt discutirten Gleichuhgen in der 
folgenden Form enthalten sind: 

Y2qft+ 2/uyq»>+ i = o, 
in welcher die hyperbolische Doppel -Asymptote Y auf dieselbe Weise in Evidenz tritt, wie 
in der Gleichung (2) die geradlinige Doppel-Asymptote P. Die Discussion beider Gleichungen 
nimmt ganz denselben Weg. 
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Wir wollen diesen Paragrapben damit beschlieasen, dass wir alle verscUedenen mögli- 
ehen Falle fitr Cunren der 4. und 5. Ordnung ausführlich discutiren. 

118. Für Cunren der 4 Ordnung ergeben sich, wenn wir in den Formen der drei er- 
sten Gleichungen der 102. Nummer $ verschwinden lassen: 

p^rs + iM(:p4-»)t + ^ = 0, CD 

p^rs + iupt + A Ä o, (8) 

p^rs + fif^ + Hr+70 « 0. (8) 

Wir wollen voraussetzen , dass die drei linearen Functionen r, s, t von der Form (f+ttp-f/f ) 
seien. Die erste Gleichung, mit ihren 11 nothwendigen Constanten , entspricht dem Znsam- 
menfollen zweier nicht osculirenden Parallel-Asymptoten, und gibt, indem wir p gegen Con- 
stante und Constante gegen q vernachlässigen , für die, an der Doppel-Asymptote P sich hin- 
ziehenden unendlichen Zweige < 

p^ =±^/(qF/««X±q)-J. 
Die Curve hat also in unendlicher Entfernung eine gewöhnliche Spitze erster Art. 

119. Die Gleichung (2) reducirt sich , bei gleicher Vernachlässigung , und indem wir 
2fi an die Stelle von /i schreiben, auf folgende Weise: 

p2q2 + 2itipq + A s= o 
und zerfällt alsdann in die folgenden beiden: 

pq 4^ ^ ± xTit^^'—K = 0. 
Die Curve hat also in diesem Falle vier unendliche Zweige, welche an den durch diese bei- 
den Gleichungen dargestellten Hyperbeln , dreipunctig osculirend, sich hinziehen. Die Fun- 
ction q ist eine MiUkührliche , und diess wird geometrisch dadurch bedingt, dass die Bestim- 
mung einer bloss dreipunctig osculirenden Hyperbel zwei willkührliche Constante zulässt. 
Jedes Paar der vier unendlichen Zweige der Curve hat offenbar seine fünfpunctig osculirende 
Hyperbel, die wir jetzt in Evidenz bringen wollen* Wenn wir zu diesem Ende 

pq + ^ = y, |u^ — X = 11^, 

setzen, so können wir die Gleichung der Curve (2) auf folgende Weise schreiben t 

(y4-/i)(y— ^) + yp(r+j) + 9p'(Y+o + op' + fp^ = o, (4) 

wobei die einzelnen Glieder so auf einander folgen, dass, ffir die an P sich hinziehenden 
unendlichen Zweige der Curve , jedes spatere Glied ein unendlich Kleines von höherer. Ord- 
nung ist Diese Gleichung wird befriedigt, wenn zugleich 

y = , A*,^ 4- y^p 4- pcp^ + ap'' 4- rp^ = 0, 

woraus ersichtlich ist, dass die Hyperbel y die Curve nur in vier Puncten schneidet, weil 
vier nach der Richtung der Doppel- Asymptote unendlich weit liegen. Von diesen letztem vier 
Puncten kommen zwei auf die Berührung mit jedem Paare der vier unendlichen Zweige der 
Curve. Die Hyperbel iY+fi) schneidet die Curve nur in drei Puncten, weil sie ein Zwei- 
genpaar dreipunctig osculirt und das andere berührt Soll diese Hyperbel jenes Zweigenpaar 
vierpunctig osculiren , so müssen wir <T=r/i setzen , damit es nur zwei Durchschnittspuncte 
gebe, und in dem Falle einer fflnfpunctigen Oculation, muss auch c=/i, genommen werden. 
Hierbei bleibt die Hyperbel (y— /u) eine das andere Zweigenpaar bloss dreipunctig osculi- 
rende; soll sie eine vierpunctig osculirende sein, so muss das zweite Glied in der Gleichung 
der Curve (4) ganz ausfallen; es muss auch das dritte Glied verschwinden, wenn sie fünf- 
punctig osculiren soll. Sind demnach 

y, = 0, ^2 = 0, 

die Gleichungen der beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln , so kommt für die Gleichung 
der Curve: 

^1^2 + ap'(p+7i) = 0. (5) 
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Diese Gleichmif hat die volle, dem vorliegenden FaUe entsprechende Anzahl von Constanten, 
nemlich 10, und findet so in sich selbst ihre Rechtfertigung. 

In besondern Fällen von Curven der 4. Ordnung, kann die Ordnung der Osculation zu 
einer sechspnnctigen ansteigen. Die Gleidiung der Curve geht dann; indem sie eine ein- 
, z i g e Constante verliert , in die folgende aber : 

y,Y2 + ap« = o, («) 

und zeigt , dass alsdann nicht nur eine , sondern dass die beiden füinfpunctig osculirenden 
Hyperbeln des allgemeinen Falles durch sechspunctig oscolirende vertreten werden. . 

Es können die vier, in dem Vorstehenden discutirten, unendlichen Zweige der Curve so- 
wohl reell als imagiiittr sein. In dem Uebergangs- Falle, wo 

verwandelt sich die Gleichung (4) in folgende : 

r^+ yp(Y+d) + pp^(Y+«) + of^ 4- rp« x= o, 
und gibt, bei gehörigen Vernachlässigungen, für die unendlichen Zweige der Curve: 

y2 4- vSf = 0. 
Zwei der vier unendlichen Zweige sind verschwunden, die beiden übriggebliebenen bilden 
eine Spitze zweiter Art auf der Hyperbel Y, in der Art, dass die Ordnung ihrer An- 
näherung an einander und an -diese Hyperbel | beträgt. 

Die obige Gleichung der Curve hat noch zwei überzählige Coilstaiite , um diese fortzu- 
schaffen, brauchen wir bloss 

Y + Jvp 4- §(»p^- = Yo 
zu setzen , und eriialten alsdann für die Curve eine Gieidiuog von folgender Form mit den. 
9 nothwendigen Constanten: 

Yü^ 4- «p + ßf- + yp^ 4- <^p* = o. . (7) 

Wenn insbesondere in der letzten Gleichung a verschwindet , so kommt 

V -4- ßi^^ + yp^ -f «Jp* « o , 
oder , indem wir v^ — ß = /hq setzen , , 

(YoH-/«oP)(yo— i"oP) + yp' + V = o. 
Die Curve bat ihre vier unendlichen Zweige wiedererhalten. Beide Paare dieser Zweige 
werden von der Hyperbel Yq dreipunctig osculirt. Jede der beiden Hyperbeln 

Yo ± /*oP = o 
osculirt ein ZweigenpaaF vier- und das andere dreipunctig und schneidet überdies», hiermit 
in Uebereinstimmung , die Curve nur noch in einem einzigen Poncte auf der geraden Linie : 

^p + y = o. 
Wenn wir auf gleiche Weise, wie in dem frühern analogen Falle , die beiden, ein Zwei- 
genpaar ftinfpunctig osculirenden, Hyperbeln, welche hier auch das andere Zweigenpaar drei- 
punctig osculiren, in Evidenz bringen, so ergibt sich folgende Gleichimg, welche ebenfalls 
die acht nothwendigen Constanten hat : 

Y,Yj + ap» = o.*> (8) 

Die unendlichen Zweige der Curve sind, je nachdem ß negativ oder positiv ist, entwe-, 
der alle vier reell oder imaginär. Wenn j^ verschwindet, wird die Gleichung der Curve 

Yo- -h yp^ + V = «• 
Die Curve hat alsdann von ihren unendlichen Zweigen wiederum zwei verloren, und die 



*) Weil die beiden Hyperbeln Y^ und Yj sich dreipunctig bsculiren, und demnacb \\ die Form 
(y,+ftp-f-/Jp*) hat, kominen auf das Glied Y^Yi nur 5+2=7 Constante. 

14 
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beiden abrij^bleibenden bilden eine Spitse zweiter Art, and haben onter einander und mit der 
Ii>'perbel Yq einen Contact von der Ordnung^ j. Die letzte Gleichung sddiesst die nothwen- 
dig^e Anzahl von Constanten in sich ein, nemlich 7. 

r _ 

Weiter können wir hier nicht partieularisiren , denn , wenn aas der letzten Gleichnng 
auch das Glied yf^ ausfällt , löset dieselbe in die Gleichlingen zweier reellen oder imaginä- 
ren Hyperbeln sich auf. 

120. Die Gleichung (3) der 118. Nammer : 

p*rs -f jwp^ -f A(p+Ä) = o , (3) 

entspricht dem Znsammenfallen zweier osculirenden Parallel - Asymptoten. Hier ist die An- 
näherung der Curve an ihre Doppel.As>inptote, wie in dem Falle der vorigen Nummer, von 
der ersten Ordnung. Wir können diese Gleichung zunächst unter der folgenden Form 
schreiben : 

(P^+i"/)(p^— i"f) + vp(pq+<0 -4- pp^Cpq-H) + ffp' + rp« = o , 
welche sich von der Gleichung (4) der vorigen Nummer nur dadurch unterscheidet» dass pq 
an die Stelle von Y getreten ist. Die Curve hat demnach zwei solche unendliche Zweigen- 
paare, für welche das Maass der Annäherung dasselbe ist; nnr liegen diesel- 
ben» wegen des entgegengesetzten Zeichens von /U/, entgegengesetzt in Beziehung auf die 
Doppel -As>inptote P. Die letzte Gleichung können wir wiederum, am die beiden fflnfpun- 
ctig osculirenden Hyperbeln in Evidenz treten zu lassen , folgendergestalt schreiben : 

^i Yz + <yp*(p+«) = o ; 
sie schliesst , aych in dieser Form , die 9 nothwendigen Constanten ein. 

Wenn n verschwindet , so werden auch hier die beiden fittnfpunctig oscnlirenden Hyper^ 
,beln durch sechspunctig osculirende vertreten. ^^ 

121. Wenn wir in den letzten sechs Gleichungen der 102. Nummer S gleich Null setzen, 
erhalten wir die folgenden: 

p203 4- /«(p-4-a)rs + Xw = 0, (1) 

p203 4- /uprs + Ä,w = o, , C2) 

p'03 + /«prs 4- A(p-H») = o , (3) 

P'®3 + iM(p-HßKp4-/J)r + ^(p+y) = o, (4> 

P^®s + iMp(p+«)r + A(p+y) = 0, ^ (5) 

t^ik + /^Cp-H»l « o. * (6) 

Diese Gleichungen entsprechen dem Zusammenfallen zweier parallelen Asymptoten , die 
mit der Curve in den verschiedenen möglichen Ordnungen der Annäherung stehen. In dem 
Falle der ersten und letzten Gleichung , die dem Zusammenfallen zweier gewöhnlichen und 
zweier vierpunctig osculirenden parallelen Asymptoten entsprechen, bildet die Curve eine Spitze 
erster Art ; die Ordnung der Annähentng der beiden Zweige an einander and an die Doppel- 
Asymptote beträgt bezüglich } und |. In dem Falle der 4. Gleichung sind zwei dreipunctig 
osculirende parallele As>inptoten zusammengefallen, und wir erhalten zwei Paare gewöhn- 
licher hyperbolischer Zweige, die entgegengesetzt in Beziehung auf die beiden Seiten der 
Doppel . Asymptote liq^en und fUr welche das Maass der Annäherung dasselbe ist Die Ord- 
nung der Annäherung ist dieselbe wie bei einer gewöhnlichen Asymptote (114). Die 3, Glei- 
chung endlich entspricht dem Zusammenfallen einer gewöhnlichen und einer vierpunctig oscu- 
lirenden parallelen Asymptote; und stellt eine Curve mit vier immer reellen unendlichen 
Zweigen dar, von welchen zwei mit der Doppel - Asymptote einen Contact der zweiten und 
zwei einen Contact der ersten Ordnung haben. Die Gleichungen der beiden hyperbolischen 
Asymptoten sind: 

pq + A* == o, pq* + X« = 0, 
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und die Lage der unendlichen Zweige gegen die Doppel-Asymptote ist wie in der 7. Figur. (116.) 
in dem Falle der vorletzten Gleidiung, wo eine vierpunctig mit einer dreipunctig osculiren- 
den Parallel -Asymptote jnisammenßHIt, ist wiederum eine Spitze erster Art voriianden und 
die Ordnung der Annäherung beträgt hier, wie in dem letzten Falle, |. (115.) 

122. Hiemach bedarf nur noch die zweite Gleichung » die,, wenn wir ^ in ihrem zweiten 
Gliede 7« durch 2/u ersetzen, die folgende wird : 

p2©3 + 2iup@2 + Aw « , (1) 

einer ausfShrlichem Discussiou: Die entsprechende Cnrve hat, im Allgemeinen, vier unend- 
liche Zwdge, die an der Doppel - Asymptote P sich hinziehen. Diese Zweige haben mit der 
Doppel - Asymptote einen gewöhnlichen (zweipunctigen) , und, paam^eise, mit den durch fol- 
gende Gleichung 

p2q2 + 2/ipq + X = (Pl+^'XPI+O «= o 
dargestellten beiden Hyperbeln einen dreipunctigen Contact Je nachdem der Ausdruck (iu-—;i) 
positiv oder negativ fst , sind die in Rede stehenden vier unendlichen Zweige reeU o^er 
imaginär.^ 

Wenn insbesondere fi^=X und also asa , so können wir , indem wir Functionen von der 
Form 

1 4- ap H- ßf^ 4- yp^ 4- ... 4- .^pn , 
der Kürze halber durch (pn bezeichnen, die Gleichung der Curve auf folgend^ M' eise schreiben : 

(pq+^t)2s + x(pq4-/M)y'8 + ^95 = o; 
oder, indem wir pq + /tt = y -^ 

setzen, auch folgendergestalt : 

y^s 4- 2xY(p^ + ^95 = o. * (2) 

Um den Lauf der unendlichen Zweige der Curve aanähermgsweise darzustellen, ergibt sich 
die nachstehende Gleichuns:: 

y- 4- 2xyq-' + eq-' = o, 
welche, weil wir das zweite Glied gegen das dritte ohne Weiteres vernachlässigen können, 
sich auf folgende: 

reducirt und y = + /-+(> (±q)~; 

gibt. Es hat also die Curve in unendlicher Entfernung auf der Hyperbel y eine Spitze 
zweiter Art Die beiden Zweige, welche die Spitze bilden, haben unter sich und mit 
einem, durch das Zeichen von g bestimmten. Zweige der eben genannten Hyperbel einen 
Contact von der Ordnung §. (117.) Die Gleichung (2) enthält 17 Constante und unter die- 
sen zwei überzahlifl^e , denn die neue Bedingung /u^=>t reducirt die 16 Constanten der Glei- 
chung (1) auf 15. Diese beiden äberzähligen Constanten kommen auf die wiUkührliche An- 
nahme der Function q; welche in kemer Beziehung zur Curve steht. Wenn wir insbeson- 
dere annehmen, dass die Linie Q eine Asymptote der Curve sdn soll, so reducirt sich der 
Exponent der Function (f>s um zwd Emheiten und wir erhalten alsdann die folgende Glei- 
chung mit der gerade nolhwendigen Anzahl von Constanten: 

y^s -h 2x(pzY + Q(p3 = o.' 
Dass aber die Function q wiHkührlich von Vorne herein angenommen werden kann, wird 
geometrisch dadurch bedingt, dass die Hyperbel y von den beiden unendlichen Zweigen der 
Curye nur nach der Ordnung | oscnlirt wird , und folglich jede beliebige Hyperbel , welche 
die Hyperbel y nach der zweiten Ordnung (dreipunctig) oscdirt , zu der Curve in gleicher 
Beziehung steht. 

Wir können auch die folgende Gleichung : 
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Y^s -f- 2xp2(H.ap)ir + (»9s = o, (3) 

welche 15, und unter diesen keine willktihrlichen Constanten enthält , anstatt der letzten 
Gleichung:, für die allgemeine Gleichung solcher Curyen der 5. Ordnung nehmen, welche eme 
nicht osculirende Doppel - A8>inptote P haben und deren, an dieser Asymptote sich hinnehen- 
den , Zweige unter sich in einem mehr innigen Contacte , als eine blosse Berührung ist, 
stehen. *) ^ 

Die Natur der unendlichen Zweige ändert sich schrittweise, wenn in der Function 9s 
der letzten Gleichung das constante Glied und die niedrigsten Potenzen von p ausfallen. 
Schreiben wir demnach , um zugleich alle particulären Fälle hervorzuheben, diese Gleichung 
folgendergestalt: 

Y-s -4- 2xp^(l+ap)y H- ^p^qps— h = o, 
so ergibt sich für die unendlichen Zweige: * 

y2q -•- Äxp^F -t- ppfa === o; 
indem wir* annäherungsweise q = — /<p~^ setzen , kommt : 

Y^ — 2x^p'^Y — p/iph+i = o, 

und hiemach Y « x/<p* ± ((«/*) V'^'C^."?*^'*^*) *• 

So lange A<3, reducirt sich diese Gleichung auf : 

1^= ±((»/*P*^^0!; 



*) Da die Form der Gleichung (3) den nachfolgenden Betrachtungen zu Grunde gelegt wird, scheint es 
mir angemessen, die Behauptung des Textes, ungeachtet sie in sich selbst ihre Rechtfertigung fin- 
det, dadurch zu bestimmen, dass wir unmittelbar zeigen, wie die Gleichung (2), welche wir unter 
folgender Form schreiben können: 

Y«s + 2^flfr + rpY + 2*pXV+(fp) + (>ty)5 » •, (a) 

in folgende Form verwandelt werden kann: 

Y.S, + 2xp»(yt+(fp) + ^>'5 -a o. {h) 

In der ursprünglichen Gleichung ist: 

» ^ q + yP + «' Y = pq + ^. 

Da jede Hyperbel Vj, welche Y dreipunclig osculirt^ zu der Gurve in derselben Beziehung als V 
steht , so muss die Form (a) im Allgemeinen unverändert bleiben , wenn wir in derselben , nach 
foI|;ender identischen Gleichung mit zwei unbestimmten Constanten: 

Y= y; + «P + /Jp*, 
statt der Function Y* <fti« neue Function V« einfuhren. Es ist offenbar, dass, bei dieser Umformung, 
die beiden letzten Glieder der ersten Gleichung in den beiden letzten der zweiten Gleichung sich 
wiederfinden. ' Die drei ersten Glieder, der Gleichung («) gel>en, wenn wir diejenigen Ausdrucke, 
welche wir in den beiden letzten Gliedern der Gleichung (6) zusammenfassen können, unberück- 
sichtigt lassen , folgende Entwicklung : 

YiH + 2ffpr»(q+e) + 2ft>»Y.q + ««p»q + 2.aar. + rpY. , 
und da 

pq a y — /i, 
sok ommt: 

yi»(s+2/Jp+2«) - 2^(«— a)Y, + (2«<r-2/liU+««+r)pY,. 
la diesem Ausdrucke verschwinden die Goefficienten von Y« und pYi wenn wir über die beiden un- 
bestimmten Constanten (was immer, ohne dass dieselben unendlidi werden, möglich ist) so verfit- 
zen, dass 

er rri a, 2/Mj3 sa 2a(f 4- (T* + 1. 

Setzen wir hiernach, der Kurze halber, 

. + 2j9p + 2a = s„ 
>u^ ergibt sich , was zu zeigen war , ganz einfach : 
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also kommt, wenn k eke ungerade Zahl bedeutet: 

y « ± AQfi) . p - , 

und die Gurve hat vier unendliche Zweige, die, je nachdem c.a positiv oder negativ 
ist y entweder alle vier reell oder alle vier imaginär sind ; wenn aber h gleich Null oder 
gerade ist , kommt 

y = ± /(±?iii).(±p) z\ 

wonach die Curve eine Spitze zweiter Art hat; das Zeichen von gfi bestimmt, auf 
welcher Seite der Doppel - Asymptote P diese Spitze liegt. Wenn endlich ft»5, so kommt: 

Y ^ \ Hfl ± ((x^)Hiffi)^t\ 

M'onach die Curve wiederum vier unendliche Zweige hat, die reell oder imagi- 
när sind, je nachdem der Ausdruck ((x^)^+(>^) positiv oder negativ ist. 

Es ergibt sich auf diese Weise, dass die Curve, wenn ihre allgemeine Gleichung fol- 
gende Formen hat: 

y^ 4- 2jfp2(l+ap)y + C^Vs = o , Ilöl (3) 

y^ 4- 2jfp2(i+ap)y + Qt^n « o , (isj (4) 

y^s + 2)cp»(i+«p)y + Qv^i-^ßt) = o, [iij (5) 

in unendlicher Bntfemung auf der H^^erbel Y eine Spitze zweiter Art bildet. Die Spitzen 
in den Fällen der vorstehenden drei Gleichungen unterscheiden sich durch die Ordnung der 
Annäherung derjenigen beiden unendlichen Zweige, welche dieselben bilden, unter einander 
und an die Hyperbel y. Diese Ordnung ist bezüglich i , i und |^ 

Wenn aber die Gleichung der Curve eine der nachstdienden Formen hat : 

y^s + 2Jfp2(l+ap)y + (»p9)4 « o , [14] (6) 

y^s 4- 2xp2(l4^p)y+ ^p3qp2 =a o, [12]. (7) 

y^ + 2xp2(l+ap)y -f ^p* = O, [10] (8) 

so ziehen sich an der Doppel. Asymptote P, ohne von ihr osculirt zu werden, zwei Paare 
unendlicher Zweige hin. Diese osculiren sich aber unter einander, so wie die Hyperbel y 
bezüglich drei-, vier- und fttnfpunctig. Bei jeder Gleichung ist die nothwendige Con. 
stauten - Anzahl bemerkt. 

123. In dieser und der folgenden Nummer wollen wir die Discussion der vorigen aus 
einem andern Gesichtspuncte wieder aufne^imen und hierbei bloss unser allgemeines Princip 
der Behandlung in Anwendung bringen. 

Wenn die Curve zwei Paare unendlicher Zweige hat , so hat jedes derselben seine , an 
der Doppel - Asymptote P sich hinziehende , ftinfpunctig osculirende Hyperbel. Diese beiden 
Hyperbeln, welche wir durch ys und y, bezeichnen wellen, können wir in der Gleichung 
der Curve unmittelbar in Evidenz bringen, und erhalten alsdann, den Gleichungen (1), (6), 
(7) und (8) entsprechend , als vollkommen äquivalent , die folgenden : 

y,y,s + iT»^(y,+J) + gr^Yi+e) + V + rp* = o, [16] (9) 

YxY,s + Pf^Yt^Sf) + (>pXyi+«p) + op« = o, [141 (10) 

yi Y^ + iTi^y|-<-*p') 4- (»pH^i+q»') ^ o 1 1**^1 (") 

yi^ 4- vp'(Y|+*P') + Qf^Yi « o. [lOj (12) 

In dem allgemeinsten Falle der CUeichung (1) haben die zwei Paare unendlicher Zweige 
der Curve , welche an der Doppel - As>inptote sich hinziehen , einen gewöhnlichen Contact. 
Diejenige Hyperbel also , welche ein Zweigenpaar nach der Richtung dieser Doppel - Asym- 
ptote fttnipunctig osculirt , berührt zugleich das andere Zweigenpaar , so dass sie, weil nach 
dieser Richtung hieben Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, die Curve nur noch in 
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drei Puncten schneidet. Diess tritt aus der Form der Gleichwig (9) nnitteibar hervor, deu, 
setzen wir in dieser Gleichung Yi (oder Y}) gleich Null, so ergibt sich eine Gleichung von 

der Form: V'fs = e« 

Diese Gleichung stellt zwei mit der Doppel - Asymptote zusammenfallende und drei ihr pa- 
rallele gerade Linien dar. Jede dieser letztem schneidet die Hyperbel Yi (oderY,) in einem 
einzigen Puncte. Die beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln haben unter sich einen ge- 
wöhnlichen Contact , weil die von ihnen osculirten unendlichen Zweige der Curve ebenfalls 
unter einander einen solchen Contact haben ; daher ist 

Yj = Yi 4- a^4- ßf + yp- , 
wonach auf Yi Yj nur acht Constante kommen. Somit ergibt sich sogleich 16 als die An- 
zahl der Constanten in der Gleichung (9). Wenn auf einem der von Y] (oder Y,) fünfpun- 
ctig osculirten unendlichen Zweige der Curve ein Punct immer weiter rückt, so wird die 
Function Y] (oder Y^) ein unendlich Kleines der dritten Ordnung , während Yj (oder Y|) 
constant und gleich +a (oder— a) und zugleich s ein unendlich Grosses der ersten Ordnung 
wird. Das erste Glied der Gleichung (9) ist also unendlich klein und von der zweiten Ord- 
nung , von derselben Ordnung als das zweite Glied ; dann steigt diese Ordnung in jedem 
folgenden Gliede um eine Einheit, 

Wenn die unendlichen Zweigenpaare der Curve sich dreipunctig oscnliren, so 
müssen die beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln Y| und Y2 unter einander einen Con- 
tact derselben Ordnung haben , wonach 

Y, = Y, + /?p + rp2. 

Jede (iieser Hyperbeln schneidet die Curve nur in 2 Puncten, weil 8 Durehschnittsponcte, von 
welchen drei demjenigen Zweigenpaare^ das von eben dieser Hyperbel nicht fünfpunctig oscu- 
lirt wird, angehören, nach der Richtung von P unenAlich weit liegen. Diess fordert, dass 
in der Gleichung (9) uocli d verschMipdet , wonach dieselbe, nachdem sie i Constanle ver- 
loren hat, in die Gleichung (10) fibergeht 

Wenn die beiden unendlichen Zweigeupaare sich vierpunctig oscu^iren, so kommt, 
damit auch die beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln unter einander einen vierpunctigen 
Contact haben: 

Y2 = Yi 4- yp2. 
Dann schneidet jede dieser Hyperbeln die Curve nur noch in einem einzigen Puncte, weil 
9 Puncte, von welchen 5 dejn einen und 4 dem andern Zweigenpaare angehören, nach der 
Richtung von P unendlich weit liegen. Indem wir demgemftss in der Gleichung (10) ^=0 
setzen, geht diese Gleichung, nach Verlust zweier Coustanten, in die Gleichung (11) über. 

. Wenn endlich die beiden Zweigenpaare sich fünfpunctig osculiren, so ist die fünfpunctig 
osculirende Hyperbel für beide dieselbe. Sie tritt in der Gleichung (IS), in der sich die 
Constanten- Anzahl wiederum um zwei Einheiten vermindert hat, in Eviienz. Diese Hyper- 
bel kann , ausser dem doppelten Oscnlationspnnete, keinen Punct mehr mit der Curve gemein 
haben. 

' 124. Zwischen den vier, durch die Gleichungen (9)— (12) der vorigen Nummer darge- 
stellten , Falle von Curven mit vier unendlichen Zweigen schalten sich die 4rei , durch die 
Gleichungen (S)— (5) der 122. Nummer dargestellten, Falle von Curven mit einer Spitze 
zweiter Art in der Art ein , dass die Constanten-Anzahl nun schrittweise durch jede Einheit 
hindurch von 16 bis 10 abnimmt Die zunehmende Particularisation kommt also ledigHeh 
auf die zu Ascutirenden unendlichen Zweige. Der Grund, warum für die zwischenliegenden 
Falle die Form der Gleichngen >(9)— (12) illnsorisch wird, wird in den folgenden Andeu- 
tungen ihre Erläuterung finden. 
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Mit Bdbehaltuiig der ohigm Bexeidiniui; ist in der Gleicliuiig (9) : 

indem wir Y durch die nachstehende identische Gleichung einführen : 

Yi + J (öH^P+yp") = Y. 
Hiemach können wir die eben genannte Gleichung , wenn wir , der Kflrze wegen , 

iu^ = — g, laß = - X, iCßH-^r) = - ^, (13) 

setzen y auch auf folgende Form, mit der gerade nothwendigen Anaahl von Constanten, 
bringen : 

(Y^|+xp+Xp*)s + yp2(r+<r) + Q^KY-^sy^ oY + t'p* = o. (14) 

Diejenige Corve der vierten Ordnung , deren Gleidiung : 

y^ 4- 5 + xp 4- ^P* = 0, 

steht hierbei in derselben Beziehung zu den unendlichen Zweigen der Cürve , als fküher das 
System der beiden fiQnfpunctig osculirenden Hyperbeln Yi und Y„. 

Wenn wir von der Form der Gleichung (14) ausgehen , so kdnnen wir nur dann auf 
reelle Weise zu der Form (9) zurückkehren , wenn g negativ ist. Wenn § und 'somit auch 
a verschwindet, so werden, im Allgemeinen , die Werthe von ß und ^^ , als Folge der Glei* 
chungen (13), unendlich und darum kann alsdann die Form der Gleichung (9) nicht mehr 
bestehen. In diesem Falle ergibt sich die Gleichung : 

(y2+»p+ip2)g + vy(Y'^s') + c>p^(^-»-0 + ^Y + ^Y « «» 

als äquivalent mit der Form der Gleichung (3), fttr die allgemeine Gleichung der Curven 5. 
Ordnung mit einer Spitze zweiter Art. Hierbei stellt diejenige , Curve 4. Ordnung, deren 
Gleichung folgende ist: 

y^ 4- xp 4- ;ip* = o, 
und welche selbst eine Spitze zweiter Art hat, den Lauf deijenigen unendlichen Zweige, 
welche die fragliche Spitze bilden, genauer dar, als die Hyperbel Y. 

Wenn auch x==o, so werden die drei Gleichungen (18) befriedigt, wenn wir aso und 
i9^4-4A,=o setzen. Dann können wir also wiederum zu der allgemeinen Form der Gleichung 
(9) zurückgehen, und zwar auf reelle Weise ,^ wenn X negativ ist. — 

AsyKtptoteit der dritten Ordnwdg« *) 

125., In denjenigen Fallen , wo wir der allgemeinen Gleichung der Gurven der ». Ord- 
nung nicht mehr die folgende Form: 

pfl„— , ^- ^ßo-a = 
geben konnten , oder wo diese Form nicht mehr eine einzige und vollkdmmen bestimmte blieb, 
haben wir die allgemeine Gleichung auf He folgende Form gebracht : 

Dadurch lassen wir, statt der geradlinigen Asymptote P, As>inptoten der zweiten Ordnung 
durch dfe Function ^2 in Evidenz treten. Jede besondere Bestimmung über diese Function 
Sil hat uns zu Curven der m Ordnung mit Asymptoten von eigenthfimlich^r Art, namentlich 
zu Curven mit parabolischen Asymptoten und mit Parallel-Asymptoten geführt. Es ist klar. 



*) Wir nennen überhaupt Asymptoten der m. Ordnung solche Curven, welche m geradlinige Asymptoten 
yertreten, nicht aber eine Gurre der im. Ordnung, welche mit der gegebenen Gurre blot» eine oder 
mehrere, jedoch nicht alle, Asymptoten gemein hat. 
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dass der frühere Fall fjferadliniger Asymptoten in #en Falle von Asymptoten der zireiten 
Ordnung einbegriffen ist. 

M'enn wir der allgemeinen Gleichvng der Curven der n. Ordnung auch die letzte Form 
nicht mehr geben können , oder wenn , indem Si^. aufht^rt eine Asymptote der Curve zu sein, 
diese Form unbestimmt wird , so müssen wir uns 2u der nachstehenden Form wenden : 

in welcher dmrch den Factor Si^ Asymptoten der dritten Ordnung in Evidenz treten. Alle 
frühorn Fälle finden wir auch hier wieder. Die geraden Linien und Kegelschnitte, M'elchr 
Asymptoten der Curve il-^ sind , ' sind es auch für die vorliegende Curve der n, Ordiunig. 
Als neue Fälle erhalten wir also nur diejenigen, in welchen die folgende identische Gleichnng: 

^3 E^ pß, -h *s 
nicjit Statt finden kann , oder Statt finden kann, ohne dass p und ß> Asymptoten der Ciirve 
ßs sind. Einerseits particularisirt sich A\t Function ß^ alsdann auf folgende zwiefache Weise: 

ß3 - (p-^+Xq-') + (>(p+ty), (!) 

ß« = P'4- Aq, (5J) 

und die entsprechende Curve der dritten Ordnung, die dann weder gerade Linien noch Ke. 
gelschnitte zu Asymptoten hat, hat entweder semicubi-parabolische Asymptoten, 
oder sie selbst ist eine cubische Parabel und hat nur andere cubischeParabeln zu ihren 
Asymptoten. Andrerseits ergeben sich die folgenden Particularisationeu der Function ßj : 

ßa = p(p2+Aq) + .«, (3) 

^ = p* -f «p + /^, - (4) 

und die entsprechende Curve der dritten Ordnung ist eine Trident-Curve, die neben 
einer geradlinigen Asymptote solche parabolische Asymptoten hat , deren Durchmesser der 
geradlinigen Asymptote parallel sind, oder sie artet in ein System von drei paralle* 
len geraden Linien ans» 

Die hierdurch angezeigten vier neuen Fälle wollen wir nach einander einzeln discutiren. 

Eistet Fall 

Cnryen mit semicubi^paraboUscben Asymptote o. 

126. Die allgemeine Form der Gleichung solcher Curven der n. Ordnung ist, indem 
wir , was im Allgemeinen erlaubt ist , ßo_3 durch ©n— 3 ersetzen : 

ßn = [(p.^+Aq'2) 4- (»(p+cJ)]0o-3 + A*'ß;«a = ö' 

- (p^-fAq2)©„_3 + ^,'o;^ = e. (1) 

Diese Form enthält noch eine überzählige Constante. Denn, ohne weder die vorstehende 
Gleichung selbst noch, ihre Form zu ändern , können wir sie , durch Einführung einer unbe- 
stimmten Constanten x , auf folgende Weise schreiben : 

und wenn wir dann, was immer auf lineare Weise möglich ist, x so bestimmen, dass 

und zugleich, der Kürze halber, 

q -f X = q 
setzen, so ergibt sich: 

ßn = (P'^+Aq2)0„_3 + /u(p+fl)0 „_3 + aßi.-4. *) • (2) 

*) Wir werden in dem Folgenden die venchiedenen Functionen S und Ä als von p an<l q abhängig 
betrachten, und hierbei voraussetzen, dass der Coefficient der höchsten Potenz von. q jedesmal 
gleich Eins sei. 
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Diese Form, welche keine neue Redaction mehr gestattet, enthält 2wei Constante weniger 
als die allgemeine Form der Function des n. Grades, nemlich ( — ^—^ ~~ ^)' ^^^ '^^ ^^ 

allgemeine ffir den in Rede stehenden Fall. 

In dem Falle der identischen Gleichung (1) werden drei geradlinige Asymptoten durch 
die semicubische Parabel: 

p^ + Xq*\ = o , ^ (3) 

vertreten. Diese Parabel behalt dieselbe Beziehung mir Curve , wie wir sie auch , parallel 
mit sich selbst , nach der Richtung der geraden Linie P verschieben (eine Verschiebung, bei 
welcher der Rttckkehrpunct der Parabel diese gerade Linie besehreibt). Eine besondere und 
ausge^ieichnete Beziehung zur Curve erhalt dieselbe indess in derjenigen Lage, wo ihre Glei- 
chung in die folgende übergeht : 

f^ -4- ;q2 ^ o , (4) 

wonach die Form der identischen Gleichung (2) sieh herausstellt 

127. Wenn wir zwei solche Puncte der semicubi- parabolischen Asymptote (3) und der 
Curve S2n betrachten , welche demselben Werthe von q entsprechen und die bezüglichen 
Weithe der Function p durch p und (p-«-n) bezeichnen, so gibt dje Gleichung der Curve, 
verbunden mit der Gleichung der genannten Parabel: 

(3»p--^3«2p+7i')0D-3 -»- M'^n-i = o- 
Wenn wir q, und also auch q^, unendlich gross nehmen, so wird nach der Gleichung (3) 
auch p unendlich gross und zwar in der Art, dass q^ und p^ von gleicher Ordnung sind, 
und wir also p gegen q vernachlass^en können, üflfi alsdann die letzte Gleichung zu be- 
friedigen , können wir auch n gegen p vernachlässigen , weil der Werth von n durch diese 
Vernachlässigung nicht unendlich gross wird ; wir finden alsdann nemlich : 

"" - »p%«^ ~ 3p^ ~ 3Xq - 8;> ^ ^^ ^^^ 

In dem Falle der Gleichung (2) und der semicubi -parabolischen Asymptote .(4), finden wir, 
indem wir jw'ß'n— a durch ^<(p-»-«)0'n-,-3 -»- oßn— 4 ersetzen, auf gleichem Wege: 

3p-cPn— 3 3 ' 3X^ 

128. Ans den analytischen Entwicklungen der vorigen, beiden Nummern ergeben sich, 
die nachstehenden Folgerungen. 

Die durch die Gleichungen (1> und (2) dargestellten Curven der n, Ordnung haben un- 
endlich viele semicubi - parabolische Asymptoten» welche man nach einander alle erhalt, wenn 
man eine derselben parallel mit sich selbst verschiebL Von je zwei solchen Parabeln ist 
auch jede, als Asymptote der andern anzusehen; ein ganz analoger Fall, wie wenn man eine 
gewöhnliche Parabel parallel mit sich selbst und nach ihrer Durchmesser-Richtnng verschiebt 
Unter diesen unendlich .vielen semicubi-parabolischen Asymptoten ist aber immer eine, weU 
che mit der Curve in unendlicher, Entfernung einen innigem Contact hat, und die wir. zur 
Auszeichnung eine siebenpunctig osculirende nennen wollen. Für diese Asymptote, welche 
durch die Gleichung (4) dargestellt wird, ist die Ordnung des Contactes, die nach der vori- 
gen Nummer im Allgemeinen nur 7 ist, bis f angestiegen* 

In. dem Falle eiper gewöhnlichen semicubi * parabelischen As}ni^tote ändert, tiaeb der 
Gleichung (5), 7t sein Zeichen zugleich mit q; die Curve nähert sich also ihrer Asymptote, 
je nachdem /e positiv oderpiegativ ist, beidesmal auf der convexeii oder beidesmal auf der 
concaven Seite« in dem Falle der siebenpunctig oscnlirenden Asymptote i^eigt die Gleichung 
(6) dass n sein Zeichen* Jieibehölt, wenn q das seinige wechselt: die zwei Zweige der Curve 

15 
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srielien sich an den beiden Zweigen dieser Asymptote einerseits an der convexen und andrer- 
seits an der concaven Seite der letztern hin. 

129. Bei Curven mit semicubi-parabolischen Asymptoten, von besonderer Art, kann an 
die Stelle der sieb^npunctig - osculirenden eine mehr als siebenpnnctig osculirende treten nnd 
diese bei Curven der n. Ordnung sich bis su einer Snpnnctig osculirenden erheben. Hierbei 
particularisirt die Curve sich so , dass die (3it — 7) Durchschnittspuncte mit der oscnliretiiden 
Asymptote, welche im Allgemeinen nicht unendlich weit liegen, allmählich unendlich weit 
rücken. Für jeden neuen unendlich weit rückenden Punct, steigt die Ordnung des Contaetes 
um 7, so dass dieselbe für die osculirende Asymptote von f bis (n — J) ansteigen kann. 

In dem Falle einer gewöhnlichen semicubi-parabolischen Asymptote liegen zwei Zweige 
der Curve beide auf den convexen oder beide auf den concaven Seiten dieser Asymptote. 
Rücken wir die Curve, parallel mit sich selbst, weit genug gegen die Asymptote fort, so 
treten beide Zweige der Curve auf die entgegengesetzten Seiten dieser Asymptote hinüber. 
Es gibt hierbei eine Gränze , bei welcher die Ordnung des Contactes ansteigt und je nach- 

dem diese Ordnung —- oder — - — ist , ist in der Gränz - Lage ein unendlicher Zweig der 

Curve schon hinübergerückt und der andere noch nicht: oder es rücken bei dieser Gränze 
beide Zweige zugleich hinüber. 

130. Wir wollen für Curven der 4. Ordnung die verschiedenen möglichen Fälle zusam- 
menstellen und da diese Curven ausserdem immer noch eine reelle geradlinige Asymptote 
haben , auch in Beziehung auf diese die verschiedenen Ordnungen des Contactes unterschei- 
den. Hiernach erhalten wir das Schema der nachstehenden Gleichungen, mit der uothwen« 
digen Anzahl von Constanten, die nach jeder Gleichung bemerkt ist. Von den beiden vor 
jeder Gleichung stehenden Ziffern bezeichnet die erste die Ordnung des Coptactes für die 
semicubi -parabolische Asymptote und die zweite die Ordnung des. Contactes für die geradli- 
nige Asymptote, beidesmal nach der Anzahl der unendlich weit entfernten Durchschnitts- 
puncte. 

7,2 (p^+Aq2)r + iu(p-h«)s + a = o, [12] 

.,3 (p'+^^)r + /w(p+a)(r+/?) + a == o, [11] 

. ,4 (p*+Äq2jr 4- iw(p+a)r -f a ?= o, ' [10] 

8.2 (p'^+Xq^jr + ftit^-hys-) = o, [11] 

9.3 (p^4-Äq-)r + /is == o , [10] • 
.,4 (p'+Aq^)r + Kr+ß:> = o, [9] 

10.3 Cp'-l->q^}r + iwfp-ha) « o, [9] 

12.4 (p'+Aq2)r -4-^11 = 0. [8] 

131. An das Schema der vorigen Nummer knüpfen sich mehrere Bemerkungen an, die 
einer Verallgemeinerung fähig sind. Es gibt keinen Contact einer Cnrve der 4. Ordnung 
und ihrer semicubi-parabolischen Asymptote , welcher von der zweiten Ordnung oder mit 
andern Worten ein elf punct ig er ist. Bei einer Curve der n. Ordnung überhaupt ist jede 

Contact - Ordnung - möglich, wenn wir durch h eine beliebige ganze Zahl bis (3n— 5) be« 

zeichnen , mit der einzigen Ausnahme, dass h nicht gleich (3n— -6) und also die Ordnung des 
Contactes nicht gleich (n— 2) sein kann. Es rücken benn Uebergange von der CHeichung: 

(p3-hXq^i2„_3 +, /u(p+a) «= 0, 
zu der Gleichung: ' (p^+Äq2)ii,-3 -♦• .a « o, 

die letzten beiden Durchschnittspuncte beide unendlich weit ; und dass es keinen Zwischenfall ^ 
gibt folgt daraus, dass die Gleichung der Cnrve hierbei nur eine Constante verliert 
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Der ErkläruDgsgmnd dieses analytischen Resultats ist hier wiederum derselbe als der- 
jenige j den wir dafür erhalten haben , dass eine Curve der ». Ordnung ndben zwei npun- 
ctig osculirenden geradlinigen Asymptoten keine dritte (» — l)punctig osculirende haben kann. 
Nur liegen hier diese drei As>inptoten unendlich weit , dem analog , wie in dem Falle einer 
gewdhnliehen paraboimchen Asymptote zwei geradlinige Asymptoten unendlich weit liegen. 
Es steht also audi hier der Satz der 9. Nummer im Hintergründe. 

138.^ .Die in der yoiletzten Nummer aufgezählten möglichen FlUle kttnnen wir auch aus 
dem allgemeinen Schema für die bei geradlinigen Asymptoten möglichen Fälle in der 29. 
Nummer ableiten; und diess gilt allgemein für Curven von einer beliebigen Ordnung. Wir 
brauchen nur zu diesem Ende die semicubi - parabolische Asymptote , wenn sie bezüglich 

SApunctig , (3h + l)punctig, (3A+2)punctig 

osculirty durch die Symbole: 

hh h h+1 h h A+1 A+1 h 

darzustellen. So kann, zum Beispiel, neben einer lOpunctig osculirenden semicubi - paraboli- 
schen Asymptote, der hiernadi das Symbol 433 entspricht, wenn die Curve bloss von. der 
4. Ordnung ist, weder eine gewöhnliche noch eine vierpunctig osculirende geradlinige 
Asymptote vorhanden sein , weil die beiden Symbole : 

433.2 433.4 

unmöglich sind , sondem die geradlinige Asymptote osculirt immer . dreipunclig y dem Symbol 

433.3 
entsprechend. 

Die eben bezeidbnete SynAoUaations > Weise der osculirenden semicubi - paraboMsehen 
Asymptote ist lAeraUT statthaft, was für Asymptoten nebenher auch noch vorhanden sein mö- 
gen. Beispielsweise will ich die verschiedeneu möglichen Falle zusammenstellen, die bei Cur- 
ven der 5. Ordnung , welche neben einer semicubi-parabolischen Asymptote eine gewöhnliche 
parabolische Asymptote haben, Statt finden können. Wir müssen uns hierfcd erinnern , dass 
eine 2lipunctig osculirende Parabel dem Symbol h h und eine (2&4-l)piinctig osodirende dem 
Symbol A+1 h entspriohtr Vor je^er Gleichung ist «das entsprechende Symbol, nach jeder 
Gleichung die Anzahl ihrer Constanten bemerkt. 

322,32 (p^+itq^Xr^-Hys) + Kv^^Ki^ßH + ^w = o,*) [17] 

»33 + i"(p+oiKrM-r(H-ö) + ^w == |>, [16] 

»43 .....+ iK(p+a)(T2-H)r(s+Ö) + ^w , [15] 

»44 .....+ /«(p-fa)Gr2-HJS) + ^w, [14] 

»54 ...•.+ Mp+«)(r^<rs) + (>(r+/J) = o , [13] 

»56 .....+ ^(p+o)(r2-HFs) + ^, = 0, |12] 

332.32 lp3-hA4«)(r4-%s) + iu(P^'t)(t-f/?) + ?(p+a) » o, [16] 

333.33 (p^+Aq^XrH-asJ + /utu + 9 == o , [15] 
' » 43 .....+ A<(r+^)u + (> =« o , [Id] 

»44 .*....+ fAir^-hoB) + (»w s^ o, [13] 

»54 ,....+ /u(rH^rs) + gCr+ß} == 0, [12] 

»55 .....+ iLi(r^+as} + ^ =0, [11] 

483^ (p^Af^Kr^s) + iM(p+a)u 4-^ = 0, I") 

»43 ..;...+ A«(F+a)Cr+/Jj + ^ s: 0, [13] 

443,33 (pMq^MrM^s) + /«(r^dt) « •, |13] 

iMi m » ■ ■ ' I 

I 

*) Auf (]«n A«8clrack (f^-fttn), welcher eine öbenahlig« ConsUnte ciaschUeisty find nur diej«nig«B 4 
ConsUnUn zu recbaen., Toa welchcu die bezügUdi« Parabel abhängt 
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444,44 (p^+iq*)(r2-Hy8) + ^t « o , [1«J 

,54 + fiCr+ß) « 0, [11] 

544,44 (p*+^2)(r^+a8) + ft(p-l-a) = o , [llj 

555,55 (p*+^^)(^M-cr8) -4- f« = o. [10] 

133. Als letztes Beispiel wollen Tfir die Curven der 6. Ordnim; mit awei Oinippea 
semicubi-parabolischer As3mptoten behandeln, ans hierbei indess auf die symbolische DarstoUuni^ 

der 30 versehiedeoen m^lichen Falle beschränken. Es er|fibt sich hier das folgende Schema : 



328,328 


332,332 


433,433 


332, n 


333,333 


443, > 


933, » 


433, » 


444,444 


4.S3, >» 


443, » 


544, » 


443, » 


444, » 


554. » 


1 444, » 


544, p 


544,544 


544, > 


554, » 


555,505 


554, » 


555, » 


655, » 


555, > 


655, » 




655, » 


666, » 




666, » 







Wir erhalten die Urdnunif der Annabeninn^ der €urve an die durch eines der vorsle* 
henden Symbole bezeichnete semicubi- parabolische As>inptote, wenn wir die drei Ziffern die- 
ses Symbols addiren , von der Summe 5 abziehen und dann durch 3 dividiren. Fir die bei- 
den Asymptoten kann hiemach zugleidi bestehen die Ordnung | mit der Ordnung |, 1 bis 
3| und 4f ; flberdiess die Ordnung 1 mir mit der Ordnung 1, die Ordnung 1^ mit den Ord- 
nungen 1} bis 3| und 4|; 1| mit 1} und 2; 2f mit 2{, 2| und 3; 2| mit 2f ; S{ mit 3^ 
und 3f ; endlich ^ mit 4f 

134. In dem allgemeinen Falle semicubi-parabolischer Asymptoten gibt es ndken der 
einzigen siebenpunctig osculirenden semicubischen Parabel, unendlich viele andere sieben und 
auch achtpunctig osculirende andere Asymptoten der dritten Ordnung. Der Ktlrae 
halber wollen wir uns hier auf Curven der vierten Ordnung besehiliiken. 

Die allgemeine Gleichung der 130. Nummer können wir immer, durch Binffihrung zweier 
überzahligen Constanten , auf folgende Form bringen : 

{p* 4- ^^ 4- p(p+*)jr + it*(p+a)s + <y = o, CD 

und dann treten die durch folgende Gleichung: 

p3 j^ x^2 j^ ^(p+iT) = o , (2) 

bei willktthrlicber Annahme von ^ und ^, dargestellten Curven der dritten Ordnung, als 
siebenpunctig osculirende Asymptoten statt der semicubischen Parabel : 

p* + l^^ — o, 
mit der sie ebenfalls einen siebenpunctlgen Contact haben , in Evidenz. • 

Wir können q immer so bestimmen, dass die Gleichung der Curve nachstehende Form 
annimmt : 

|p' + Iq^ + Kp+')}r + i«(pM^s) = o. (3) 

Dann steigt der Contact der Curve mit ihren Asymptoten (2) zu einem achtpunctigen, 
und da hierbei i noch ttberzählige Constante bleibt, gibt es unendlich viele solcher 
achtpunctig osculirenden Asymptoten der dritten Ordming. Aber im Allgemeinen kennen wir, 
durch keine Bestimmung jener überzahligen Constanten J, den Contact der Curve mit einer 
dieser Asymptoten zu einem neunpunctigen ansteigen lassen. Diess kann nur dadurch gesche- 
hen , dass die, zweite Potenz von p aus dem zweiten Gliede der letzten Gleichung ansrallt. 
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Die F^m dieser Oleidumg, welcke daan folgende wird: 

|p' 4- ^q^ + Kp+«^)}r + |Mg = , (4) 

zeigt, dass es niich dieser Ptarticidarisatioii unendlieh viele neunpunctig oscvlirende 
Asymptoten der drittea Ordnung gibt , weiche , wie früher die achtpunctig oscuUrenden, bei 
wiUktthrlicher Annahme von S durch die Gleichung (2) dargestellt werden. Dann aber be- 
findet sich onter den unendlich vielen neunpnnctig osculirenden Asymptoten eine nehnpun- 
et ig osGuUrende; dieser entspricht eine solche Annahme von c^, durch wekhe die vorste« 
hende Gleichung die folgende Form annimmt; 

jp« + Aq2 H- Qiy^}\v H- i"(p-H«) = o. (5) 

Wenn endlich, durch eine neue Particularisation , die letzte Gleichung in. folgende sich ver- 
wandelt : 

{p^ + Iq^ + f(p+<r)jr + /ti = o, (6) 

so gibt es, unter den unendlich vielen neunpnnctig osculirenden Asymptoten statt einer zehn- 
pvnctig osculirenden eine siwölfpnnctig osculirende. Wir sind auf diesem Wege zu den foU 
genden Resultaten gelangt , fttr die in dem Frtthem noch keine Analogie sich gefunden hat. 
Die Curven vierter Ordnung mit semicubi^parabolischen Asympto- 
ten haben, im Allgemeinen, unendlich viele achtpunctig osculirende 
Asymptoten der dritten Ordnung, aber unter diesen keine neunpunctig 

osculirende. In be sondern Fallen, die nur von ( — ^ 3j Co ns tauten 

abhängen, gibt es unendlieh viele neunpunctig osculirende Asymptoten 
der dritten Ordnung, und unter denselben eine «ehnpunetig osculirende. 
Und endlich kann noch in einem untergeordneten Falle diese zehnpvn- 
ctig osculirende Asymptote durch eine zwOlfpunctig osculirende- ver- 
treten werden. 

Jede der fraglichen Asymptoten der dritten Ordnung hat , wenn sie eine mpunctig oscu- 
lirende ist, mit der Curve einen Contact der ( -^~ )• Ordnung. 

Zweiter FaU. 

Gurveu mit Trident -Curven als Asymptoten' 

186. Die allgemeine Gleichung solcher Curven der n. Ordnung ist die folgende: 

(p{p2+Aq)4-iU)0n-3 + Oil n-^z = 0, (1) 

oder auch die folgende: 

P(p'+^)0n.3 + aft^a = 0, (2) 

wenn wir statt der Trident-Curve eine gewöhnliche Parabel und einen ihrer Durchmesser in 
Evidenz bringen. Aber es ist weder die Parabel noch ihr Durchmesser, und also auch.nicht 
die Trident-Curve, eine Asymptote der Curve. Wir flbefzeugen uns hiervon sogleiük, wenn 
wir die letzte Gleichung unter nachstehenden Formen schreiben : 

Die erste Form zeigt , dass die Gleichung der Curve befriedigt wird , wdm wir q^^oD um) 
p gleich einer endlichen Ojftsse (— jj nehmen. Aus der zweiten Form folgt, dass wir 
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um dieselbe Gleichung^ zu befriedigen , q und p^ als uendlich gross und von derselben Ord« 
nung betrachten können, wonach- alsdann fülr den Ausdruck (p^+Aq) ein Werth sich ergibt, 
der zwar unendlich gross , aber nur von der Ordnung $ ist Der geraden Linie P nähert 
sich hiernach die Curve nur bis auf einen endlichen Abstand , sie bleibt von der Parabd: 

p2 + Aq = o (3) 

ebenfiedls in einer endlichen Entfernung , weil sie von ihr , nach der Richtung ihrer Durdk- 
messer um einen unendlich grossen Abstand , der mit p von derselben Ordnung ist , entfernt 
bleibt Wir sehen hieraus , dass die gerade Linie P , so wie auch die Parabel (3) , nach 
gehöriger Lagen - Aenderung , Asymptoten der Curve der n. Ordnung werden. 

Wir können die gerade Linie P und die Parabel (3) auf unendlichmaUge Weise, paral- 
lel mit sich selbst, verschieben, ohne dass die Gleichung (2) ihre Form . ändert. Führen wir 
nemlich zwei willktthrliche Constanten y und 6 ein , welche durch die Bedingungs-Gleichung : 

^ 4- 2J » o 
mit einander verknüpft sind, so können wir die Gleichung (2), indem wir der Kürze wegen, 

setzen , auf die folgende Weise schreiben : 

(p+r)((P+^H-iq)fl^-o + a i?.-a « 0. 
Setzen wir hiernach, was immer erlaubt ist: 

p + y = p (p+iO^ + Äq s p' 4- Vq', 
so ergibt sich die folgende Gleichung: 

p'(p'^+^'q )0o^ + c/fl'n-» =^ , (4) 

welche , in der Form , genau mit der Gleichung (2) übereinstiimnt 

Die Gleichung (2) enthält noch zwei überzählige Constanten. Die eine derselben fiUlt 
ans, wenn wir in der letzten Gleichung y so bestimmen, dass 

und dann kommt, mit Hinweglassung der überlüssigen Accente: 

Um die letzte überzählige Constante fortzuschaffen , können wir die vorstehende Glei* 
chung, durch Einführung einer neuen unbestimmten Constanten x, auf folgende Weise sdireiben : 

P(PM-A(q+X))9„_3 H- ^t(p+o)0'n^ — Xxp0a^ + (>ß|,-4 = 0, 

und dann x so bestimmen, dass 

A*(p+a)0'n-^ — Xxp0o_3 +pii_^ = iu'p2fl„.^+p'fl„^3 = u'(p2+ys)0.^44-a(p-K)0n-54-pi?n-Ä- 
Hiemach ergibt sich , wenn wir q an dfe Stelle von Cq+x) schreiben , und die Accente un- 
terdrücken : . 

p(p2+Aq)0„«^ + iu(p^ys)0i.^ q (p+O0ii-5 + (>&-€ = •• (») 

Diese letzte Gleichung enthält die nothwendige Anzahl von Constanten, nemlich 

188. \f\t überzeugen uns ohne Mühe davon , dass , wenn wir die Formen der beiden 
Gleichungen (5) und (6) zu Grunde legen , die gerade Linie P eine Azsmptote der bezig^ 
liehen Curven ist, und dass die Parabd, deren Gleichung: 

p2 + Iq = o (7) 

eine Asymptote dieser Curve ist , und zwar, in dem Falle der Gleichung (5), eine beliebige 
aus der Reihe der unendlich vielen vierpunctig osculirenden, und in dem Falle der Gleichung 
(8) die einzige fftnfpnnctig osculirende, welche in dieser Reihe sich beindet 

Auf der geraden Linie P liegten drei Durcbschnittspuncte mit der Curye unenflUch weit 
und doch ist diese gerade Linie nur eine gewöhnliche Asymptote. Die Parabel (7) ist in 
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Falle der Gleichung^ (5) nur eine vierpmictig oscolirende Asymptote, und fai iem Falle 
der Gleiehiui; (6) nur eine l&nfpmictig osculirende , obgleich dnnal fünf md das andere 
Mal sechs DurcksehiiitlSfnicte mit der Cnnre unendlich weit liegen. Hieraus folgt, dass 
sowohl die geradbnige .Asymptote als jede der parabolischen Asymptoten, welche an zwd 
unendlichen Zweigen der Curve sidi hinziehen , ausser der Berührung mit dem einen dieser 
beiden Zweige, auch noch von dem andern derselben, in einem, dieser Bectthrung fremden, 
FuDcte geschnitten werden. Curven mit zwei parallelen Asymptoten haben uns schon ana- 
loge Beziehungen dargeboten. 

137. Es kann in untergeordneten Fallen der Contaet der Cunre mit der geradlinigen 
Asymptote von einem gewöhnlichen bis zu einem (n — l)punctigen ansteigen, und ebenso der 
Contaet mit der parabolischen Asymptote bis zu einem (2n — l)punctigen* Alle zwischenlie«» 
genden Fälle sind möglich und die Ordnungen des Contacts mit der geradlinigen und para- 
bolischen As3wptote beschranken sich gegenseitig auf keine Weise. 

138. Um zu particularisiren , wollen wir zuerst den Fall der Curven 4. Ordnung be- 
trachten. Diese Curven haben nothwendig noch eine zweite geradlinige Asymptote , und in 
der Aufzählung der einzelnen möglichen Falle, wollen wir auch auf dieser zweiten Asymptote 
die Ordnung des Contactes berücksichtigen. Wenn wir, nie in der 82. Nummer: 

p2 + Aq = 17 
setzen und die Ordnung des Contactes der bezilglidien Parabel mit der Curve durch die An- 
zahl der unendlich weit liegenden Puncte , und diese Anzahl durch eine römische Ziffer aus- 
drtieken, so stellt sich das folgende Schema heraus: 

V 2. 2 pJIr + iM(p2+y8) = , [lll 
» » 3 » + /IS CS 0, [10] 
»- » 4 » + iw(r+a) = 0, [9] 
» 3. 2 p JIr + jup^ + crp + p = o , [lOj 

VI 2. 2 pJIr + iuJZ4-op+ ?«o, [10] 
». 3. 3 pi7r + op + ^ = o, [9] 

VII 2. 2 pJIr + iuJZ + p = 0, [9] 
» 3. 4 pHr + ^ « o. [8] 

139. Für die Curven der 5. Ordnung, welche hn Allgemeinen ausserdem noch zwei 
geradlinige Asymptoten haben, ergibt sich das nachstehende Schema, wenn wir auf die mög- 
liche Unterscheidung dieser weiter keine Rticksidit nehmen. 

V 2. 22 pJZrs + A*(p'+yt)u + <r(p+0 = o, [17] 

3. 22 » + /Mp(p+o)u + ow =s 0, [16] 

4. 22 » + /«P(p+«)n + «'(P+O — Oj [15] 

VI 2. 22 p Jlrs H- iu( JI-hyp)tt + ow «= o , [IBJ 
a 22 pil(r»4-x) + iu(p+ft)« + C *= o, [15] 
4. 22 » + ^pn 4- 5 « o, [1^ 

\1I2. 22 pHrs + A^Jlu + ow « 0, [15] 

3. 22 pJI(rs+x) + iM(p^+yt) = o, [14] 

4. 22 » + iwp* + crp + (> = ; [13J 
VIII2. 22 pJIre + fillu + a(p+0 « o , 114] 

» 3. 22 piI(rs+K) + |iil + a(p-f = o , [iS] 

» 4. 22 » + ^xCp+O = 0, [12] 

IX 2. 22 pilrs + fiHn + ? = o, [13] 

» 3. 22 pJl(rB+)e) + /«JZ + ? « o , [12] 

» 4. 22 » -h C =« o. [11] 
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140. Wir kAnnen auch Trident^urven als Asymptoten der Curven der fraglichen Art 
in Evident bringen und jm'ar können Mir in dem allgemeinen Falle jedesmal euie solche' 
Trldent • Cun^e bestimmen , melche mit der gegebenen Curve in unendlicher Entfernung noch 
einen Durchschnittspunct mehr hat, als das System der geradlinigen Asymptote und der 
fiinfpuHctig osculirenden Parabel, und hiernach also mit ihr in einem zehn ponctigen Contact 
steht. Der neue, zehnte Punct kann aber entweder auf der geradlinigen Asymptote oder der 
parabolischen unendlich weit liegen, wonach sich zwei verschiedene zehnpunctig 
osculirende Trident-Curven herausstellen: eijie Relation, die in dem Vorherge- 
henden keine Analogie findet. 

Zur Erläuterung wollen wir zunächst die Curven der 4. Ordnung befrachten, indem 
wir , der Kürze wegen : 

p/I + X = r 
setzen , können wir , bei gehöriger Bestimmung Von m , der allgemeinen Gleichung der frag« 
liehen Curven dieser Ordnung (der ersten Gleichung des Schema's der 138. Nummer) nach 
einander auch nachstehende beiden Formen geben: 

TV +^12 + (jp •♦• ^ = 0, 

rr+A«P^ + Op + ß =as 0, 

Beidesmal hat die Trident-Curve T mit der Curve in unendlicher Entfernung einen zehn- 
piinctigen Contact; in dem ersten Falle aber ist die Ordnung der Annäherung an die beiden 
parabolischen Zweige l und an den hyperbolischen Zweig 1, während in dem zweiten Falle 
die Ordnung der Annäherung an die beiden parabolischen Zweige 1 und an den hyperboJi- 
schen Zweig 2 ist. 

Bei Curven der 4 Ordnung von besonderer Art gibt es eine Trident-Curve , welche mit 
diesen Curven einen elf punctigen Contact hat^ und zwar gibt es hier zwei verschiedene 
Fälle , denen die folgenden beiden Gleichungen , mit 11 Constanten entsprechen : 

Tt + /mJI + or =» Oy 
Tr + /*p + <r «= 0. 
In dem ersten Falle ist die Ordnung der Annäherung an die beiden pand>oliscben Zweige 2 
und an den hyperbolischen Zweig 1 , in dem zweiten Falle an die beiden parabolischen 
Zweige | und an den hyperbolischen 3. Endlich gibt es noch einen einzigen Fall, in wel. 
fbem der Contact ein zwölfpunctiger und die Ordnung der Annäherung für die paraboli-. 
sehen Zweige wie für den hyperbolischen gleich 2 ist. Diesem Falle entspricht die folgende 
Gleichung mit 10 Constanten: 

Tr + «7 = o. 

141, Für Curven der 5. Ordnung erhalten wir das nachstehende Schema, in welchem 
wir vor jeder Gleichung die Ordnung der Annäherung für die paraboKschen Zweige in Klam- 
mern und daneben die Ordnung der Annäherung für den hyperbolischen Zvi'eig bemerkt haben. 
Auf die übrigen an der Trident-Curve sich nicht hinziehenden Zweige haben wir keine Rück- 
sicht genommen. 

Zehn punctig osculirende Trident-Curve. 17 Constanten. 

(3) 1 Trs + /i£(n+7p)u + aw = o, 

(1) 2 Ti-s + /*p(p+a)u + aw = o , 

■ 

£ I f punctig osculirende Trident - Curve. 16 Constanten. 

(S) 1 IVs + (illu + ow = «, 

(I) 2 rCrs+x) + ^(p+;o)u + ? = o, 

(1) 3 Trs + /*p(p+o)u + o(p+0 = «. 
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Zwölfpunctig[ oscidirende Trident-Curve. 15 Constanten. 
(j) 1 Trß + ftllu + a(p+0 = o, 

(2) 2 r(rs+x) + ^(p^+yt) = e, 

(3) 3 r(rs+x) + iupu + C = o. 

Dreizehnpunctig^ osculirende Trident-Curve. 14 Constanten. 
(3) 1 Trs + fÄHu -*- C =a, . 

(1) 2 r(rs+x) + /iJI + a(p+C) = o, 

(2) 3 r(rs+x) + mf^ + of + Q^ 0. 

Vierzehnpiinctig osculirende Trident-Curve. 13 Constanten. 

(3) 2 T(rs4-x) + ^Jl + ? = o, 
(i) 3 T(rs+x) + a(p+Q = o. 

Pttnfzehnpunctig^ osculirende Trident - Curve. 12 Constanten. 
(3) 3 IXrs+x) + C = 0. 

Wir überzeugen uns' leicht, dass überhaupt, bei Curven einer beliebigen n. Ordnung, 
die Ojrdnungen der Annäherung der parabolischen Zweige und des hyperbolischen unabhän- 
gig von einander, jene durdi jede, beliebige halbe, diese durch jede beliebige ganze Einheit 
hindurch , bis zu (n — 2) ansteigen können. 

Dritter Fall 

Curven mit cubi-parabolisclien Asymptoten. 

142. Die allgemeine Gleichung solcher Curven irgend einer n. Ordnung ist, bei über- 
zähligen Constanten , die folgende : 

(p3H7X'q)0n-3 + y'fl'n-» = 0, (1) 

wobei die cubische Parabel: 

(2) 



p3 + Xq = 0, 

eine Curye dritter Ordnung, die mit der gegebenen Curve drei gemeinschaftliche Asymptoten 
hat, vertritt Die beiden Curven schneiden sich nur in (3ii— 6) Puncten^ weil sie in unend- 
licher Entfernung einen sechspunctigen Contact haben. Ohne weder die vorstehende Glei- 
chung (1> noch ihre Form irgendwie zu andern , können wir die lineare Function X q' mit 
jeder andern linearen Function vertauschen und insbesondere auch gleich Null setzen, wobei 
alsdann drei zusammenfallende gerade Linien die cubische Parabel (2) vertreten. Diesem 
entspricht die folgende Gleichung: 

p'^ön-a + yfln-, = o , 
von der wir ausgehen wollen. Diese Gleichung können wir , nach Einführung einer will- 
kührlichen Function kq mit drei unbestimmteh Constanten , auf folgende Weise schreiben : 

(p^-Aq)©,^ + (rfio-a — ^©11-3) = 0, 
und dann, wenn wir den einzigen Fall ausnehmen, dass 

immer auf lineare Weise jene drei Constanten so bestimmen , dass aus dem umklammerten 
Ausdrucke in der Gleichung der Curve diejenigen Glieder , welche q^^S pq""-' und q«"*' ent- 
halten ausfallen, wonach: 

• »fl.«, - Aq©„^3 = iup^fl:.^ + (»pfllL^ + aß;i^, 

16 
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iiad hieruach ergibt sich für die allgemeine Gleichung der fraglichen Curven : 

(pM-^q)0n-3 + /ip(p+«)0n-4 + ffßn-4 = O. (3) 

Die Anzahl der Constanten in dieser Gleichung ist die nothwendige und hinreichende , sie 
beträgt : n(n+3^ __ . 

2 
143. Die durch die Gleichung (3) dargestellte Curve wird von der in Evidenz treten- 
den cubischen Parabel: 

p'rf- Aq = o, <4) 

nur in (3it— 10) Puncten geschnitten , weil lö Durchschnittspuncte unendlich weit liegen. 
Der Contact ist also , indem die Parabel (4) an die Stelle der Parabel (2) getreten ist, von 
einem sechspunctigen zu einem z e h u punctigen angestiegen. Dieses Ansteigen in derOrd. 
nung des Contactes müssen wir noch naher ins Auge fassen. Zuvorderst ist klar, dass die 
neue Parabel (4) wirklich eine Asymptote der Curve ist, denn, um die Gleichung dieser Curve 
zu befriedigen, können wir p^ und q[ als unendlich gross und von derselben Ordnung be. 
trachten ; alsdann kommt : 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Ordnung der Annäherung der Curve an die cubische Para- 
bel (4), wenn wir diese Annäherung nach der Erstreckung der geraden Linie P nel^nen, 
von der Ordnung | ist 

Verschieben wir die cubische Parabel (4) parallel mit sich selbst und nach der Richtung 
von P so , dass für ihre Puncto der Werth von q um irgend eine Constante x abnimmt , so 
hat sie in ihrer neuen Lage nachstehende Gleichung: 

p3 + Ä(q+x) =5 0, <6) 

und wenn wir die beiden für denselben Werth von q aus den Gleichungen (4) und (5) sich 
ergebenden Werthe von p bezüglich durch p und (p+i?) bezeichnen, so kommt: 

und mithin , wenn diese Werthe immer mehr wachsen : 

/9 =« — jXx.p-^ -= ^xAiq^. . 

Dieselbe Parabel bleibt also nach einer Verschiebung der angezeigten Art, in allen ihren ver- 
' . schiedenen Lagen , ihre eigene Asymptote und zwar ist die Ordnung der Annäherung |. 
Wenn andrerseits der Abstand eines gegebenen Punctes von der Parabel (4) , nach der Er- 
Streckung von P genommen, ein unendlich Kleines der m. Ordnung ist, so steigt die Ordnung 
der absoluten Annäherung dieses Punctes an dieselbe Parabel um |, so dass die Annäherung 
der Curve (3) an die zehnpunctig osculirende cubische Parabel (4) von der 1. Ord- 
nung ist. Ihre Annäherung an eine beliebige der Parabeln (5) ist also von der Ordnung 
I ; und entspricht einem neunpunctigen Contacte. Wenn hiernach eine Curve von beliebiger Ord- 
nung überhaupt cubische Parabeln zu Asymptoten hat, so gibt es unendlich viele solcher 
Parabeln (die man alle erhält, wenn man eine beliebige derselben parallel mit sich selbst 
und nach der Richtung von P verschiebt), welche unter sich und mit der Curve einen neun- 
punctigen Contact haben , während , für eine einzige derselben , der Contact höher ansteigt. 
Die cubische Parabel ist alsdann als eine Curve dritter Ordnung zu betrachten, auf doren 
jeder Asymptote drei Durchschnittspuncte mit der Curve unendlich weit liegen. 
Fig. 9. Eine cubische Parabel bleibt auch dann noch ,ihre eigene As3mptote , wenn wir sie so 
umgestalten, dass ihre Gleichung (4) in die folgende übergeht: 

P* + ^(q+yp+x) = p^ + ^q = o, (6) 

in der ]^ und x zwei willkührliche Constanten bezeichnen. Hiernach kann nicht nur der 
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Wendangspunct ier Parabel jede beliebi«^e Lage auf der geraden Linie P einnehmen , son- 
dern audi die Tangente in diesem Wendungspuncte , welche ursprflnglidi mit der Linie Q 
susammenflÜU , um den Wendungspunct j beliebig sich drehen. Bei analoger B^eichnung wie 
eb^n , finden wir : 

und also ist hier die Ordnung der Annäherung bloss \. Dasselbe ist die Ordnung der An^ 
näherung der Curve (3) an jede der Parabeln, welche, bei einer willkiilirlichen «Annahme 
von X und Yj durch die Gleichung (6) dargestdlt werden. Der Gontact ist ein achtpun- 
ctiger, M'eil je zwei der Parabeln (6) in einem einzigen Puncte M sich schneiden. Zieht 
man die Gleichungen derselben von einander ab , so ergibt sich , dass dieser einzige Durch- 
schnittspunct auf derjenigen geraden Linie liegt, welche durch den Durchschnitt 6 der beidoi 
Tangenten in den Wendungspuncten der beiden Parabeln , parallel mit der geraden Linie P 
gelegt werden kann. 

Wenn wir femer die Parabel (6), parallel mit sich selbst und mit der Linie P, ver- 
schieben , wonadi ihre Oleidiung die folgende Form annimmt: 

(p+w)* + ^(q+rP+«) = o , (7) 

80 ist die Grösse dieser VerscUebung das Maass der Annäherung an die Parabel (4), so 
wie an die Curve (3). Die hiernach, bei beliebiger Annahme von n , p und x , durch die 
Gleichung (7) dargestellten Parabeln sind also keine Asymptoten der Curve mehr, doch bleibt 
die Annäherung auch in unendlicher Entfernung eine endliche. Der Contact aller solchen 
Parabeln unter sich und mit der Curve (3) ist als ein siebenpunctiger zu bezeichnen. 

Wenn wir endlich in der letzten Gleichung dem constanten Coef&cienten X einen andern 
Werth beilegen, so stellt die resultirende Gleichung: 

(P+ä)' + X'q = , (8) 

eine solche cubische Parabel dar, welche in unendlicher Entfernung unendlich weit von der 
ursprünglichen Parabel (4) und der Curve (3) sich entfernt. Dann können wir den Contact 
als einen sechspunctigen bezeichnen. Auf den Werth von n kommt es hierbei gar nicht 
an. Wir können auch 7t==o setzen ; daan schneiden sich bloss irgend zwei der in Rede ste-. 
henden Parabeln, in solchen drei Puncten, die in- gerader Linie liegen, während, im Allge- 
meinen , die drei Durchschnittspuncte jede beliebige Lage haben können. In diesem letztern 
Falle nur — und auch nicht in dem Falle der Gleichung (7) — ist die Parabel (8) als eine 
solche Curve dritter Ordnung anzusehen , welche mit der gegebenen bloss drei gemeinschaft- 
liche Asymptoten hat. 

144. Wir können, nach dem Vorhergehenden, der allgemeinen Gleichung der Curven 
der n. Ordnung mit cubi-parabolischen Asymptoten, nach einander die nachstehenden Formen 
geben : 

Cp'-f-^)0n-^ + /«(p'4-pr)0^n-3 + aßd-4 = 0,. 

Cp^+Aq)0„_3 + jU(p+c)0n-3 + <yfl.-4 = o . 
(p3+Aq)0„^ 4- /u(pS-^r)0ft^ + afln-4 « o, • 

(p5+Xq)0n_3 + jUpCp-ha)0n-4 + Crflo-4 = O. 

Hierbei steigt der Contact der Curve mit der in ihrer Gleichung in Evidenz gebrachten cn- 
bischen Parabel von einem sechspunctigen stufenweise zu einem zehnpunctigen an. Es 
muss dieser Contact mindestens ein siebenpunctiger sein, wenn die cubische Parabel eine 
Asymptote der Curve sein soll. 

14& In untergeordneten Fällen kann die Curve unter den unendlich vielen neunpunctig 
•scnlirenden Parabeln , die man alle durch parallele Verschiebung einer unter ihnen erhält, 
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« statt der zehnpunctig osculireoden ftine mehrpunctig^ osculirende sich belinden, und für diese 
der Contact bis zu einem dnpunctigen ansteigen. Für jeden neuen Durchschnitts - Ponct der 
unendlich weit rückt, steigt die Ordnung des Contactes um }, indem die Gleichung der 
Curve eine ihrer Constanten verliert. Hat also die Curve eine mpunctig osculirende cubi- 
parabolische Asymptote' — und m kann durch jede Einheit hindurch bis su der eben ange- 

igten Oränze wachsen — so ist die Ordnung der Annäherung: ( — — \ und ihre Glei- 
chung enthält nur ( ^^ — - — (m — 6) j Constanten. Je nachdem m eine ganze Zahl von der 

Form 3^ , (3y-f 1) oder (3jf+2) ist , ergeben sich für die Gleidiung der Curven die nächste- 

henden Foi^men mit einer überzähligen Anzahl von Constanten: 

(ps-f Aq)fln^3 + i"(p'+?r)0n-f-t + aü-g-, = o, 
(p^-H^)ßn-3 + iup(p+a)0|,-g-, + crfln-g-x = o, 
(p»+Aq)fla-3 + /*(p4-a)0n-g-x + crßn-g-a = 6. 

146. Wenn zwei cubische Parabeln unter einander einen mpunctigen Contact haben, so 
schneiden sie sich , je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet , in einer unge- 
raden oder geraden Anzahl von Puncten, und demzufolge liegen die beiden unendlichen Zweige 
einer auf der entgegengesetzten oder auf derselben Seite der andern. In der 9. Figur sind 
zwei einander achtpunctig osculirende cubische Parabeln zusammengestellt Die beiden un- 
endlichen Zweige der Curve der n. Ordnung liegen auf derselben Seite ihrer .sie neunpnn- 
ctig osculirenden cubischen Parabeln. Verrücken wir diese Parabel bis zu derjenigen Gränz- 
Lage, wo ihr Contact mit der Curve Mb&r ansteigt, so liegen die beiden Zweige der Curve 
auf entgegengesetzter oder auf derselben Seite dieser Parabel , je nachdem eine gerade oder 
ungerade Anzahl von Durchschnittspuncten unendlich weit liegt. 

147. Um zu particularisiren , wollen wir uns auf die Curven der 4. und 5. Ordnung 
beschränken. Die Curven der 4. Ordnung , welche cubische Parabeln zu Asymptoten haben, 
haben ausserdem noch eine geradlinige Asymptote. Indem wir die Ordnung des Contactes 
für die cubi-parabolische wie für die geradlinige Asymptote durch die Anzahl der unendlich 
weit liegenden Durchschnittspuncte bezeichnen, erhalten wir das nachstehende Schema der 
möglichen Fälle , in welchem nach jeder Gleichung die Anzahl der (nothwendigen) Constan- 
ten bemerkt ist. 

10. 2. (pM-^)r -h iup* + c»p + a ;=: o , [10] 

11. 3. (p'+^)r + A«P + e = o, [9] 
12.4. (p^-f Aq)r + /« ^ o. [8] 

148. Für Curven der 5. Ordnung , welche neben cubi - parabolischen Asymptoten im 
Allgemeinen zwei geradlinige haben, erhalten wir bei analoger Bezeichnung das folgende 

Schema von verschiedenen Fällen: 

10. 22 (p^+^q)rs' + /Mp(p+o)t + ow = o , . [16] 
»32 » -h i"p(p+aKr+/?) + aw = o , [151 
»42 »4- /up(p+a)r + ow « o , [14] 
»52 • + jup(p+a)r + oCr-fy) ■■ o; [18] 

11. 22 (p^+Aq) (rs^x) + ^(p+a)t'+ o «= o, [15] 
» 33 (p^-f ^)rs ■+• ^(p+a)t + a = o , [14] 
»48 » + A«Cp+aXr-h/9) + <r = o, [18] 
»58 »4. /u(p+o)r + o BS o; [12] 

12. 82 (pM-Aq)(r8+«) + Kp«+<Ft) = o, [14] 
» 38 (^M-Aq)r8 + Hif^^O = o, [18] 
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12. 44 (p?+^q)r8 + <rt = o, [12] 
»54 » + a(r+a) = o; [11] 

13. 22 (p'+Aq)(rft4-x) 4- A<p^ + (>p + a = o, [13] 
)• . 33 (p^4-Aq)rs -h fif^ + Qf + a ^ o; [12J 

14.22 (p^+Aq)(rs+x) + ;ip + ff = 0, [12] 

» 44 (p''+Aq)r8 -h /wp + er = o; [11] 

15. 22 (p3+Aq)(rs4-x) + fi ^ o, [11] 

» 55 (p^4-Aq)r8 + ^ = o. [10] 

Vierter Fall 

Curven mit drei parallelen Asymptoten. 

149* DiesoQ Falle entspricht die folgende Gleichung: 

(p Vap4-j^)0x,-^ + yß'»!» = o , 
M'dche sich zunächst, wie in dem 3. Falle auf: 

p3 4- yßo— 9 = o , 

reducirt Aber in dem eben genannten FaUe blieb von der Disoission derjenige untergeord- 
nete Fall ausgeschlossen, wo insbesondre 

und dieser untergeordnete Fall ist derjenige , mit dem wir uns jetzt zu beschäftigen haben. 
Er setzt also auch schon in der Function ßn— a, damit wir nicht auf den 2. Fall zurflck- 
fallen, eine ähnliche Particularisatlon voraus, als in der Function ßn— «• Wir haben hiemach 
die folgende Gleichung näher zu betrachten: . 

Es springt aus dieser Gleichung in die Augen, dass jede gerade Linie, welche mit der ge- 
raden Linie P parallel ist, die bezügliche Curve nur in in—S) Puncten schneidet, weil drei 
Durchschnittspuncte unendlich weit liegen: es hat, mit andern Worten, dieCurve einen 
dreifachen Punct, der nach dieser Richtung unendlich weit liegt. Eine 
As3inptote entspricht einer Tangente in diesem Puncte, auf ihr muss ein vierter Durch- 
schnittspunct unendlich weit liegen* 

150. Wir können der letzten Gleichung, indem wir drei willkflhrliche Constanten x, ae' 
und x" einführen, die folgende Form geben: 

(P+X)(p^-X')(p+X")0o^ — (K+X+x")p20^^ ^ p{(»0'n-3 — (XX+XX +xV')0n-3} 

+ {(»aö'n— 3 — Xx'x"0a.^ j -h ffßn— 4 = O. <2) 

Zuerst sehen wir, dass wir, bei jeder beliebigen Bestimmung von x, x und k'\ auf die Form 
der Gleichung (1) zurückkommen, vorausgesetzt dass 

X 4- X + x" s= 0». (3) 

Also erst nachdem wir zw^ei der drei mit P parallelen geraden Linien 

p + X = o, p 4- X = o, p + x" = o, 

willkührlich angenommen haben, ist dadurch die Form der Gleichung (1) und die dritte die- 
ser geraden Linien bestimmt. 

Wir können die Form der Gleichuiig (2D nodi weiter pardcularisiren , und neben der 
Bedinguogs - Gleichung (3) die folgenden beiden aufstellen: 

XX+XX +XX = Qy 

xVx" = Qa; (4) 

alsdann nimmt, indem wir 

(f\&„^ — 0n-3| = Kp+ft0«-4 + ^^-r-s, 

ffflÄ-4 + i(p+ajßn^5 ^ aßa^4, 



126 Erster Abschnitt* Unendliche Zweige, 

setzen, die Gleichung der Curve die nachstehende Form an: 

Diese Form enthält noch zwei überzählige Constanteu. Einerseits können wir, nnbe* 
schadet der Allgemeinheit , eine der drei Constanten x, x und x", etwa die letzte gleich Null 
setzen. Diess kommt darauf hinaus, die Function (p+x") mit p zu vertauschen, wodurch die 
Form der vorstehenden Gleichung sich durchaus nicht ändert. Andrerseits können wir, wtU 
die Constanten der letzten beiden Glieder der vorstehenden Gleichung nicht von einander un- 
abhängig sind , 

^l(p+a)(p4-/?)0n-4 + örß'D-4 - /l(p+?)(p+?')0n-4 + X(p+5)0n-5 + yßn-6 

setzen, und erhalten alsdann die folgende Form: 

P(PH-X)(p4-X)0„_^ + ^(p+D(p4-r)0ii-4 + ^(P+5)0n-5 + yßn-^ = 0, (6) 

welche die gerade nothweudige Anzahl von Constanten enthält , nemlich : 

(-C»;«_5). 

151. Die drei ursprünglichen Constanten x, x' und x" sind nach den Bedingungs- Glei- 
chungen (3) und (4) die drei Wurzeln der folgenden Gleichung des dritten Grades: 

z^ + ^z — Aa = o. 
Eine dieser Wurzeln, etwa x", ist immer reell, die beiden andern können sowohl imaginär 
als auch reell sein. In untergeordneten Fällen können zwei Wurzeln, und auch alle drei 
Wurzeln einander gleich sein. C und ^ sind in dem Vorstehenden dadurch bestimmt, dass: 

sc = — <r,.. 

und also Wurzeln der folgenden Gleichung, des zweiten Grades: 

z^ — (o-h/?)z — er = 0. 
Sie können hiemach eben sowohl imaginär als reell sein. 

Der Gleichung (6) entsprechen solche unendlich weit entfernte Puncte, für welche p, (p+x) 
und (p+x ) verschwinden. Für diese Puncte ergibt sich, nach gehörigen Vernachlässigungen : 

indem wir durch q irgend eine beliebige lineare Function bezeichnen, die hier einen unend- 
lichen Werth erhält. Wir sehen hieraus, dass die drei geraden Linien: 

P = 0, p + X = 0, pH-x==o, 

drei gewöhnliche Asymptoten der Curve sind, die an ihren beiden entgegengesetzten Seiten 
sich hinzieht. Bestimmen wir, wie in dem ersten Paragraphen, das reciproke Maass der An- 
näherung der Curve an ihre geradlinigen Asymptoten, und nennen dasselbe für die drei vor- 
stehenden Parallel - Asymptoten z/\ J*' und ^'*\ so kommt: 

^' : ^" : J*" = (x — x) : — x' : x. 
Diese Proportion zeigt, dass, wenn das Maass der Annäherung auf zwei der drei paralle- 
len Asymptoten gegeben ist, dadurch das Maass der Annäherung auf der dritten bestimmt 
wird, und zwar erhalten wir hier folgende nähere Beziehung. 

Das reciproke Maass der Annäherung irgend einer gegebenen Curve 
mit drei parallelen Asymptoten an jede derselben ist dem Abstände di^r 
beiden andern parallelen Asymptoten von einander proportional 

Aus der vorigen Nummer ist klar, dass wir hier vier verschiedene Fälle zu betrach- 
ten haben. Die drei parallelen Asymptoten sind: 

1) alle drei reell , 

2) zwei derselben sind imaginär, 
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3) 2?wei derselben fallen zusammen, 

4) es fallen alle drei Asymptoten zusammen. 

152. M'ir wollen zuvörderst den Fall dreier reellen parallelen Asymptoten discutiren 
und uns, wodurch wir hinlänglichen Aufschluss über die Natur solcher Asymptoten überhaupt 
erhalten werden, auf die Curven der 4. und 5. Ordnung beschränken. 

Die Curven der 4. Ordnung , welche neben drei parallelen Asymptoten immer noch eine 
vierte geradlinige As>inptote haben, werden durch folgende allgemeine Gleichung dar- 
gestellt : 

P(P+^)(p4-x')q + Äp2 4- |/p + (T = 0. 
Die Ordnung des Contactes auf einer der drei parallelen Asymptoten kann nicht höher an- 
steigen, weil sonst mehr als vier Durchschnittspuncte mit der Curve auf ihr liegen milssten. 
Die vierte Asymptote aber ist in den Fällen der folgenden beiden Gleichungen bezüglich eine 
drei- und vierpunctig osculirende: 

p(p4-x)(p-|-x')q + iwp + ff == 0, 

P(p+x)(p-l-x')q + ff = 0. 
Für die Curven der 5. Ordnung ergibt sich das nachstehende Schema , in welchem, vor 
jeder Gleichung , die Anzahl der auf jeder der drei parallelen Asymptoten, die Ordnung des 
Contactes bestimmenden und dann der, auf den beiden übrigen Asymptoten unendlich wdt lie- 
genden Puncto , und , nach jeder Gleichung , die Anzahl der nothwendigen Constanten be- 
merkt ist. " 

222.22 pCp+xKp+x )qr + i"(p+C)Cp+r)s + Ap + ff = o , [151 

•32 » + it«(p4-?Kp+C)Cq+/^) 4- Äp + ff = o, [14] 

•42 » 4- Mp+D(p+Dq + Ap + ff = o, [13] 

.52 » + i"(p+?)(p4-^)q + <^ = , [12] 

•33 » + i"(p+08 4- (T = o , [131 

.43 »' 4- /*(p+0(^H-iJ) 4- ff = o, [121 

.53 » + /*(p+Oq + <T = 0, [llj 

.44 » 4- ^cs = o, [1^] 

.54 » 4. ^cq 4. a « ; [10] 

322.22 p(p+x)(p4-3<')qr 4- /t£p(p4-Ds + Ap + ff = o , [14] 

.32 » 4- i"p(p4-C)(q+/?) + Ap + ff « , [13] 

.42 « 4- /«p(p+Dq + Ap + ff = , [12] 

.52 » 4- /«p(p+Dq + ff = 0, [11] 

.33 »4. ^ps 4- a = o , [12] 

.43 D 4- ii«p(q+/?) + ff = 0, [11] 

.53 » , 4- ^pq 4- ff = o ; [10] 

332.22 P(p+x)(p4-x')qr 4- iup(p4-;«)s 4- Ap + <f = o , [13] 

.32 « 4- /«p(p-hx)(q4-i») 4- Ap 4- CT = 0, [12] 

.42 »4. ^p(p4-x)q 4- Äp 4- ff == o, [H] 

.52 » 4- A*p(p+x)q 4- a = 0; [10] 

' 333.22 p(p+x)(p4-Oqr 4- A*p3 4- Ap« + ^p 4- a :*> o , [12] 

.33 » * 4- Xp2 4- (»p 4- <T = 0, [11} 

.44 » + pp 4. <7 = 0, [10] 

.55 . 4-ff=o. [Ö] 
Es kann , der Contact auf jeder der drei parallelen Asymptoten einer Curve einer belie- 
bigen n. Ordnung , unabhängig von dem Contacte auf den beiden andern , von einem ge- 
wöhnlichen bis zu einem (r— 2)punctigen ansteigen. Bei Curven dieser Ordnung können 
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hiernach (w— 2)(ii— Du 

1. 2. 3 
verschiedene Fälle vorkommen. 4 

153. Wenn zwei der drei parallelen Asymptoten imaginär werden, so kann die dritte, 
durch alle Ordnungen des Contactes hindurch , bis zu einer (n— 2)punctigen ansteigen. Die 
beiden imaginären Asymptoten können ebenfalls osculirende Asymptoten sein , osculiren dann 
aber beide nach derselben Ordnung. Diese Fälle bedürfen keiner weitem Eri^rterung mdir. 

154. Wenn zwei der drei parallelen Asymptoten zusammenfallen, so nimmt die 

2 — — i 

Constanten ab: 

p2(p-t-X)öa-3 4- Kp+C)(p4-C)0n-.4 + ^(P+5)0ii-5 + ^fti-« ^ O. 

Für solche Puncte, welche nach der Richtung der Doppel-Asymptote P unendlich weit liegen, 
gibt diese Gleichung : 

mithin ist die Ordnung der Annäherung an diese Doppel* Asymptote im Allgemeinen gleich |. 
Ordnung steigt schrittweise für jeden neuen Durchschnittspunct mit der Curve, der m- 



n— 2 

endlich weit rückt, um eine halbe Einheit^ und zwar möglicherweise bis — ^— . Alle Formen 

der Curve , zu denen wir in dem 5. Paragraphen gekommen sind , finden dch hier wieder^ 
die parallele dritte Asymptote stört hierbei durchaus nicht 

155. Wenn alle drei parallelen Asymptoten zusammen fallen, so erhält die all- 

^ ^l\ 

Constanten ab: 

p^0„-3 4- l^(p+C)(p+r)9n-.4 + X(p+5)0„_5 + afl„^ = 0. (1) 

Im Allgemeinen erhält man für unendlich weit entfernte Puncto : 

woraus ersichtlich ist, dass die Ordnung der Annäherung an die dreifache Asymptote bloss 
§' beträgt und dass die Curve gegen diese Asymptote dieselbe Lage hat, als gegen eine ge- 
wöhnliche Asymptote. Drei unendliche Zweige der Curve reduciren sich auf einen einzigen, 
und dieser fällt in unendlicher Entfernung mit demjenigen , der durch die Gleichung: 

p^q + pXX =0 
dargestellten Hyperbel höherer Ordnung zusammen, welcher an derselben Asymptote P sich 
hinzieht. 

156. Wenn insbesondere C verschwindet und dadurch die Anzahl der Constanten um 
eine neue Einheit sich reducirt, so stellt die resuKirende Gleichung: 

P*0n-3 + /*p(P+C)0D-4 + A.(p+g)0„«5 + afl„_6 = O 

jrine solche Curve dar, deren drei an P sich hinziehende unendliche Zweige annäherungs- 
weise durch die an derselben Asymptote sich hinziehenden Zweige einer Curve der 5. Ord- 
nung, deren Gleichung die folgende ist: 

P V + /^Cpq + Xg = , 
dargestellt werden. Die vorstehende Gleichung können wir unter der nachstehenden Form 
schreiben: ^ ^^ , ^., "kt \% . 
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ans welcher ersichtlich ist , dass sie fttr unendlich, weit «itfemte Punete auf zwiefache Weise 
hefriedij^ werden kann, sei es, dass wir 

P^q + fi? = « 
setaen, wonach pq«=QO wird, olier dass wir 

>*Cpq + A5 = o 
seteen , wonach p^q verschwindet Hiernach hat die gegebene Curve nach der Richtung von 
P eine Spitze erster Art, und für die beiden unendlichen Zweige, welche diese Spitze bil- 
den ist die Ordnung der Annäherung \. An derselben As}inptote^ zieht sich zugleich ein 
hyperbolischer Zweig hin, der von der, durch die letzte Gleichung dargestellten, Hyperbel 
dreipunctig osculirt nird. Das Maass der Annäherung ist hiemach unmittelbar gegeben. 

Der somit bestimmte Fall hängt von f — - — - — 8 j Constanten ab« 

157. Wenn in der letzten Gleichung auch C Verschwindet und die Anzahl d^ Constan- 
ten sich hiemach auf ( — 9 j reducirt , so ergibt sich : 

pS0„-3 + iUp^0o-4 4- A(p+|)0„-5 + oQn-^6 « O, 

und die drei unendlichen Zweige werden durch einen einzigen vertreten , welcher annähe- 
rungsweise mit dem an der Asymptote P sich hinziehenden Zweige der Hyperbel höherer 
Ordnung, deren Gleichung die folgende ist: 

p3q2 4- A| = o, 
zusammenfiUlt Dieser Zweig liegt ganz auf dersdben Sdte der genannten Asymptote und 
die Ordnung der Annäherang beträgt f. In diesem Falle, wie in dem vorhergehenden liegen 
fünf Durchschnitte der Linie P mit der Curve unendlich weit , wonach diese mindestens^von 
der 5. Ordnung sein muss. 

158. Wenn endlich auch | verschwindet, so kommt: 

Dann erst hat die Curve drei unendliche Zweige , welche die Linie P zur gemeinschaftlichen 

Asymptote haben. Es hängt dieser Fall von ( — ~ 10 j Constanten ab , und es kann 

derselbe, weil die As)7nptote P mit jedem der drei Zweige zn'ei unendlich weit entfernte 
Punete gemein hat , erst bei Curven der 6. Ordnung Statt finden. Zur Bestimmung des 
Maasses der Annäherang der drei Hyperbel -Zweige an ihre ' gemeinschaftliche Asymptote 
erhalten wir die folgenden drei Hyperbeln: 

pq + )«' s o, pq 4- x" =3 , pq-f «"' « o, 

indem mr die Wurzeln der nachstehenden cubischen Gleichung: 

X-' + /ux^ -f- Xx -H <y =* 0, 
durch x, X* und x" heaeichnen. Ist dne dieser drei Wurzeln gleich Null, so wird der be. 
ziigliche Zweig von der gemeinsamen Asymptote P osculirt: und in untergeordneten Fällen 
können 'auf jedem der drei Zweige bis (n— 3) Durcfaschnittspuncte unendlich weit rücken« 
Wenn zwei der drei Wurzdn x , x", x " einander gleich sind , so bilden im Allgemeinen zwei 
der drei Zweige in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art ; daneben bdiält die Curve 
einen gewöhnlichen hyperbolischen Zweig, wdcher die Asymptote der Spitze aueh zu der 
seinigen hat. Ueberhaupt kann , neben allen den, im vorigen Paragraphen discutirten Fällen, 
die Curve tlb«rdiess nodi einen hyperbolischen Zweig mit derselben AsymfU^ haben. End- 
lich können auch die Werthe von x alle drei dnander gleich sein. Dann hat die Curve, im 
Allgemeinen , noch keine drei sich osculirende unendliche Zwdgen • Paare, so wenig, als sie 
in dem Falle der 156. Nummer drei sich einfach berührende unendliche Zweigen-Paare hat, 

17 
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und es ergeben sich neue untergeordnete Fälle, denjenigen der 156. und der folgenden 
Nummern analog, wobei eine Hyperbel an die Stelle der geradlinigen Asymptote tritt und 
der Contact um eine Ordnung ansteigt. 

159. Wir. wollen zur Erläuterung und als Beispiel für die Erörterungen der vorigen 
Nummer die Curven der 6. Ordnung nehmen. ' Wenn Curren dieser Ordnung drei Paare hy- 
perbolischer Zwdge haben ^ welche an derselben Asymptote P, ohne sie su osculiren, sich 

(69 \ 

~^— 10j= 17 

Constanten« die folgende: 

fl = p'^rst 4- A<p^«v 4- Apw 4- CT = o. (1) 

Für die beiden linearen Functionen , von welchen alle übrigen abhängen, wollen wir p und 
eine willkührliche zweite Function q nehmen. Die Form der vorstehenden Gleichung zeigt, 
dass wir alsdann £i auch als eine ganze Function, von pq und p betrachten und demzufolge 
diese Gleichung auch in die folgende auflösen können: 

(pq)^ + A*(pq)^ + ^(pq + «^ 

+ pjaCpqV 4- /J(pq) + y| + p'{*(pq)2 + €(pq) + ?} 

+ P^UCP?) + ^1 H- P*l«(pq-»-S)| + yp* + 9t^ =* o. (2) 

IMese Gleichung enthält zwei überzählige Constanten , welche auf die willkührliche Anaahme 

der linearen Function, oder, was dasselbe heisst, der entsprechenden geraden lanie Q, 
konnnen^ 

Wenn wir die Wurzeln der folgenden Gleichung dritten Grades 

«' H- jdto^ + Aw 4- CF == 0, (8) 

durch », Ol" und a!" bezeichnen, so können wir die erste Zeile der Gleichung (2) auf fol- 
gende Weise inTactoren zerlegen: 

(pq 4- ®')(pq4-«"XpqW') , 
und demnach, indem wir 

pq + « ^ r, fq + w"~Y+n, pq 4- »" = r + «', 

setzen, die Gleidiung (2) folgendergestalt schreiben: 

YCY+nXY+n':^ 4- ap( y4-0( Y+f ) + if^iY+xKY-hX) 

+ V9^iy-^v} 4- xp«(r4-^) + 111^ 4- ^p^ - o, (4) 

oder , indem wir die in der 122. Nummer gebrauchte Bezeichnung beibehalten auch folgen- 
dergestalt: 

Y(Y+nXy+n) 4- af(piY^ 4- rtn^ + ^VVs = »• (*) 

Im Allgemeinen sind diejenigen drei Hyperbeln , welche durch die folgenden drei Glei- 
chungen: 

y=o, r4.,f = o, Y+n=^o, 

dargestellt werden^ von der Art, dass sie die drei Paare an P sich hinziehender unendlichen 
Zweige der Curve dreipunc^g osculiren. Um die richtige Anzahl der nothwendigen Con- 
stanten zu erhalten, müssen wir, weil eine solche Hyperbel zwei willkührliche Constanten, 
welche auf die willkührliche Lage der zweiten Asymptote Q kommen , mit sich bringt , auf 
die Function Y nur drei Constanten zählen , unter welchen diejenigen beiden, von weichen p 
abhängt, einbegriffen sind. Aus den Gleichungen (4) und (5) können wir immer, indem 
wir Y mit ( l'+cp+Sp^) vertauschen und dann die. beiden Constanten c und l gehörig bestim- 
men , die zuleite Potenz von Y fortschaifeu , wonach die folgende Form mit den 17 .noth- 
wendigen Constauten hervorgeht: 

r( ¥4-71X14-71) 4- JTVaY-f Cpys = o. [171 (6) 

Wir können endlich auch die beiden überzähligen Constanten aus der Gleichung (5) 
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dadurch fortschaffen, dass ivir^ statt Y, die flinfpwictig osculirende Hyperbel Yi ia Evideiu« 
treten iasseiK Es ergibt sich hier unmittelbar folgende Form : 

YtiYt+n)(Y%+n} + ap9|Y,2 + y^tp^Yx + CpVs = O- [17} (7) 

Diess setzt aber natürlich voraas, dass die Curve wenigstens ein Paar hyperboUsdier Zweige 
hat , was indess in dem Falle dreier gleichen Wurzeln der Gleichung (3) im AUgemeineii 
nicht Statt findet. 

160. So lange die Wurzeln der Gleichung (3) alle drei reell und von einander ver- 
schieden sind , hat die Curve drei Paare unendlicher Zweige mit drei verschiedenen fünfpun- 
etig osculirenden Hyperbeln, welche unter einander auf der gemeinschaftlichen Asymptote P 
eine blosse Berährung haben. Diese Hyperbeln treten in der nachstehenden Gleichung durch, 
die Functionen Yt , Y^ und Ys linmittelbar in Evidenz : 

555 YiYTs + (»p3/]piY, + «rpV, = o, [17] (8) 

welche , da auf das erste Glied 11 Constanten kommen , die gerade nothwendige Constan- 
ten -Anzahl enthält. Jede der drei Hyperbeln schneidet die Curve nur in dreiPuncten, weil 
9 , nach der Richtung von P hin , unendlich weit liegen. Von diesen 9 Puncten kommen 
zwei auf jedeS derjenigen beiden Zweigenpaare , welche von der fraglichen Hyperbel nicht 
osculirt, sondern blos? berührt werden. 

Bei Curven von besonderer Art kann die Ordnung des Contactes mit den drei osculiren- 
den Hyperbeln ansteigen. Den verschiedenen möglichen Fällen entsprechen die folgenden 
Gleichnngeui Vor jeder Gleichung ist die Anzahl der zusammenfallenden Durchschnittspun- 
cte , welche auf jeder der drei Hyperbeln Y| , Yj , Yj den Osculationspunct bestimmen, nach 
jeder Gleichung die Anzahl der nothwendigen Constanten bemerkt. 

655 Y,Y,Y3 + (»pVi^i + apVi == o, [16] 

755 D + Qf^(p\Yx + ap*y I = o, [15] 

855 » 4- Qf^g>\Yt + of^ == o, [14] 

666 YjYjYs + Qf^Yf + ap«^^^ = o, [15] 

766 » + ^p^Yi + Of^cpi = 0^ [141 

866 ^ » + Qt^Yi + apö= o, [13] 

777 TiY.Ys + ap5yi = 0, {13] 

888 »4- <Jp^ = 0. [12] 

Es können zwei Wurzeln der Gldchung (3> iraagwär sein , alsdann sind es auch zwei 
Paare unendlicher Zweige der Curve. 

161. Wenn zwei Wurzeln, etwa o» und m\ einander gleich sind, s^ geht die Glei- 
chung (6), weil alsdann auch 7i=n\ nachdem sie eine Constante verloren, in die folgende 
«her : Y( Y+ny + f»f<pz^ + k^(ps = Ow [16] (9> 
Die Curve hat in diesem Falle immer ein Paar unendlicher Zweige mit seiner fiinfpunctig 
osculirenden Hyperbel. Diese tritt in folgender Gleichung in Bvidenz: 

Y,(Y,+7i)2 + apyiY,2 4- TVn^t + CpVj = o. [16] (10) 

Alle untergeordneten Falle können auf gleiche Weise durch die beiden letzten unter 
einander identischen Gleichungen ausgedräckt werden. Um diese untergeordneten FäUe zu 
unterscheiden , wollen wir uns zur ersten dieser Gleichungen wenden. Wenn wir in dersel- 
ben zuvörderst Y mit (Y+ir) gegenseitig vertauschen, sa kommt: 

(Y+7i)Y2 H- ftf(p^Y + xfips = 0, [16] Cll> 

und diese Form particularisirt sich in die folgenden: 

(Y+7r)Y^ 4- ^P9>3Y H- xp2^P4 « o^ 
(y-f7H-§p)Y^ + MV^(p2y + xp^qpj = 0, 
CY-i-7f+gp)Y^ + .4ip2y<il -h xp*»2 = ^r 



[15J 


(19) 


1141 


(IS) 


m 


(14) 



132 



Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 



(T-fii-hliH-^p^)y^ + mpViY + «P*»i = 0, [121 (1*) 

(r+«4-5p4^^)3r2 4- fi^^ipiY + xp» so. [11] (16) 

Wir wallen ans zuerst mit den Gleichungen (11), (13) und (15) bes<Aäftifen. Für die 
an der hyperbolischen Doppel. Asymptote Y sich mehr als Uoss berührend hinziehenden un- 
endlichen Zweige erhalten wir , bei gehörigen VemachUssignngen , bezüglich die folgenden 
drei Gleichungen: 

;ir2 + xp c=r 0^ wY^ 4- xp^ r= o, nY^ + xp* » o, (17) 

woraus wir ersehen , dass den beiden gleichen Wurzeln der Gleichung (3) eine Spitze zwei- 
ter Art entspricht, dass aber die beiden unendlichen Zweige, welche diese Spitze bilden 
unter einander einen solchen Contact haben, dessen Ordnung von | zu ^ und | ansteigt. 
In den folgenden drei Gleichungen, die mit den eben genannten identisch sind, tritt die 
fiUnfpunctig osculirende Hyperbel Yx in Evidenz : 

^lYü^ + ypgPiYfYo + (»PTsYi + <T>Vs = o, [16] 

» + yp^Y, Yo H- epVi^o + «'P^ya = o, [14] (18) 

» + PpViYo + ap*yi = o. [laj 

in der ersten dieser Gleichungen ist Yq = (Y|+a), in der zweiten = CY|-fa+.9p), in der 
dritten = (Y^+a+i^p-H^p^) ; wonach nur in dem Falle der letzten Gleichung, durch die Form 
dieser Gleidiung, die Hyperbel Yq vollkommen bestimmt ist. 

Wenn x in den Gleichungen (17) verschwindet, das heiÄt, wenn die Gleichungen (11) 
(13) und (15) bezfiglich in (12), (14) und (16) ttbergehen, so ändert sich die Natur der uq- 
endlichen Zweige. Dann ergeben sich zur Bestimmung derselben, statt der drei Gleichungen 
(17) die folgenden drei: 

nY^ + /«pY+ xp^ a o, 
nY^ + /up^Ytf- xp* = o, 
nY^ -f7«p^Y^ xpö as o. 
Den beiden gleichen Wurzeln der Gleichung (3) entsprechen also wiederum zwei Paare un- 
endlicher Zweige* Diese beiden Zweigenpaare osculiren sich in den drei fraglichen Fällen 
beztiglich drei-, vier- und fttnfpunctig. Sie sind 'hierbei reell oder imaginär, je nachdem 
der Ausdruck (/u^ — 4nx) positiv oder negativ ist 

Mir können hier wieder die drei fUnfpunrtig osculirenden Hyperbeln zugleich in Evidenz 
bringen. Der Gleichung (18) entspricht folgende Form mit der nOthigen Constanten-Anzahl : 

5.55 Yi YjY, + ^p'yiY, + eipVi - o, [15] 

welch e.8ich, fllr untergeordnete Fälle mehrpunctiger Osculationen, die wir wie bisher bezeich- 
nen wollen, in die folgenden Formen particularisirt : 

5.65 Y1Y2Y3 + ^p^ipiYj + crpVi = 0, [14] 

5.75 >• 4- pp»y i Y2 + <Fp^ = o , [13] 
6.55 YiYjY, 4- ep^Y, + ap^i = o, [14] 

6.66 » + (»p^Yj + ap»9i = o, [13] 

6.76 ■ H- pp«Yj + ap6 = o, [12] 
7.55 Y,y,Y, 4- pp*Y, 4- c^^^x = 0, [13] 
7.66 » 4- (Tp*9i = 0, [12] 
8.55 YiYjYj + ^p^Y, + crp« = o, [12] 

8.77 » -{- (T^ ^ o. [11] 

Es kommen auf das erste Glied in diesen verschiedenen Gleichungen luir 10 Constante, weil 
hier folgende Functionen - Bestimmung Statt ftndet : 

Yj = Y| 4- « 4- /^p + ypS Yj = Y, 4- *p 4- «p^ 

Es mflssen überhaupt, je nachdem Y\ oder eine der beiden Hyperbeln Y2 und Y^ eine inpunctig 
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osculirende sein soll , keztiglich (m-4-4) und (iii4-5) Durchsclinittspiiiicte mit de^ Ciirve nach 
der Richtung Von P unendlich weit liegren. 

Der Gleichung (14) entspricht folgende Form: 

5.S5 Y1Y2Y3 -H (>pViYk + ^^9i = o, U*l 

welche sich, für untergeordnete Fälle mehrpunctigcR Osculationen , in die folgenden Formen 
particularisirt : 

5.65 ' YiYiYz + PPV1Y2 + opö = o, [12] 
6.55 YiY^Y^ 4- (»p^Yj + op^i = o, fWj 

6.66 » 4- Qf'^Y^ H- C7p6 = o , [11] 
7.55 riY^Fs + ap*9j « o, [11] 
8.66 YiY^Y^ + op* « o. [10] 

Es kommen auf das erste Glied in diesen verschiedenen Gleichungen nur 9 Constante , in 
Uebereinstimmung mit folgender Functionen -Bestimmung: 

r, = r, 4- « + /Jp H- Yp\ Yi = Y2 + if\ 

Erst , wenn von den 12 Durchschnittspuncten einer der beiden Hyperbeln Ys und Y2 mit ^^ 
Curve (m+6) nach der Richtung von P unendlich weit liegen, ist diese Hyperbel eine mpun- 
ctig osculirende. 

Der Gleichung (16) entsprechen die folgenden Formen: 

5.55 y, r,2 + Qf^tp^ r, + cjp6 r= o , [ii] 

6.55 r, Y,^ 4. ^p«y, 4- apö == , [10] 

8.55 y^r,2 4- ap<^ = 0. [9] 

Es kommen auf das erste Glied in diesen Gleichungen nur 8 Constante , die Hyperbel Y^ 
kann nur fttnfpunctig osculiren, sie osculirt aber zwei Zweige zugleich fttnfpunctig und be- 
rührt den dritten Zweig auf der Asymptote P. 

162. Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Fälle zu discutiren übrig, wo alle Wur- 
zeln der Gleichung (3) einander gleich sind. Dem allgemeinsten Falle entspricht hier, in- 
dem aus der Gleichung (6) n und n verschwinden, folgende Gleichung: 

Y' H- f^tVzY 4- Ap95 = fc. [151 (lÖ) 

Es ergibt sich für die unendlichen Zi/i'eige der Curve : 

y ' 4. Ap « o. 
Dieser gibt es nur zwei , sie liegen gegen die Asymptote P wie die beiden Zweige der Hy- 
perbel y, einer ihr näher, der andere weiter von ihr entfernt; die Annäherung an diese Hy- 
' perbel ist von der Ordnung f. 

Eine Particularisation der Gleichung (19) ist die 4blgende: 

Y" + f^VnY + h'V^ « o , [14] (20) 

Hier werden die unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise durch folgende Gleichung 
dargestellt: 

YiY^+fiV) + Äp^ « o, 
woraus man ersieht, dass Y eine dreipunctig osculirende Asymptote der Curve ist, an der 
zwei hyperbolische^ Zweige der Curve sich hinziehen, und dass die Curve ausserdem auf 
derselben As)inptote (und also auch auf einem ihrer eigenen h)'perbolischen Zweige) eine 
Spitze zweiter Art mit der Annäherungs - Ordnung | hat. Es wird diese Spitze annähe- 
rungsweise durch die Gleichung: 

Y* + /tip « o, 
dargestellt. In der nachstehenden Gleichung tritt Y^ als filnfpunctig osculirende Hyperbel 
in Evidenz: 
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In untergeordneten Fällen kann das hyperbolische Zweigen*Paar der Ciurve eiae sechs- 
und siebenpunctig osculirende Hyperbel haben, welche , vfh in den allgeneinen Fälle, die 
Spitze in fünf unendlich weit entfernten Puncten scbnfidet. Diesen entspricht; dass das letzte 
Glied der vorstehenden Gleichung sich bezüglich in op^ipj und op^ particularisirt. 

Eine neue Particularisation bietet die folgende Form dar: 

y^ + ftf'^jY + Xf-n - ^t [181 

welche für die unendlichen Zweige: , 

Y^ + ;Lp'^ « o 

gibt. Die Cunre hat also solcher Zweige nur zwei. Sie liegen gegen die Asymptote P« m ie 

die Hyperbel Y, und zwar beide zugleich der Asymptote näher, oder beide zugleich weiter 

von ihr entfernt Die Ordnung dter Annäherung der Curve an diese Hyperbel Y betrügt 4- 

Endlich gelangen wir durch eine neue Particularisation zu folgender Form: 

Y^ + A'p->2^ + ^V'^n = Oy [12] 

die wir , wenn wir die Wurzeln der folgenden Gleichung : 

x'^ + ^« 4- ^ = o, 
durch 3^1 , ^2 und X3 bezeichnen, auf folgende Weise schreiben können: 

(^+^iP)(^+^2P)(T^+^3P) + /u'p>,Y H- XY<p, = o. 
Dann hat die Curve im Allgemeinen wiederum drei Paare unendlicher Zweige. Diese haben 
unter einander einen d r e i punctigen Contact. Den drei Factoren des ersten Gliedes der vor- 
stehenden Gleichung entsprechen drei vierpunctig osculirende H>'perbeln. In der nachstehen- 
den Form treten die drei fflufpunctig osculirende Hyperbeln Y^ , J ^ und ^3 in Evidenz : 

555 yiyj^z + PP^J^i + «'pVi = o. [12] 

Jede der fflnfpunctig osculirenden Hyperbeln schneidet die Curve nur noch in einem einzigen 
Puncte, weil 11 Puncte, von denen drei auf jeden derjenigen beiden Zweige kommen, die 
von der fraglichen H)'perbel nicht fflnfpunctig osculirt werden , unendlich weit liegen. In 



(21) 



(22) 



*) Diese Gleichung ist Leine andere, als die erste der drei Gleichungen (18)« aus welcher a verschwinu 
den ist und weiche hiernach noch eine überzählige Constante einschiiesst. Diese ist aus vorstehen- 
der Form ausgefallen. 

Vm diese Form direct zu erhalten , wollen wir die Gleichung (20) auf folgende Weise 
schreiben : . 

und dann Y« durch folgende Gleichung einfuhren: 

y = Vi + €p + cps 

indem wir die beiden unbestimmten CoefBcienten durch folgende zwei Gleichungen: 

liS + A 5SS O, 

bestimmen. Diese Bestimmung ist immer und zwar auf linearem Wege möglich j und gihf 

ypy» = 3(5p+Cp^). 
Mit l verschwindet |; mit l und jl' zugleich auch C* Hieraus ersehen wir, dass. Wenn die Glei- 
chung (20) in folgende beiden schrittweise sich particularisirt: 

y» + .upr/raT + XpY^ := o , f U) 

Y> + /ipV3y+ ip*Vi = o, [121 

dadurch die Natur der fraglichen unendlichen Zweige sich nicht ändert Diesen Partien larisationen 
entipricht bloss, dass die Function yp^i einmal auf y p* sich reducirt und das andere Mal ganz 
ausfallt. 
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Uebereinstunmiing mit den beiden identisdien Gleichung^en : 

sind auf das Glied Vj Y^ I3 nur 9 ConsCanten zu rechnen. 

Es gibt hier noch die folgenden beiden untergeordneten Fälle mdnrpunctiger Osculaüonen: 
e55 y^y^Yz + pp^Kj 4- (Fp<* « o, [11] 

eas ^il^a^s + <jp6 =1 o. [10] 

Wir können die Oleidiung (28), indem wir {Y—^if) mit K vertauschen, auch auf foU 
gende Form bringen: 

^y+VTH^+v^'p) + C^pVx^ + ^P> « o, 

welche, wenn zwei Wurzeln der Gleichung (21), etwa X2 und X3, einander gleich sind, in 
folgende übergeht: 

y(y+^)2 + ppv^r + ^pv, * o. [ii] (23) 

Die bezügliche €urve hat im Allgemeinen eine Spitze zweiter Art, welche von zwei solchen 
unendlichen Zweigen gebildet wird, die liiiler dnander und mit der Hyperbel (1^+Vt) ^in^A 
Contact von der Ordnung 2| haben. Ueberdiess hat die Curve ein hyperbolisches Zweigen- 
Paar, welches die Hyperbd y und folgUch auch die Hyperbel (K+^) dreipunctig osculirt, 
und also mit der Spitze sechs unendlidi weit entfernte Durchschnittspuncte bat Da der 
Contact der beiden Zweige, welche die Spitze bilden, unter dnand^ ein innigerer ist, als 
der Contact mit den beiden hyperbolischen Zweigen der Curve , so liegt die Spitze ganz auf 
derselben Seite eines dieser beiden Zweige. In der nachstehenden Gleichung tritt Y^ als 
die fünfpunctig oscnlirende Hyperbel in Evidenz : 

i'i V + y^y^y^ + (»pVi^i + q>Vi « o , [iii 

wobei y,) = Yf + op. Es tritt , indem dajs letzte Glied dieser Gleichung sich auf ap^ re- 
ducirt, an die Stelle der fünfpunctig osculirenden Hyperbel eine sechs punctig osculirende. 
Wir können die Gleichung (23) auch unter folgender Form schreiben ; 

und dann folgendergestalt particularisiren : 

K(r+vp)^^- 9v^(Pi{y+n) + ^p^Vi « o. [lo] 

Dann hat die bezügliche Curve ihre drei Paare unendlicher Zweige wiedererhalten. Von 
diesen hat einer mit den beiden andern einen dreipunctigen , diese beiden aber haben unter 
einander einen v i e r punctigen Contact In der nachstehenden Gleichung treten die drei 
fünfpunctig osculirenden Hyperbeln in Evidenz: 

J^i^Ys +(>P'n + ap<^ = 0, [10] 

M'obet Kj = ^i + «P + /?p^ undTs = Y^ + ß^^\ Hier kann, in untergeordnetem Falle, 
nur das erste Paar hyperbolischer Zweige der Cnrve von einer Hyperbel, statt fünfpunctig, 
sechs punctig osculirt werden. Dem entspricht die folgende Gleichung : 

y,Y,Y^ + opö ^ 0. [9] 

Weitere Fälle sind, so lange die Gleichung (21) nur zM^ei gleiche Wurzeln hat, nicht 
möglich. 

Wenn die Wurzeln der eben genannten Gleichung alle drei einander gleich sind , so 
geht die Gleichung (23) , indem t// verschwindet , in die folgende über : 

y + PP Vi y + ^pVi « «• [101 

Für die unendlichen Zweige kommt alsdann : 

73 + Xp< = o, 
woraus man ersieht, dass die Curve bloss zwei solcher Zweige hat, die die Hyperbel Fnach 
der Ordnung f osculiren. 

Die folgende , von Neuem particularisirte Form : 



136 Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 

gibt für die unendlichen Zweige: 

Es ist also y eine Hyperbel, an welcher sswei Zweige der Curve vierpunctig osculirend sidi 
hinziehen. Auf einem dieser Zweige hat die Curve ausserdem noch eine Spitze zweiter Art, 
deren beide Zweige sich unter einander, ^o wie auch jenen Zweig nach der Ordnung 2$ oscu- 
liren. Statt der vierpunctig osculirenden Hyperbel tritt, in der nachstehenden Gleichung, 
die fünfpunctig osculirende, welche die Spitze der Curve in sieben unendlich weit entfern- 
ten Puncten schneidet, und demnach nicht mehr in eine sechspunctig osculirende tibergehen 
kann, in Evidenz: 

yj"" + ip^Kx^ + ppVi^^i + ^P* = »• W 

Eine neue Particularisation iief^ die folgende Gleichung: 

y^ ^ pp^y+ Xf^q>j = o. [8] 

die hezüfflkhe Curve hat alsdann nur zwei unendliche Zweige, welche die Hyperbel K nach 
der Ordnung | osculiren. 

Hiermit sind alle möglichen Falle erschdpft; itnn das Verschwinden des zweiten Glie- 
des in der letzten Gleichung hat keinen Einfiuss auf die Natur der unendFichea Zweige. 
Wenn aber das letzte Glied auf Ap^ sich reducirt, so Idiset diese Gleichung sich in die Glei- 
chung dreier solcher Hyperbeln auf, die unter einander zu je zwei rinen \ierpunctigen Con- 
tact haben. — 

■ 

Anfkithliiiiir der vemchledenen Arten von Curven der vierten Ordnnnir, In 
Beslelmnir nitf die Matar llii^r nnendllelien XM^elpre« 

103. E u 1 e r hat bereits eine solche im 11 . Capitel des 2. Bandes seiner Einleitung in die 
Analysis des Unendlichen gegeben ; doch trägt diese Aufzählung den Cbaracter der Unsi- 
cherheit an sich, weil er nur vermuthen kann, dass die meisten der von ihm namliaft gemachten 
Arten Merklich existiren. Wir können hier mit vollkommener Sicherheit auftreten und sogleich für 
jede besondere Curven - Art die allgemeine Gleichung hinschreiben und zwar in solcher Weise, 
dass das Characteristische der jedesmaligen Curven-Art, unabhängig von ihrer Lage, unmit- 
telbar aus ihrer Gleichung in die Augen springt ; dass wir unmittelbar erkennen, in welcher 
Beziehung jedes Glied der Gleichung zur dargestellten Curve steht und wie mit einer Form- 
Aenderung jedes Gliedes auch die Natur der Curve sich ändert. Und endlich gibt es eine 
abstracto Zahl (eine Zahl, die wir für jede Gleichung durch unmittelbares Zählen erhalten) 
welche unserer Eintheilung und überhaupt allen unsem Entwicklungen zur Controlle dient, 
ich meine die Anzahl der nothwendigen Constanten , die jede Curvenart fordert. 

Es bringt Euler alle verschiedenen Arten unter acht Hauptfälle; wir wollen ihm 

hierin folgen. 

i 

Erster Fall 

Es gibt keine reeDe Richtung nach welcher die Curve in weniger als vier Puncten ge- 
schnitten wird. Die vier geradlinigen Asymptoten sind imaginär , schneiden sich aber paar- 
weise in zwei reellen Puncten , welche die Mittelpuncte zweier Gruppen ähnlicher and ähn- 
lich liegender Ellipsen sind, von welchen jede, weil sie mit der Curve in unendlicher Ent^ 
fernung einen imaginären Doppel-Contact hat, nur in vier Puncten schneidet Verrücken wir 
eine solche Ellipse, parallel mit sich selbst, so schneidet sie die Curve in sechs Puncten. 
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Wir nehmeHy nm uns Euler mehr anzuoäherii, auf Unterscheidungren im Imaginären keine 
Rücksicht 9 und zählen mit ihm hier nur eine einzige Art, deren allgemeine Gleichung: 

1. (p^+>t2q^)(r2+y^82) + itu H- /w = o. ♦) [14] 

Zweiter Faü. 

Es .gibt zwei bestimmte Richtungen , nach welchen die Curve von einer beliebigen gera- 
den Linie nur in drei Puncten geschnkten wird. Nach diesen beiden Richtungen schneiden 
insbesondere zwei gerade Linien, die beiden Asymptoten, die Curve im Allgemeinen und hoch-- 
stens in zwei Puncten. An die Stelle einer Ellipsen-Gruppe des ersten Falles ist hier eine 
Gruppe von Hyperbeln getreten , welche die beiden reellen Asymptoten der Curve auch zu 
den ihrigen haben. In dieser Hyperbel -Gruppe befinden sich insbesondere zwei Hyperbeln, 
von denen jede, weil sie einen Cnrven- Zweig dreipunctig in unendlicher Entfernung oscu- 
lirt, die Curve nicht in vier sondern im Allgemeinen in drei Puncten schneidet. Es kann, 
in untergeordneten Fällen, jeder der beiden Durchschnittspuncte der Curve mit jeder der bei- 
den Asymptoten unendlich weit rücken, wonach wir, mit Euler, die folgenden 6 Arten 
erhalten : 

2. pqCrH^^s^ + ytu + /u = o, ' [14] 
8. pq(r2+yV) + Kp+^)t + iu = o, [13} 

4. pq(r^ V) + ypt + i" = o , [121 

5. pqCr^+y^s^J + Kp+Ä)(q+x) + /i = o, [12] 
6; pqCr^+y V) + yp(q+je) + ^t -= o , [11] 

7- pqCrHyV) + ypq + /t* = o. • |lo] 

DHtter Fall**) 

Die Curven haben vier reelle Asymptoten, welche die Curve im Allgemeinen und höch- 
stens in zwei Puncten schneiden. Jede gerade Linie, welche ihnen parallel ist, schneidet die 
Curve immer in drei Puncten. In untergeordneten Fällen können die Durchschnitte der Curve 
mit ihren Asymptoten unendlich weit rucken. Hiemach erhalten wir 9 verschiedene Arten. 





8. 


pqrs + J'tu 4- A* = o> 


[14] 


' 


9. 


pqrs -h y(p-f n)t + iw =* o , 


[13] 




10. 


pqrs + ypt + /t* = 0, 


[12] 




11. 


pqrs + i'(p+?i)(q+x) + ^u == o, 


[12] 


« 


12. 


pqrs H- yp(qH-x) + /t* « o , 


[ni 




13. 


pqrs 4- i^q 4- iM = ^ 


[lOj 




14. 


pqrs + vt = 0, 


[11] 




15. 


pqrs + vf + lii = 0^ 


[10] 




16. 


pqrs + /« = 0, ***) 


[9]. 






*) Vor jeder Gleichung wolleur wir in fortlaiifemler Nu-mrner dfe einzelnen Arten vcm Cur\'en vierter 
Ordnung bezeichnen, nach jeder Gleichung, wie bisher, die Anzahl der nothwendigen Coustanten. 
Auf jeden Factor von der Form (p^-f-iq») sind überall nur 4 Constante zu rechnen. Vergl. §. 2 

) In Euler's Aufzählung der 4. Fall. 

) Die 23. Art nach Euler, welche hierher gehören wurde, cxistirt nkht Sie entspricht, nach der 
▼on uns früher gebrauchten Bezeiefinongsweise dem S^-mbole 4433 «nd würde «ich also, wenn sie 
möglich wäre, zwischen unsere t5. und 16» Art, welche bezüglich den Symbolen 4333 und 4444 
entsprechen, »teilen. Da aber die der 15. Art entsprechende Gleichung nur eine Constante ver- 
lieren mifss, nm in dfe Gteiihung des 16. FaWes , überzugehen» so kann- keine intermediäre Art 
vorhanden sein. Die Unmöglichkeit der fraglichen Art iK in dem Satze i\er 28; Nummer begründet. 

18 
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Vierter FaU. •) 

1^' Wir müssen hier eine doppelte Unterscheidung machen« 

A. Es gibt eine einzige Richtung , nach welcher die Curre von einer geraden Linie 
nur in drei Puncten geschnitten wird. Keine nach dieser Richtung gezogene gerade Linie 
schneidet die Curve nur in jzwei Puacteti. E^ne beliebige Parabel, deren Durchmesser diese 
Richtung ha'ben , schneidet die Curve im Allgemeinen und höchstens in sechs Puncten , wenn 
ihr Parameter gehörig bestimmt wird, nur in üünf Puncten. Verschieben wir, eine selche Pa- 
rabel , parallel mit sich selbst und mit ihrer Durchmesser-Richtung, so schneidet sie in einer 
bestimmten Lage die Curve nur in vier Puncten und wird dann Asymptote der Curve. Ver- 
schieben wir endlich eine so bestimmte Parabel , ohne sie zu drehen, nach der Richtung ihrer 
Durchmesser, so bleibt sie, in allen ihren Lagen,. eine Asymptote, in einer vollkommen be- 
stimmten Lage abef , in welcher sie mit der Curve einen innigem Contact hat^ schneidet sie 
diese nur noch in drei Puncten. Ausserdem hat die Curve zwei imaginäi'e geradlinigen 
Asymptoten. 

17. <p^+Xp)(r»+y282) + v(f-^n)t + /ti = o. ♦*) [13] 

B. Es gibt eine bestimmte Richtung, nar,h welcher die Curve von einer sonst be- 
liebigen geraden Linie nur in zwei Puncten geschnitten wird. Im Allgemeinen befinden sich 

^ unter diesen Linien zwei, welche die Curve nur in einem einzigen Puncto schneiden: die bei- 
den parallelen As)inptoten. Diese bilden in unendlidier Entfernung einen Doppelpunct. 
Ausserdem hat die Curve zwei imaginäre geradlinigen Asymptoten. 

a. Es sind die beiden panJlelen Asymptoten imaginär, so dass der onendiidi weit 
entfernte Doppelpunct ein isolirter ist : 

18. <pH-52)(rM^2s^) 4- KP+A)t + iu = o. [12J 

ß. Es sind die beiden parallelen Asymptoten reell; dann kann auch jede derselben 
eine dreipunetig osculirende sein und schneidet dann die Curve nicht mehr. Hier finden also 
die folgenden 3 Arten Statt : 

19. if^—VKr^Vy + Kp+«)t H- A « o , [12] 
«0. (p*— l'Kr^+y^s^j 4- •'Cp±5)t 4- /u = o, [11] 
81. (p^— JOfr^+y's^+x) -h i'p + ^ = o. ♦♦•) [10] 

y. Es £aUen die beiden parallelen Asymptoten zusammen. Der unendlich weit lie- 
gende Doppelpunct hat also zwei zusammenfallende Tangenten, und ist, im Allgemeinen, eine 
Spitze erster Art: 

«2. fHrl-^V} + i<P+»)t + M « o. [11] 

Es können auch zwei reelle oder imaginäre Curven - Zweige sich berühren : 

83. 84. p^(r^+y^^) H- Si'pt 4-/^ = 0. [10] 

Die bertthrenden Zweige sind reell, wenn y^>iu, und imaginär, wenn i'*<^. Wenn 

so hat die Curve im Allgemeinen in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art : 



*) In £uler« Aufzäliluog der 3. Fall. 

**) Wir nehmen hier auf die verschiedenen Ordnungen, nacb welchen die parabolische Aiymptote die 
Curve in unendlicher Kntfemiing ojiculireu kann, keine Rrickiicht, und zählen deshalb hier nur 
einen FalL Wir verfahren hierbei conseqiient, weil wir sonst auch, um consequent zu sein, bei 
nicht osculirenden geradlinigen Asymptoten besondere Fälle in Beziehung auf osculirende hyperbo- 
lische Do|>peU Asymptoten hätten unterscheiden mriwen« 
***) Euler hat die 20- Art, wo der Contact auf den beiden parallelen Asymptoten von verschiedener 
Ordnung ist, nicht erkannt. Diese Art ist zwischen seine 10 und 11, Art einzuschalten. 
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# 

i5. fHr^+r^s') + tvfi + p^ = o. [9J 

Wir köuien die vorstehende Gleichung, indem wir einen Ausdruck von im Form (pq+y) 
kurz durch Y bezeichnen, auch auf die folgende Form bringen: 

y^ + «p H- j?p^ 4- yp'^ + 9^^ = <> r 

wobei durch den positiven Werth des Coeffidenien von p^ die beiden Asymptoten der Curve 
als imaginäre in Evidenz treten. Wenn a verschwindet , so hat die Cnrve zwei vollständige 
hyperbolischen Zweigen-Paare , welche sidi in unendlidier Entfernung dreipunctig osculiren. 
Diese Zweigenpaare können reell oder imaginär sein: 

2& 27. y« T xY + yp' P^* = o. [8] 

Wenn x verschwindet, erhält die Curve wiederum eine Spitze, die aber von zwei solchen 
Zweiten gebildet wird , die unter sich einen Contact von der Ordnung i haben : 

28. y^ + rp^ + qY = o. *) [7] 

Fünfter Fall 

An die Stelle der beiden imaginüren As>mptoten des 4. Falles treten hier zwei reelle 
Asymptoten. Wenn die verschiedenen uncndlicheu Zweige ein und derselben Cnrve in kei- 
ner gegenseitigen Beziehung standen, so würden sich die 12 Arten, weiche wir in dem vori- 
gen Falle aus der Verschiedenheit der miendlichen Zweige abgeleitet haben, mit jeder der 6 
Arten , die zwei gewöhnliche Asymptoten nach dem 2. Falle darbieten, zu neuen Arten com- 
biuiren. Somit erhielten wir hier 72 Arten. Diese Anzahl reducirt sich aber, weil 25 Arten 
unmöglich sind, auf 47. 

A. Parabolische Asymptoten: 

29. (p^+Aq)rs 4- »•(p+«)t + |U = o , [!»] 

30. (p--h^>rs + >'(p+«)(r4-(^) -f- ^w = o , [121 

31. (p^+Aq)rs + np4-75P)r + ^r* = o^ [llj 
3«. (p^Aq)rs 4- vt = o , [11) 

33. (p^+Aq)r8 4- w + i» = o, [lOj 

34. (pM-^q)r» •¥ f* = o. [ 9 ] 

B. Zwei ünaKginftre parallelen Asymptoten: 

35. (p^+l^rs 4- Kp+^)t 4- iM = o , ' [12] 

36. (p^4^^)rs 4- Kp4-7r)(r+9) + /« « o, fll] 

37. (pVSOrs 4- i'(p4-n)r 4- A* = l, [lOT 

38. (p^+§^)rs 4- i't = o , [10] 

39. (p^4-l^)rs 4- vr 4- A« = 0, [9] 

40. (p^+?)rs 4- i» = 0. [8] 

C. Zwei reelle nicht osculirenden parallelen Asymptoten: 

41. (p2_|2)„ 4- Kp4-n)t 4- iU = o, [121 

42. (p^— |2)r8 4- KP+»){r4-p) 4- /« = o, [11] 

43. (p^— S')r8 4- Kp+^)r 4- iw « o, [10] 

44. (p'— §^)rs 4- yt = , [10] 

45. (p^~l^)rft + yr 4- M = o. l^] 



*) E u 1 e r hal in seiner JtEinleltiiBg« die Exi»tens Ton SpiUen zweiter Art überhaupt und inshesoudere 
in iinendiicher Entfernung nicht erlanvt. Darmn fehlen die Arten 25. und 28. Ich habe hier viuch, 
wat er nicbt thut, die Arten 26. md 27. von den Arten 23. und 24 getrennt. Unser vierrfrFall 
enthält somit 12 Arten, während Euler deren nur 7 sufväh4t. 



i 



l40 Erster Abschnitt Uaendliche Zweige. 

D. Zwei i«elle parallelen Asymptoten , von weicht eine die Conre. in «nendlicher 
Entfernung osculirt! 

4ß. Ip'— 5^rs + Kp±l)t + f« = o, [llj 

47. Cp'-r)r8 + K±§)(r+p) + ft = o, [10] 

48. <p^"-5*)r8 + Kp±?)r + ^ = o. [9] 
fi. Zwei reelle und oscnlirende parallelen Asymptoten : 

49. (p^— S^Krs+x) 4- >T + ^ = • » 1*^1 

50. (p^— lOrs + yp + /^* = ö > I^J 

51. (p2— 52)rg 4- /u = o. [81 

F. Eine Spitze erster Art in unendlicher Entfernung: 

52; p^rs + vif+n}t 4- /t« = o, [11] 

58. p^rs + Kv+riXr-hg) + /u = o, [10] 

54. p^rs + Kt+n')r + ^ = o, [9] 

55. p^rs + li; = o, [9] 
. 56. p^rs 4- yr + jM = o. 18] 

G. H. Zwei vollständige Zweige der Curve , die reell oder imaginl&r sind , haben 
in unendlicher Entfernung einen gewöhnlichen Contact: 

57. 61. p^rs 4- «ypt + /* = o , [lOj 

58. 62. p^rs 4- 2JT(r4^) 4- f* = o, [9] 

59. 63. p^rs 4- 2ypr 4- /li « o, [8] 

60. 64. p'rs 4- iw = Q. [7] 
I. Eine gewöhnliche Spitze zweiter Art in unendlicher Entfernung : 

65. p^rs 4- 2yft 4- •'^ « o, [9] 

.66. p^rs 4- 2i'p(r4-^) 4- •'^ = o, • [8] 

67. p^rs + 2i'pr 4- y^ = o. [7] 

Wir sehen hieraus, wie die eine Asymptote S immer eine gewöhnliche bleibt , während die 

andere in eine drei- und vierpunctig osculirende ttbergehen kann. 

K. L. Zwei vollständige, reelle oder imaginäre Curven -Zweige , wdche, nach der 
Richtung der Asymptote P, sich dreipuncüg osculiren: 

€B. 69. Y^ + xY 4- yp'— (>'p* = 0. [81 

Um neue untergeordnete Fälle zu unterscheiden, wollen wir in dieser Gleichung für Y wie- 
derum den Ausdruck (pq+O restituiren. Alsdann kommt: 

Cpq+py + x^ 4. yp« — ^2p4 = , (a) 

wobei zu bemerken ist, dass weder die Constante^ noch dieConstante v verschwinden darf, 
weil in dem einen Falle die Cmrve eine parabolische Asymptote erhält, und in dem andern 
alle Glieder ihrer Glieder durch p^ tfaeilbar werden. Wir können die vorstehende Gleichung 
auf folgende Form bringen : 

oder auch, indem, wir 



setzen , auf die folgende : 



« - PP + ^^ r 



I p»r(r+«PP- p + «»p(r+(p- ^, + ^;p - {-) + v'=.o. (A) 



Diese Gleichung, weldie roUsUadig die Gleichung (a) vertritt, entspricht einer Parliculari- 
tation der Jinearen Function t in der allgemeinen Gleichung der 65. Art, wodurch diese 



±^2^21^^^^^^:^^^, (c) 
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Gldchuug eine Conslante verliert. Man üb^aeiigt sich nenilich leicht , dass , indem a eine 
neue Constante bedeutet, 

«t = 8 + r + ap , 
oder, wenn wir geometrisch deuten, dass das, von den beiden Asymptoten R und S auf der 
Doppel- Asymptote P interceptirte , Segment von der Linie T halbirt wird. 

Wenn die Asymptote R eine dreipunctig osculirende werden soU, so kommt die folgende 
Bedingungs- Gleichung «wischen den Constanten der Gleichung (a) hinzu: 

y^ _8y(>'*— y^ 

Wenn wir, der Kurse halber, 

setzen, so dass 

± x2 = y* — 5«^ 
so nimmt die Gleichung (i) hiemach die nachstehende Form an: 

70. 71. pMr4^P+«) + 2yp(r+J«j -^ v^ ^ o. [7] 

Die sich in unendlicher Entfernung osculirenden Zweige sind reell oder imaginär, je nachdem 

4vt — e^ > o oder 4vi — $^ < o. 
Die Osculation der Asymptote R steigt zu einer vierpunctigen an, wenn € und folglich 
auch Y verschwindet, dann reducirt sich die Bedingungs - Gleichung (c) auf: 

± «2 = 2yp = vd^, y = o, 

und die Gleichung (7) verwandelt sich in die folgende: 

72. 73: p2r(r4-^p) + 2i'pq 4-^2 = 0, [6J ^ 

und je nachdan die Coefiftcienten v und i im Zeichen übereinstimmen oder nicht , sind die 
beiden sich in unendlicher Entfernung osculirenden Curven-Zweige reell oder imaginlir. Die 
beiden Asymptoten schneiden die Doppel-Asymptote P nothwendig in demselben Puncte. 

M. Eine Spitze zweiter Art, von zwei solchen Zweigen gebildet, die unter einan- 
der einen Contact von der Ordnung i haben: 

74. y2 ^ yp3 4. ^2p4 = o. [T] 

Wir können die bisherige Bezeichnung hier beibehalten, indem wir bloss x gleich Null setzen, 
dann kommt, wenn eine Asymptote die Curve dreipunctig osculiren soll, aus (c): 

oder auch 4v6 = €\ 

Die Gleichung der 09. und 70. Art geht hiernach, indem sie eine Constante verliert, in die 

folgende tiber: 

75. p2r(r+^.p-|.«) + 8yp(r+ie) + v^ « o. [6] 

Zu einer vierpunctigen kann die Osculation nicht ansteigen , weil € hier nicht mehr ver- 
schwinden darf. ^) 



*) Da Euler von den 12 Arten des 4. Falle» nur 7 erliannte, so erhält er auch nur 7.6 = 42 Arten 
des vorliegenden Falle«, von denen er zwei als unmöglich ausscheidet, so dass sich nach ihm 40 
Arten ergeben. Aber ausser den von ihm ausgeschiedenen, sind noch 7 Arten unmöglich, wonach 
die Anzahl derselben sich auf 33 redaciren wurde. Zu diesen kommen aber noch die folgenden 
von Euler übersehenen 14 Arten hinzu: 46 bis 48 and 65—75, so dass wir zu den 47 im Texte 
aufgezählten verschiedenen Arten gelangen« 
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Sechster Fall. 

Die in dem 4. Falle aufgezAhlteH besondern zwölf Falle coinbiniren sich paarweise, in- 
dem die €urve liiev, statt der beiden imaginären Asymptoten, |ioch eine zweite Gruppe pa. 
rabolischer Asymptoten oder in unendlicher Entfernung einen Doppdpnnct hat. 

A. Zwei Gruppen parabolischer Asymptoten: 

76. . (p'+AqXr^+T«) -♦- Kp+7i)(r+-(>) + A* = o. [12] 

B. Eine Gruppe parabolischer Asymptoteif und 1) zwiei imaginäre Asymptoten ,^ 2) 
zwei nicht osculirende parallelen Asymptoten, 3) zwei Asymptoten, von welchen eine drei- 
punctig osculirt, 4) zwei dreipunctig osculirende Asymptoten, 5) eine Spitze erster Art, 6) 
und 7) zwei reelle oder imaginäre vollständigen Zweige , welche in unendlicher Entfernung 
einen gewöhnlichen Contact haben, 6> eine gewöhnliche Spitze zweiter Art, 9) und 10) zwei 
reelle oder imaginäre vollständigen Zweige, welche sich in unendlicher Entfernung dreipun- 
ctig osculiren, 11) eine Spitze zweiter Art, welche von zwei selchen Zweigen gebildet wer- 
den, die unter einander einen Contact von der Ordnung $ haben. 

77. (p--»-^-)(q'+yr) + vrp-f^)(q+x) + ^ = o, [111 

78. ' (p'—^'Xq'-fyr) + Kp+7r)(q+>c) -I- ^u = o, [fl] 
79.' (p-— S'Xr+ri) + Kp±§)(q+x) + |U = 0, [lü| 

80. (p-~IO(q'+yr) + i'p + jt« = o , [9\ 

81. pHq^+yr) -f i'(p4-«)(q-l-x) + ^ = o, [loj 

82. 83. p-(q^+yr) 4- 2>'p(q+x) + ^ = o, *) [9 f 

84. p^(q^+>'r) + 2)^p(q+x) + »^^ = o , [ 8 1 

85, 86* P^Cq^+yp+x2) + 2i'pq + »^ = o , **) [ 7 | 
87. P^(q'-frp) + 2ypq + »'^ = o. [61 

Die vier letzten Gleichungen können auch, mit Beibehaltung der frühem Bezeichnung, unter 
folgender Form geschrieben werden: 

Y^ + «p 4- i?p^ + 7f^ = o , 

Y^ ± xV + yp*= o, 

72 + 7^*= o. 

C. Zwei Paare paralleler Asymptoten. Hierher gehören die folgenden Arten. Es 
hat die Curve, neben einem Paare imaginärer Asymptoten, 

1) ein zweites Paar solcher Asymptoten : 

88. (p'^-5')(q=^-r^^ + Kp+^Ficq+x) + ^t = o : * [lo] 

2) zwei reelle parallelen Asymptoten, die beide nicht osculiren, von denen eine oscu- 
lirt, oder die beide osculiren: 

89. (p2 -VK^^+r^') + Kp+-^)Cq+'«) + ^ = o , [lOj 

»0. (p2_52)(^2^2) 4. v(p±5)(q+x) +/U = o, [91 

' 91. (p2-|2)(q2+y2) + l,p + /* = 0; [8] 

^ 3) eine Spitze erster Art: 

Ö2. P^(q^4-y2) + v(p+»)(q+«) + iu = ; [ 9 ] 

4) zwei in unendlicher Entfernung sich einfach berührende , ~ reelle oder imaginäre 

■ » 

*) Je nachdein der Ausdruck. (v> — fi) positiv oder negativ ist, sind die sich berührenden CiirTeii-Zweige 
reell oder imaginär. 

**) Auf den Ausdnick (q*+yr) sind überall nur vier Constante zu rechnen; er kann, nachdem <fie Fun- 
ction p vorher bestimmt ist, QberaU aiich durch dei^ Ausdruck (qi-f-yp+cT) ersetzt wenien (82.). 
wonach die Gleichung der 83 Art, indem sie in die Gleichung der folgenden beiden Arten über- 
geht ^ nur die einzige Constante q verliert. 
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Zweigen -Paare: 

M. 94. p^qM^^) + 2»'p(q+>f) + ^ = o; •) [8] 

5) eine gewölinliclie Spitze zweiter Art : 

95. p^(q^+y^) + 2vp(q-*-x) + y^ = 0. [7] 
Die letzte Gleichung können wir auch folgendergestalt schreiben : 

Analere Arten von Curven mit imaginären Parallel- Asymptoten gibt es nicht 
Es hat die Curve neben zwei gewöhnlichen parallelen Asymptoten, 

1) noch ein zweites Paar paralleler Asymptoten , die beide nicht osculiren, von wel- 
chen eine osculirt, oder die beide osculiren: 

96. (p^— 5')(«'-yO + Kp+^Xl+Jf) -f ^ =r o , • [10] 

97. (p2_|2j(q2_y2j ^. ^(p£gj^+^) ^ ^ == o , [9] 

98. (p^— S^W— r^) + »'p + ^ = o; [8] 

2) eine Spitze erster Art: 

99, p'(jl^— yO + Kp+«)(q+x) 4- it* == o ; [ 9 ] 

3) zwei reelle oder imaginäre, in unendlicher Entfernung sich berührende Zweigen-Paare: 

100. 101. p'(q^— y^} + 2yp(q+x) + ^ = o; [8] 

4) eine Spitze zweiter Art : 

102. p^Cq^— y^) 4- 2yp(q4-x) + a* = o. [7] 
Diese letzte Gleidiung kann, auch die folgende Form annehmen: 

P + «p — y^p* = o. 
Es hat die Curve neben zwei parallelen Asymptoten, unter welchen sich 
eine osculirende befindet, 

1) noch z^vei solche Asymptoten: 

103. (p^-5^)(q^-y*) + Kp±5)(q±y) + M = o , [8] 

2) eine Spitze erster Art: 

104. p*(q^— y^) + Kp+?iXq±y) + /u = o; [6] 

3) zwei in unendlidier Entfernung sich berührende , reelle oder imaginäre Zweigen- 
Paare: 

105. 106. p^q^— y^) + 2yp(q±y) + /u = o; ' [7] 

4) eine Spitze zweiter Art: 

107. p^(q^— y^J + 2iT)(q±y) + y^ = o. [6] 

Diese letzte Gleichung kann auch die folgende Form annehmen : 

Y^ ■— yp(p+2y) = o. 
Es hat die Curve neben einem Paare osculirender parallelen Asymptoten, 

1) ein zweites solches Paar : 

loa (p^-5^)(q^— y") 4-^ = 0; [ 7 ] 

2) eine Spitze erster Art: 

109. p^q^— y^) + /t* == o. [6] 
Es hat die Curve neben einer Spitze erster Art, 

13 eine zuleite solche Spitze: 

110. pY + Kp+»)(q+xp 4- /« = o; [8] 

2) zwei in unendlicher Entfernung sich berührende , reelle oder imaginäre Zweigen- 
Paare : 



'i Das Zechen des Ausdrucks (y*— /u), entscheidet über <tte Realität oder Iinaginarität der Zweige, wie 
bei den Arten 81. und 82. 
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111. 112. p2q2 4- 2yp(q+x) + /4 = o ; [7 | 

3) eine Spitze zweiter Art : 

113. p^q^ + 2yp(q->-x) -f- »'^ = o. [6] 
Dieser letzten Gleichung^ können wir auch die' folgende Form g^eben: 

y2 + op = o. 
Hiermit sind alle möglichen Arten des 6. Falles erschöpft. Wenn die beiden Zweigen- 

Paare dieses Falles nicht in gegenseitiger Abhängigkeit ständen, so würden wir ~^-^ ^ 76 

Terschiedene Arten erhalten; aber, dieser Abhängigkeit wegen, redncirt sich die Anzahl 
derselben auf die Hälfte. *) 

Siebenter Fall 

Die Curve hat eine geradlinige Asymptote und wird demnach von jeder derselben parallel 
gezogenen geraden Linie nur in drei Puncten geschnitten. Was die andern an dieser Asymptote 
sich nicht hinziehenden unendlichen Zweige betriffi; , so tritt uns hier eine vierfache Unter- 
scheidung entgegen. 

A. Es gibt eine zweite Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen ge- 
raden Linie nur in drei Puncten geschnitten wird. Eine beliebige Parabel, deren Durchmesser 
diese Richtung haben , schneidet die Curve nur in sechs Puncten. Aber dennoch gibt es we- 
der eine zweite* geradlinige noch eine parabolische Asy^iptote^ statt dessen gibt es aber 
unendlich viele semicubi - parabolischen Asymptoten : 

114. (p^-l-Aq')r + Kp4- /r)t + ^ = o. [12] 

In untergeordneten Fällen ist die geradlinige Asymptote R eine drei- und vierpunctig 
osculirende: 

115. (p^H-Aq2)r -f- Kp+^Kr-f p) + a« = o , [11] 

116. (pM-Aq^)r + Kp+")r + fi — o. [10] 

B. Es gibt eine zweite Richtung , nach welcher jede gerade Linie die Curve nur 
in zwei Putacten schneidet, ohne darum Asymptote zu sein. Alle Parabeln von bestimmtem 
Parameter, deren Durchmesser eben diese Richtung haben, schneiden die Curve nur in 4 
Puncten ohne jedoch ihre Asymptoten zu sein. Aber unter jenen geraden Linien gibt es 
eine, P , welche die Curve nur in einem Puncte schneidet, und dadurch zur Asymptote wird, 
und , unter jenen Parabeln gibt es unendlich viele mit einer gemeinsamen Axe , welche die 
Curve nur in 3 Puncten schneiden und dadurch zu Asymptoten werden und endlich unter 
diesen eine fünfpunctig osculirende, welche die Curve nur in 2 Puncten schneidet. Es stellen 
sich hier sechs Arten heraus, weil auf der Asymptote R der Contact bis zu einem vierpun- 
ctigen , auf der Asymptote P aber nur bis zu einem dreipunctigen ansteigen kann. 

1) Die Asymptote P ist eine gewöhnliche : 

*) Euier zählt 47 Arten. Hierbei ist zuvorderst ein Rechnungsfebler zu berichtigen. Denn, m der 

VoraussetziiDg, dass ein Zweig auf die Natur der andern keinen Einflu'ss hat, bestimmt er die An-> 

zahl der möglichen Arten auf 49 ^ 7', nemlich gleich dem Quadrate der von ihm angenommenen 

7 8 
Anzahl verschiedener Arien des 4. Falles. Statt dessen hätte er '* h? 28 nehmen müssen. End- 

• - * • * 

Jich erkennt Euler 2 Fülle als unmöglich an, so dass er eigentlich 76 Arten bezeichnet. Diese 

Anzahl vermindert sich noch auf 23, weil drei von diesen Arien nicht existiren ; dagegen h.it Eni er 

die 15 Arten: 79,84—87, 90, 95,97, 102, 107 und 113 ubersehn. Somit erhalten wir die im Texte 

auFgezählten 38 Arten. 
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117. p(pM-Aq)r + Kp'+ys) = o , [11] 

118. p(p^^)r + J« « o, [10] ' 

119. p(p^^)r + Mr + Ai=«; t»l 
2) die Asymptote P ist eine osculirenile : 

180. p(pH^^)r + op* + ip + /t* « , [10] 

121. p(p^^-^)^ + ip -f /t« « o, [9] 

122. pCp^^ijr + jM « 0. [8] 

C. Es gibt eine zweite Richtung , nach welcher die Cimre von einer beliebigen 
gerade Linie nur in swd Puhcten geschnitten wird, aber diese gerade Linie wird niemals 
Asymptote. Jede Parabel ^ deren Durchmesser diese Richtung haben, schneidet die Curve nur 
in 5 Puncten, aber keine Umgestaltung und kein Verschieben dieser Parabel machen dieselbe 
zur Asymptote. Es hat die Curve unendlich viele parabolischen Asymptoten. Mit Rttcksicht 
darauf, dass die Asymptote R audi drei* und vierpunctig osculiren kann, ergeben sich 
hier 3 Arten: 

123. Cp'+^?)r + op2 4- j'p 4- ^ = o , [10] 

124. (p^+Aq)r + yp+iMr=o, [9] 

125. (p^+Aq)r + /* = o. [« ] 

Wir können die unter C. und D. unterschiedenen F&lle dadurch characteristisch bezeich- 
nen , dass wir sagen , die Curve habe in unendlicher Entfernung nach der Richtung von P 
einen Doppelpunct Bei den Fallen unter D. liegen die Tangenten dieses Doppelpuuctes beide 
unendlich weit, während bei den Fallen unter C. eine dieser beiden Tangenten die Asymptote 
P ist und nur die andere unendlich weit liegt. 

D. Es gibt eine zweite Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen ge- 
raden Linie nur in einem einzigen Puncte geschnitten wird, ohne dass diese deshalb Asymptote 
ist Es hat die Curve neben ihrer Asymptote Q, die eine gewöhnliche, eine drei- und eine 
vierpunctig osculirende sein kann , drei parallele Asymptoten , welche der Curve gar nicht 
begegnen und deshalb auch nicht in osculirende flbergehen können. Diese drei Asymptoten 
sind als die drei Tangenten eines nach der Richtung von P in unendlicher Entfeniung lie- 
genden dreifachen Punctes der Curve anzusehen. 

1) Es sind zwei der drei parallelen Asymptoten imaginär i 

126. (P^g,0(p-f w)q 4- op* + yp ,H- /i = o , [9] 

127. (p^H-5^)(p+^)q -f >T + /" = ö » \ß] 
J28. (p'-f l^)(p+7r)q + /u' = 0. [7] 

2) die parallelen Asymptoten sind alle drei parallel : 

129. p(p4-7i)(p+7i')q 4- ap2 4- yp 4- M •= «> M 

130. P(p-f w)(p+7i')q + IT + /* = o , [81 

131. p(p+7i)(p-f 7i')q + ^ r= 0. [7] 

3) es fallen zwei der drei parallelen Asymptoten zusammen. DieCarve hat eine Spitze 
zweiter Art, zwischen deren Schenkel ein hyperbolischer Zweig sich hindurchzieht: 

132. P^(p+7i)q + op* -f i/p 4- iw = o, [8] 

133. p'(p+7i)q + yp + iu = , [7] 

134. P'(p+Ä)q 4- /t« = 0. [6] 

4) die parallelen Asymptoten fallen alle drei zusammen, wonach drei unendliche Zweige 
der Curve sich auf einen einzigen zusammenziehen : , 

135. p^q 4- ap^ 4- i'p + A* == «t [7] 

136. p^q + ^p + iu = o , [6] ~ 

137. p^q 4- iU « 0. [51 

19 



\ 
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Achter Fall 

A. Es gibt eine einzige Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie in 3 Puncten geschnitten wird; aber unter diesen geraden Linien ist keine 
As>'niptote. Jede Parabel , deren Durchmesser diese Richtung haben, schneidet die Curve nur 
in sechs Puncten. Aber es gibt keine parabolischen As}inptote. Es gibt auch keine Asym- 
ptote der dritten Ordnung. Nur einfiachere Curven, die ebenfalls von der vierten Ordnung 
sind, stellen annäherungsweise den Lauf der unendlichen Zweige dar. 

138. p< + q(>fp'+^q^) + y(p+«)r + fi = o. •) til] 

Nur in untergeordneten Fällen gibt es unendlich viele Parabeln von der Ordnung |, 
welche Asymptoten der Curve sind und, bei willkührlicher Bestimmung der Constanten x, 
durch die folgende Gleichung dargestellt werden: 

Für diese parabolischen Asymptoten ist die Ordnung des Contactes Überhaupt |, steigt aber 
filr Wk^ derselben im Allgemeinen^ 2U \ und in besondeni Fällen ira |, i, | und { an. 

139. (p*+Aq') + Kp+'i)r + /t« = o. [lOl 

B« Es gibt eine einzige Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie nur in zwei Puncten geschnitten wird. Unter diesen geraden Linien schneidet 
eine die Curve nur in einem einzigen Punde, und ist Asymptote. Jede Parabel, deren Durch* 
messer diese Richtung haben, schneidet die Curve immer in 5 Puncten. Es gibt aber keine 
parabolischen Asymptoten. Aber es gibt semicubiparabolische As)'mptoten, deren Durchmesser 
(gerade Linien, welche die Curve nur in zn'ei Puncten schneiden,) die eben bezeichnete Rich- 
tung haben. Wir erhalten hier zwei Arten, die geradlinige Asymptote kann eine gewöhn- 
liche und eine osculirende sein. 

140. (p+Ä)(p»+Xq2) + op^ + yr s 0, [10] 

141. (p+^XpM-Aq*) + ap^4-yp + /t«=o. [9} 

C Es gibt eine einzige Richtung , nach welcher die Curve von einer geraden Li- 
nie nur in 2 Puncten geschnitten wird. Keine solche Linie ist Asymptote. Alle Parabeln, 
deren Durchmesser diese Richtung haben , schneiden die Curve nur in 4 Puncten. Jede sol- 
che Parabel hängt noch von 3 willkflhrlichen Constanten ab ; durch gehörige Bestimmung 
zweier derselben, ergeben sich znxi Gruppen parabolischer As>inp toten, deren, jede diei 
Curve nur in 8 Puncten schneidet In jeder dieser beiden Gruppen befindet sich eine oscu- 
lirende , welche die Curve, im Allgemeinen, in einem einzigen Puncte schneidet. Diese ba- 
den osculirenden Asymptoten treten in folgender Form in Evidenz: 

(p^+AqXp^H-yr) + 1^ 4- /M « 0. 
Da aber die beiden Gruppen parabolischer Asymptoten sowohl imaginär als reell sein kdn- 
neb, müssen wir zwei Arten unterscheiden, welche durch das doppelte Zeichen in der fol- 
genden Form, die mit der vorhergehenden identisch ist, angezeigt werden: 

142. 14S. [(pM-^)* ± i^t^\ H- i'p -f A* = o. [91 

Um den Uebergang zwischen diesen beiden Arten zu bestimmen, wollen wir untersu- 
chen, was in dem Falle gleicher Parameter der beiden Gruppen parabolischer Asymptoten 



*) Die 138. Art, die allgemeine des achten Falles, ist Euier entgangen, der anzunehmen scheint, dass eine 
Curve von beliebiger Ordnung nutliweudig eine solche Asymptote hat, welche durch eine zweiglie- 
drige Gleichung: 

p» + iq» a= o, 
dargestellt wird. Diess^ findet iiidess uiclit mriir Slatt, wenn wir über den 3. Grad hinausgehen. 
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Statt findet Dann rfducirt sich die Function r in der lernen Gleichung auf (p+n) und in 
Folge hiervon verliert diese Gleichung nicht bloss eine, sondern 2 Constanten. Es gibt also 
noch einen aligemeinern Fall , bevor wir xu diesem Falle gerangen. In demselben sind die 
beiden Gruppen parabolischer Asymptoten unendlich weit gerückt, so da^s es eigentlich keine 
parabolischen Asymptoten mehr gibt Und ebenso wie «wei geradlinige und unendlich weit 
entfernt liegende Asymptoten durch Parabeln vertreten werden, und diese Parabeln den 
Uebergang zwischen zwei gewöhnlichen und swei parallelen Asymptoten bezeichnen, 
so werden auch zwei unendlich weit gerückte Gruppen parabolischer Asymptoten mit ge- 
meinsamer Durchmesser - Richtung durch Asymptoten der 4. Ordnung vertreten , und diese 
bezeichnen den Uebergang zwischen solchen Gruppen parabolischer Asymptoten mit verschie- 
denem und mit gleichem Parameter. Die fragliche Art von Curven hat eine Gleichung von 
folgender Form : 

144. if^-^qy + y(p4-»)r + /i* = o. [8] 
Jede Parabel , welche durch die Gleichung von der • Form : 

p3 + ils = , 
und also mit der, in der Gleichung der Curve in Evidenz tretenden, gleiche Axenrichtung 
und gleichen Parameter hat, schneidet die Curve in 3 aber keine Parabel schneidet sie in 
weniger Puncten. ^ 

Wenn die Gleichung der 144. Curven -Art sich in folgende particularisirt : 

145. 146. (V^+^y ± »Y H- »'P + /* = o , [71 

so hat die Curve zwei Gruppen imaginärer oder reeller parabolischen Asymptoten mit glei- 
cher Durchmesser-Richtung und gleichem Parameter. Die beiden osculirenden parabolischen 
Asymptoten treten in der folgenden Form in Evidenz: 

(pM-^)(p^4-Ar) + /« = o. (ö) 

Sie schneiden die Curve in keinem Pnncte mehr. Zwei Parabeln von gleicher Durchmesser- 
Richtung und gleichem Parameter osculiren sich in unendlicher Entfernung dreipunctig ; das- 
selbe thun also auch die beiden parabolischen Zweige der Curve und eine parabolische Asym- 
ptote, welche einen dieser Zweige fUnfpunctig osculirt, osculirt notbwendig den andern 
dreipunctig, wonach alle Durchschnittspuncte einer solchen Asymptote mit der Cnrve erschöpft 
sind. 

Weni^ in der Gleichung der beiden letzten Curven -Arten h verschwindet, so kommt: 
147. (p^^)^ -f •'P + ^ = 0. [61 

Dann bildet die Curve in unendlicher Entfernung auf der Parabel: 

p2 4. Xg = o, 
eine Spitze zweiter Art, die von zwei solchen Schenkeln gebildet wird, die unter 
einander einen Contact von dpr Ordnung i haben. 

Hiermit sind alle Arten erschöpft. Es kann die Curve nicht |;wei vollständige parabo- 
lischen Zweige haben, die sich vierpunctig osculiren; denn dann würde die, einen Zweig ftinf- 
punctig osculirende« Parabel die Curve in 9 unendlich weit entfernten Puncten schneiden. 
Diess stimmt damit überein , dass , wenn wir in der Gleichung (n) r = q -h a setzen , diese 
Gleichung in ZM^ei Gleichungen des S. Grades sich auflöset *) 



*) Ab hierher gehörig fuhrt Eitler «eine 139., 140. tind 141. Art auf. Doch seine Betrachtungswei- 
sen sind in mehrerer Hinsicht irrthümlich. Imleui er \on der folgenden Gleichung ra gewöhnlichen 
Parallel * Coordinaten ausgeht; 

(y^+ay>x+ex») + cy» + dyx + fy + gx + h « o. 
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In den Aiiten unter B^ und C. hat die Curve in unendlicher Entfernung dnen Doppel- 
punct;^ einmal liegt eine Tangente desselben, das andere Mal liegen beide Tangenten un^ 
endlich weit. 

D. Es gibt eine einaige Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie nur in einem einzigen Puncte geschnitten wird. Zwei solche geraden Linien 
schneiden die Curve gar nicht , und sind ihre Asymptoten. Eine Parabel , deren Durchmes- 
ser diese Richtung haben , schneidet die Curve im Allgemeinen in vier Puncten, Sie kann 
so bestimmt werden , dass von diesen noch zwei und auch drei unendlich weit rücken , und 
wird dann einmal eine gewöhnliche , das andere Mal eine osculirende parabolische Asym- 
ptote. Da die beiden parallelen geradlinigen Asymptoten imaginär und reell sein» und^auch 
eine Spitze erster Art. bilden können, ergeben sich drei Arten von Curven: 

148. 149. (p^±SO(p'+^).+ yp + /u = o, [8} 

150. P^(p'+^) + yp -h jM = 0. [7] 

E. Es gibt eine Richtung, nach welcher die Curve von ^er beliebigen geraden 
Linie nur in einem Puncte geschnitten wird ; eine solche gerade Linie , welche die Curve 
gar nicht schneidet , ist Asymptote. Jede Parabel , deren Durchmesser diese Richtung halben, 
schneidet die Curve 'nur in 4 Puncten , keine in weniger : es gibt keine parabolisdien Asym- 
ptoten. Die Cur%'e hat , neben der gradlinigen Asymptote , nur cubi - parabolische. 

151. (p+w)(p^+iq) + ^ = 0. [7] 

V. Es gibt eine Richtung, nach welcher die Curve von einer bdiebigen geraden 



zerlegt er das erste Glied derselben folgendergestalt in ractorea zweiten Grades: 

(y'+pxXy'+p'x) . 
welcfaen zwei Parabeln mit derselben .ixe (mit demselben Durcbmesfter und derselben Tangente im 
Scheitel desselben) entsprechen. Diese beiden Parabeln sind nach ihm die beiden Asymptoten der 
Curve. Wiis überall, so sieht er auch hier nur zwei solcher Asymptoten, wo es deren unendlich 
viele gibt. Dann aber hängen diese beiden Parabeln auch von der zum Theil willkührlichen An* 
nähme der Coordinaten-Axe ab und man wQrde andere paraDolischen Asymptoten erhalten , wenn 
man "beide Axen beliebig verschöbe, aber so dass sie mit sich selbst parallel blieben« Die beiden 
Eu 1 er'schen Parabeln sind femer nicht einmal Asymptoten. Um diess zu zeigen, wollen wir, indem wir 
der Abscisse x einen unendlichen Werlh geben, den Werth der entsprechenden Ordinate eines 
PuDctes der einen jener beiden Parabeln durch y bezeichnen, so dass 

y* + px »= o . 
und den entsprechenden Werth der Ordinate eines Punctes der Curve durch (y-f"!')) dann ist: 

und biesaus erhält man, indem man auf die vorhergehende Gleichung Rücksicht nimmt und y ge- 
gen X und Constante gegen y vernachlässigt, 

- _ cl__ d 

^ 2(p-p') *=• /(a».4e)' 
Damit also die fragliche Parabel eine Asymptote der Curve werde, müssen wir dieselbe, parallel 
mit sich selbst und mit ihren Durchmessern (der Axe der x) , um eine Strecke , die gleich ß ist, 
verschieben. 

Für den Fall, dass 

a* — 4e « ü , 
scl;liesst Euler, dass die beiden esculirenden Asymptoten zusammenfallen, was niemals Statt fin- 
den kann. Im vorliegenden Falle inusste man die Parabel unendlich weit verschieben, damit sie 
Asymptote wurde; das heisst es existiren in diesem Falle überhaupt keine parabolischen Asympto- 
ten. Vcrgl. JEulers „Einleitung»* IL J.' 269. 
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Linie immer in einem ebmgen Puncte geschnitten wird. Jede Parabel , deren Durclimesser 
diese RicJitunif^ haben, schneidet die Cnrve immer in 4, niemals in weniger Puncten. l!s 
gibt weder geradlinige noch parabolische Asymptoten. Auch keine Parabel der dritten Ord- 
nung ist Asymptote der Curve , es hat dieselbe nur Parabeln der 4. Ordnung n ihren Asyn^- 
ptoten. ' 

IM. (p*+^q) + yp^ = 0. [6] 

Die Ordnung der Annllherung an diese Asymptoten, beträgt |, und bleibt auch dieselbe,, 
wenn wir in der Gleichung: 

p^ + Aq =^ o , 
welche eine solche Asymptote darstellt , die lineare Function q mit irgend einer andern ver- 
tauschen , und nur den Werth von X unverändert lassen. 

Die Curven- Arten unter D., E. und F. haben in unendliche Entfernung einen dreifa- 
chen Punct, und die dreifache Unterscheidung bezieht sich darauf, dass 1) von den drei 
Tangraten dieses Punctes'dne unendlich weit liegt, %) dass swei dieser Tangenten, 3) dass 
alle drei unendlich weit liegen. — 

Wir haben also im Ganzen . 1&2 verschiedene Arten von Curven der 4. Ordnung aufge- 
zählt Dieser Zahl selbst dürfen wir jedoch keine besondere Bedeutsamkeit beilegen , weU 
es sich hier von der Aufzählung von solchen Fällen handelt , die einander mehrfach unter- 
geordnet^sind. *) 

§. 8. 
Atymi^toteM der vIerteM OrdnmBfr* 

1,64. Eine Asymptote der 4. Ordnung, welche vier lineare Asymptoten ersetzt, tritt in 
der folgenden allgemeinen Gleichung der Curven n. Ordnung in Evidenz : 

Q^St^^ + iufin— s = o. 
Die Form dieser Gleichung schliesst die verschiedenen in den sechs ersten Paragraphen dis- 
cutirten Formen in sich ein. Als neue FäUe haben wir nur diejenigen zu betrachten, in wel- 
chen diese Formen: 

p©n— X + fli2a-.2 = O, 
ß30Ji-3 + A*ßn-« = O , 

überhaupt nicht existiren oder unbestimmt werden, was dann geschieht, wenn die Gleichung 
(1) die folgende Form mit überzähligen Constanten annehmen kann: 

Wir wollen uns hier auf der Aufzählung der sieben möglichen Fälle beschränken , und, 
bloss der Kürze wegen , annehmen , dass }|ss5. 



*) Eine Abhandlung unter dem Titel „Enumeration des courbe« du quatrieme ordre , d'apre« la nature 
diffi^rente de leurs branches infinie«*« ist von mir im Juü-Hefle 1836 des 1. Bandes des „Journal de 
roatht'matiques par Lio u v i 1 le** erschienen und bei der Ausarbeitung des vorstehenden 7. Paragraphen 
benutzt worden. Wenn in dieser Abhandlung nur 135 Curven > Arten hervorgehoben worden, sind, 
so ist diess nur wenig erheblich. Zu bemerken ist aber, dass hier die Gleichung der 21. Art eine 
Constante zu wenig^ hat , wodurch denn auch eine Curven- Art (nach der Aufzählung des Textes die 
49), welche der 46. Art vorhergehe« muss, übersehen worden ist. Da indess andrerseits die durch 
64. angezeigte Art wegfallen muss, so bleibt die angeführte Anzahl verschiedener Arten unverändert. 
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Erster FäU. 

Die Asymptoten sind Curven vierter Ordnung der 199. Art. Die allgemeine 
Gleichung ist: • ' 

jp'' + q(Aq-H-xp2) j 8 H- Kp+n)tu + /uw «= «. [17] 

Erst wenn x verschwindet, werden diese Curven durch Parabeln von der Ordnung f vertreten: 

(p*4-Aq^)s + yCp-hnltu + fiw ^ o. [16] 

Zweiter Fäll 

Die Curve hat semicubi * parabolische Asymptoten and eine gerad- 
linige Asymptote, von derjenigen Richtung, nach welcher jene in xwei 
Puncten geschnitten wird. 

(p+»)(p^+^lOß + (»(p^^v)t + yp + f« » 6. [16] 

Dritter FaU. 

Die Curve hat zwei Gruppen parabolischer Asymptoten von gemein- 
samer Durchmesser-Richtiing. 

Die beiden parabolischen Asymptoten können sowohl imaginär als reell sein. Diesen 
beiden Fällen entspricht das doppelte Zeichen in der nachstehenden allgemeinen Gleichung: 

ICp^^qJ' ± xV}s -f Kp+»)(pH^«t) 4- /* = o. [15] (1) 

in dem Falle , dass die parabolischen Asymptoten reell sind , können wir die vorstehende 
Gleichung auch auf folgende Form bringen, in welcher die beiden jRtaifpunctig oseulirenden 
Hyperbeln unmittelbar in Evidenx treten: 

(p^+iq)(p^^"r)s -f Kp+»)(p'+«t) + /i = o. (15J (2) 

Diese Form , welche die nothwendigen 15 Constanten enthält , ist durch sich selbst gerecht- 
fertigt. Denn jede der beiden Parabeln : 

p^ -f X'q = 0, p^ + ^"r = 0, 

schneidet die Curve nur in 3 Puncten, weil 7 unendlich weit liegen. Von diesen kommen 2wei 
auf denjenigen Zweig , den sie nicht osculirt , weil zwei Curven - Zweige , welche von zwei 
Parabeln mit derselben Durchmesser-Richtung fttnfpunctig osculirt werden, wie diese beiden 
Parabeln selbst, in unendlicher Entfernung sich berühren. In den folgenden Fällen steigt 
die Ordnung der Osculation ; wir haben dieselbe wie früher (90) bezeichnet. 

VI V (pM-i'q)(p^rr)s + >(p+«)(p^Vt) -h /* = o , [14) 

Vil V » . + y(p4.;r)(p2+Vq+X) + /i :=r O, IlS] 

VIII V » + i'fp+»)(p^+Vq) + A4 = 0, [121 

VI VI (p^Aq)(p^frr)s + KpM-xt) ^ o, [ISJ 

VII VI I. 4- KpM-Vt) = o, [12] 

vinvi » + vif^-^-x'n+x^ ^ d, [11] 

Vn Vll (p^A'q)(p2+rr)8 + rf + fi^o, [11] 

VIII VlII (p^+Vq)(p^A"r)g + /u = o. [lOj 

Bevor die parabolischen^ Asymptoten der beiden Gruppen sich drdpundig osculiren, rücken 
sie unendlich weit und die Cur\'e hat nur Curven vierter Ordnung der 144. Art zu Asymptoten : 

|(P^^)' + P(p-f7»)q(s + Kp+?«KpM-xt) + /« = o. [141 (3) 

In dem Falle zweier sich dreipunctig oseulirenden parabolischen Curven-Zweige können 
diese sowohl imaginär, als auch reell sein. Diesem entspricht das doppelte Zeichen in der 
fidgeaden allgemeinen Gleichung dieses Falles: 

{(P^^)" ± x'(p-f«)2}s + Kp+»)(pM-;it) + M » o. [13] (4) 
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In der folgenden Form treten, f&r den Fall, dass die unendlichen Zweige reeli sind, die 
beiden fünfpunctig osculirenden Parabeln , ' deren jede die Curve nur in zwei Puncten schnei- 
det) unmittelbar in Evidenz: 

V V (p^itq)(pM-Xr)8 + Kp+»)(p^^t) 4- jM » o. [18} 

Die Osculation dieser Parabelil steigt in den naclistehenden Fttllen zu einer hohem Ord- 
nung an: 

VI V (p^XqXp^^r)s + Kp+«)(p2+X(i|4*)) + /ri « o, [lÄj 

Vn V . » + Kp+^XpM-Xq) + fi^Oy. (111 

VI VI (p^Aq)(p»+Xr)s + KpH^Xt) = o, [llj 

VUVI . » 4- ^p^A(q+x)) r=: o, [10] 

VUVU (p^^)(pM-Xr)8 + ^ « o. [91 

Bei dem Uebergangs-Falle zwischen zwei tSruppen sich gegenseitig osculirender, reelle 

und imaginären parabolischen Asymptoten , nimmt die^ Gleichung (4) , indem sie eine Con- 

staute verliert, die folgende Form an: 

j(P^^)' + C>P}b + Kp+«)(p^+^t) + A* = o. [12] 

Dann hat die Curve in unendlicher Entfomung eine Spitze zweiter Art, die von zwei pära- 
bolischen Schenkeln gebildet wird. Die Ordnung der gegenseitigen Annäherung dieser bei- 
d^ Schenkel beträgt (, sie ist zugleich die Ordnung der Annäherung an die Parabel: 

. p2 4. Aq a o, 
und bleibt es imiqer , wie wir auch diese Parabel , parallel mit rieh selbst , nach der Rieh-- 
tung ihrer Durchmesser verschieben« 

In dem Falle zwder rieh vierpunctig osculirenden parabolischen Curven-Zwdge können 
diese wiederum sowohl imaginär als reell sein. Diesem entspricht das doppelte Zeichen, in 
der nachstehenden allgemeinei^ Gleichung dieses Falles: 

](p^^)* ± o^js + J'(p+»)(p^+A(q+«)) + ft == o. [11] 

In der folgenden Form treten , für den Fall , dass die unendlichen Zweige reell sind , die 
beiden fünfpunctig osculirenden Parabeln , deren jede die Curve nur in einon einzigen Puncto 
schnddet , unmittelbar in Evidenz : 

V V (p^Aq)(p2+A(q4-Jt))s + Wp+;rXp^+A(q+«)) + i" = 0. [11} 
Die Ordnung der Osculation ist in den nachstehenden Fällen gestiegen: 

tl V (p«+Xq)(q2+A(q4.x))g + v(f+n)(f^+Xq^ + ^ = o, [10] 

VI VI (pM-Aq)(p^X(q+x))8 + KpM-A(q+Jt')) = 0. [9] 

Bei dem Uebergang von reellen zu imaginären, vollständigen parabolischen Zweigen des 
vorigen Falles , ergibt rieh die folgende Form : ' 

(pH^iq)^s + Kp4-»)(p^^(«+«0 + |w « o. 110] 

Dann bildet die Curve in unendlicher Entfernung auf der Parabel : 

p3+ilq^o, (5) 

eine Spitze zweiter Art. Die Ordnung der gegenseitigen Annäherung der beiden Scbenkd, 
welche diese Spitze bilden , beträgt | ; dasselbe ist die Ordnung der Annäherung an die frag- 
liche Parabel ; verschieben wir diese nach der lUcbtung ihrer Durchmesser, parallel mit sich 
selbst , so ^rinkt jene Ordnung auf |. 

In einem neuen Falle hat die Curve zwei vollständige parabolischen Zweige, welche 
unter sich und mit der Parabel (5) einen fttnfpunctigen Contact (einen Contact der ersten 
Ordnung) haben : 

(pH^q)^s + i'(p+7f)(pH-Aq) + ^ a o. [9] 

Diese Parabel schneidet die Curve in keinem Puncto mehr und somit ist die höchste Ordnung 
^^r gegenseitigen Annäherung beider erreicht Um zu erkennen, ob diese Zweige reell .oder 



V 



I 



152 Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 

imaginär siiid^ können wir, fttr unendlich weit entfernte Puncte, strrqs — ^ setzen. Dann 

kommt für solche Pnncte: 

(P^^)'P' — rX(f^^Xq)p — Va = o , 
wonach wir für (pM-Aq)p reelle oder imaginäre Werthe erhalten , je nachdem : 

iv^X+4fi)k > , oder (y^A+^/u)^ < o. 

Hierin liegt denn auch die Unterscheidung , ob die unendlichen Zweige der Cunre reell oder 
imaginär sind. Wenn insbesondere 

v^X -4- 4/i = o, 
so können wir, indem wir zugleich die Function s in Cq4>ap-l-/9) auflösen und, der Kürze 
halber, 

p2 + Aq = H 
setzen , die Gleichung der Cunre folgendergestalt schreiben : 

JI^(q+ap+/^) 4- Kp+«)il' — i^'A = o , (8J (5) 

und dann auch auf die folgende Form bringen : 

j Jlp— iXy } 2 — AilCapil+vff) — Xßm ~ Jl* «= o. 
Wß Glieder dieser letzten Gleichung sind nach der Ordnung ihrer Grosse für unend- 
lich weit entfernte Puncte geordnet Bei gehörigen VemachlAssigungen kommt fttr solche 
Puncte : 

n = jAyp-i ± /iAJZ(api2+yff)| p-^ 
= iAy[p-* ± /(«A+«Ä).p-2l, 
Wir sehen also , dass die Cnrve in dem vorliegenden Falle eine solche Spitze zweiter Art 
hat , deren beiden Schenkel mit der Parabel H einen Contact der ersten Ordmug, unter sich 
aber einen Contact von der Ordnung ^ haben. Es liegen hiemach die beiden Schenkel aut 
derselben Seite dieser Parabel. *) 

Wenn, indem wir fortfahren die Cnrve zu particulftrisiren : 

ttX + 8lK SS o , 

so erhalt dieselbe ihre beiden voUstAndigen parabolischen Zweige wieder« Die Gleichung (5) 
geht alsdann in die folgende ttber: 

Jl'(q— yp+/j) + Kp+»)JI — i^^^ = o, [7] 

und kann folgendergestalt geordnet werden: 

jiZp— }A»^«J2}« — jA/S+Ä^jJl^ — Jl» = o. 
Für die unendlichen Zweige ergibt sich hiernach: 

n = iXyf-'— J7i±/(A/H-»^)}/7p-S 

« iMp-'~ {« ± /(¥+«') }p'']- 

Die beiden unendlichen Zweige der Curve haben also unter einander einen Contact von der 



*) Dieser Fall und die folgenden «ind demjenigen analog, dati lum Beispiel, bei Ciirven vierter Ord- 
nung, zwei unendliche Zweige unter einander einen Contact von den Ordnungen 1 , 2 und {., mit 
ihrer gemeinschaftlichen Asymptote aber nur einen Contact von der 1. Ordnung haben können. 
Hier berühren sich zwar die beiden unendlichen Zweige in mehr als zwei Puncten, aber nur durch 
zwei derselben lässt sich eine gerade Linie legen , so dass diese die Curve nur in vier Puncten 
schneidet. In den Fallen des Textes bertdiren sich zwei parabolische Zweige zwar in mehr als fnnf 
Puncten^ aber nur fünf sind als auf derselben Parabel liegend zu betrachten, so dass die esculirende 
Parabel, indem. sie nur zehn Puncte mit der Curve in unendlicher Entfernung gemein hat, auch 
in Beziehung auf die Ordnung des Contactes einen Curven - Zweig nicht vollständig vertreten kann. 
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Ordnung |, während ihr ,Contact mit der Parabel il von der ersten Ordnung geblieben ist. 
Sie liegen beide auf derselben Seite dieser Parabel und sind reell oder imaginär, je nachdem 

Xß + n^ > Oy oder Xß -^ n'^ < o. 

Wenn insbesondere endlich: 

Xß ^ n^ SS o^ 

so wird die Gleichung (5) die folgende: , 

^'(q-— p- p + »'(p+7i)n - iv^x = 0, [61 

und. kann auch folgendergestalt geschrieben werden: 

{ /Ip— JXh-tiü p — J2^ = o = o. 
Dann kommt für unendlich weit entfernte Puncte der Curve: 

n ^ iXi^f^ — Xa/Zp-» ± nlr^ 

« i^i'jp-* — A;rp-2±/(|Ai;).p-i|, 
woraus ersichtlich ist, dass zwei unendliche Zweige der Curye eine solche Spitze zweiter 
Art auf der Parabel Fl bilden, deren Schenkel unter sich einen Contact von. der Ordnung % 
haben. 

Hiennit sind alle untergeordneten Fälle des dritten Falles erschöpft. Wir mussten dem> 
selben eine besondere Aufmerksamkeit schenken, weil hier neue Beziehungen zur Sprache ge- 
kodimen sind. Die folgenden Fälle können wir kurz behandeln. 

Vierter Fall. 

Die Curve hat eine Gruppe parabolischer Asymptoten und zwei gerad- 
linige Asymptoten, M'elche mit zwei Durchmessern jener zusammen- 
fallen: 

(p^±SO(p'+^q)s + KpH-»)(pM-xt) + /u = o. [14] 

Fünfter FaU. 

Die Curve hat eine cubiparabolische Asymptote, und überdiess eine ge- 
radlinige Asymptote, welche ein Durchmesser derselben ist: 

(p+7i)(p3+^q)s + Kp+a)^ 4- /wt «= o. [13| 

Sechster FaU. 

Die Curve hat Parabeln der vierten Ordnung zu Asymptoten: 

(p*+>lq)s + vfH + ft(f^7i) = 0. [12] 

Siebenter Fall 

Die Curve hat vier parallele geradlinigen Asymptoten, oder, mit andern 
Worten, in unendlicher Entfernung einen vierfachenPunct: 

p(p+^)(p+7j')(p-|-Os + ^(p+«)(p-fa')(p+«'') = o. [11 V 

Es versteht sich, dass die vier parallelen As>inptoten auch paarweise imaginär sein 
können. Es können auch zwei , drei., auch zwei und zwei , und endlich auch alle vier zu- 
sammenfällen. Es können sich aber nicht zwei vollständige Curven - Zweige an einer Dop- 
pel - Asymptote berührend hinziehen, weil dann eine gerade Linie, welche in diese Asymptote 
fällt , die Curve in 6 Puncten schneiden müsste, von welchen vier auf die fraglichen Curven- 
Zweige und zwei (dem Contacte fremde) auf diejenige kommen, welche zu den beiden übrigen 

20 
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ParaileUAsymptotdn gehören. Einer Doppel-Asymptote entspricht hier immer eine Spitze er- 
ster Art In dem Falle der folgenden Gleichung bildet die Curve zwei solche Spitsen auf 
zwei parallelen Doppel - Asymptoten : 

p«(p+7r>2jj 4. ^p+a)(pH-a')(p-fa") = o. [9] 

Wenn drei Asymptoten zusammeufallen, so kommt: 

p*(pH-»)s + i(pH-«)(p+a)(p+«") =0, [9] 

und die Ordnung der Annäherung an diese beträgt immer nur )• Wenn alle vier Asympto- 
ten zusammenfallen, wo alsdann 

p*s + /.(p+a)(p4-a')(p+a") =0, [8) 

so beträgt diese Ordnung immer i. 

Wenn unter den vier parallelen Asymptoten sich eine befindet, welche mit keiner der 
übrigen zusammenfällt, so gibt es nothwendig eine H^'perbel, welche den an dieser Asymptote 
sich hinziehenden unendlichen Zweig fiinfpunctig osculirt Diese tritt fttr die Asymptote P in 
der nachstehenden Gleichung in Evidenz : 

(p-f7r)(p+7i')(p+n")[pt+/i/| 4- dp^p+/9)(p+/^') « o. [11] ' 

Wir sehen zugleich, dass die Osculation, durch das Verschwinden von ß und ß' noch 
um zwei Ordnungen, nemlich bis zu einer siebeupunctigen , ansteigen kann; und diess ist 
damit im Einklänge, dass, wenn wir zu den ent^^prechenden 7, unendlich weit entfernten, 
Durchsclinittspuncteu die 3, der Osculatjon ifremden , hinzuzählen, dadurch die 10 Durch- 
schnittspuncte der Curve und einer Hyperbel erschöpft sind. 

165. Ohne die allgemeinen Gleichungen für Curven einer beliebigen ji. Ordnung, wel- 
che die sieben verschiedenen, in diesem Paragraphen aufgezählten, Arten von Asymptoten 
der vierten Ordnung haben, hiuzuzuschreiben, berühre ich nur den wichtigsten Punct, in allen 
unseren Discussionen : die Anzahl der Constanten. Diese vermindert sich bei jeder folgenden Art 

von Asymptoten um eine Einheit, und sinkt somit von( — ^ — , — 3] bis zu f — ~ 9 1 

Diese letzte Anzahl bezieht sich nemlich auf den Fall von vier parallelen Asymptoten , dem 
die folgende Gleichung entspricht : 

p(p+»)(p+»)(P+»'')Ö«-4 + ^' p+aWp-f-a Kp+o")öo-.5 + M(p-f-i^)(p+/^?')0n-6 

+ Kp+y)ön-7 + pß„-^ = O. — 



welter Abschnitt. 

Ueber die Singularitäten in dem Laufe der Cur\en. 



J»liicvMloii der verschiedleneit mißlichen VMlle sin^wlMrer P«acte vMd siniimlMrer 

Tasflrenteit der Cvrven* 

1* Es seien q und p beliebige lineare Punct - Coerdinaten. ^> Alsdann stellt die 

Gleicbunf : 

P(q,p) = fl = o, (1) 

irgend eine Cirrve dar, die wir uns durch die Beweg^ung eines Punctes beschrieben debkeu 

und die Gleichung: 

q = )fp -h y, (2) 

ist die Gleichung irgend einer geraden Linie. IKe Durchschnitte dieser geraden Linie mit 

der Curve sind durch die Wurzeln der nachstehenden Gleichung gegeben : 

P((«P*V)rP) = S = 0. (3) 

« Sollen zwei Durchschnitte zusammenfallen und demnach die letzte Gleichinig zwei 

gleiche Wurzeln haben, so mtiss, für diese Wurzel werthe, neben der letzten Gleichung, 

auch noch die folgende befriedigt werden: 

^»•; (^) 

dp ^ ' 

Wenn ein Durchschnittspunkt der Curve (1) und der geraden Linie (2) und also die ent* 
sprechenden W^rthe von q.und p gegeben sind^ so können wir, im Allgemeinen, durch' 
die letze Gleichung x und dann durch die Gleichung (2) 7 auf lineare Weise bestimmen/ 
Diese Constanten - Bestimmung macht, im AHgemeinen, die gerade Linie (2) zur Tan> 
geute der Curve in dem gegebeneu Puncte. Immer aber fallen , wenn die Gleichungen (3) 



*) In der ^llgeneinsten Annabme istr 



u - r 



1 = ^--. P=''w" 



indem wir durch ti , v und w drei {;anze liuearen Fiinctionen beareichnen. Für die EotwicJ^lungen 
des gegenwärtigen Paragraphen iöuneu wir, ohne der Allgemeinheit irgend Abbruch zu thuu, an die 
Stelle der linearen Fnnetion w eine blosse Con^tante setzen, und demnach cj und p selbst als 
ganze lineare Funclronen und, wenn wir woUen, insbesondere aach als gewöhnliche Parallel-Coordi- 
naten betrachten. ' 
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lind (i) beide befriedigt werden, 2wei Durchschnitte der Curve und der geraden Linie in 
einen einzigen Punct zusammen. 

Wenn mir die Curve (1) und nicht zugleich auf ihrem Umfange ein Punct gegeben ist, 
so können wir noch eine neue Bedingung hinzufügen und dann zwischen den Gleichungen 
(2), (3), (4) und der neu hinzukommenden Bedingungs- Gleichung, nachdem q und p elimi- 
nirt worden sind, x und y bestimmen. Eine solche neue Bedingung ist zum Beispiel dieje- 
nige, dass die Gleichung (3) nicht bloss ein einziges Paar, sondern zwei Paare glei- 
cher Wurzeln habe. Diese Conslanteu - Bestimmung würde die gerade Linie (2), im All- 
gemeinen, zu einer solchen, welche zwei reelle oder imaginaire Zweige der Curve (1) 
zugleich berührt: zu einer Doppel-Tangente, machen. Solche Doppel - Tangenten sind 
also für Curven , welche durch die Bewegung eines Punctes beschrieben werden , im Allge- 
meinen in gewisser Anzahl vorhanden. 

Eine solche neue Bedingung ist ebenfalls, dass die GUeichuug (8) drei gleiche Wur- 
zeln habe, und dass also, neben dieser Gleichung, und der Gleichung (4) auch noch die 
folgende bestehe: ^^^ ^ W 

dp "" ^' 

Nach dieser Bestimmung erhalten wir immer diejenigen geraden Linien, auf welchen 
drei Durchschnittspuncte mit der Curve in einen einzigen Punct zusammenfallen; also, im 
Allgemeinen, die, in gewisser Anzahl vorhandenen, Tangenten in den Wendungs puncte n 
der Curve. 

Bei Curven von besonderer Art können auf einer geraden Linie mehr als drei 
Durchschnittspuncte in einen einzigen Punct zusammenfallen. Es fallen vier Durchschihitte 
in einen Punct zusammen , wenn auch noch die Gleichung : 

dp^ ■" ^' 

neben der frühern besteht; besteht zugleich auch noch die folgende Gleichung: 

d«W (7) 

dp« * ®' 
so fallen fünf Durchschnittspuncte zusammen. Wenn überhaupt m Durchschnittspuncte zusam- 
menfallen sollen , so müssen alle partiellen Differential - Coefficienten von 3 in Beziehung anf 
p, bis zur (m — 1). Ordnung einschliesslich , für die bezüglichen Coordinaten - Werthe ver- 
schwinden. 

2. Wir wollen hier eine Bezeichnung einführen, welche uns in den nächsten Untersu- 
chungen den Vortheil einer grossen Kürze gewahren wird. Es sei nemlich : 

1 iiil dfl/ ^ 



^^ + 3 T-TT- • «^ ■+• S T— r-, . X 4- 



1 . 8 . 3 ) dq^^ dq^ dp dq dp 






«•"ß m . - i"*^ . . m(iii-l)..(m-s4Tl) d^fl 



l.S..m/dq'" dq"»-»dp 1.2.. s dq"»~*dp* 

dq dp'"""* dp'" 
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Wenn wir berücksichtigen, dass in Folge der Gleichung (3): 

dp ' 
SO (iberjseugen wir uns sogleich , dass nach unserer Beseicbnung : 

*^.dq + ^-^- dp 

-^ ^ =(«H-1)®-..; 

also, in Worten ausgedrückt,« dass der Differential -Quotient, den man erhält, wenn man die 
Function O^ (wo m irgend eine beliebige ganase Zahl anzeigt) in Beziehung auf p diffe- 
rentiirt, indem man q, nicht aber x, zugleich mit p sich ändern lässt, gleich ist dem (m+1)- 
fachen der Function On+\. Insbesondere also hat man: 

dq dp '' 

diPj dOj ^ ^ 

~'x +-7-^ = 3. ©3, u« s. w. 

dq dp *' 

Man hat femer, wovon man sich ebenfalls leicht überzeugt: 

^ d<q>H» . dg<Pn, 

d*'« , dies , d« 0)« _ d8<I>« 

dq + — -j- dp i~^ d 



3 r ^ ■ . X 4- T = Im — e+1) — 1 ' 

dp dq dp ^ '^ ^ dx8 

Indem wir femer für m und g besondere Werthe nehmen, ergeben sich hiernach die folgen- 
den Gleichungen: 

d<P| , dO), 

u • 



dx dx ^ i0j 

x+ — , = 1 * 



dq dp dx 

dx dx dCDs 

X -t- — 5 = g 



dq , dp dx ' 

d(P» ^ d(D3 

dx ' dx ^ d0i 

X H , — = 3 • -T-2, u. s. w. 



dq dp dx 

dx2 " • dx^ ^ d^Oa 

xH T = 1 



dq dp * dx^ ' 

dx2 ■ • dx2 d^Ö)^ 

X + — 5- — = 2 • -~ , u. s, w. 



dq dp dx 

d < 



d^<J)3 . d^iDa 



dx^ dx^ ^ d^(D4 



dq dp dx 

3. Wenn wir die Gleichungen: 

dS d'S ^ ^'S ^ ^^^o 

dT"''' W^ ' dP^ ''' ^P" 
zu denen wir in der 1. Nummer gekommen sind, entwickeln uud zugleich berücksichtigen 
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dass Jl = X, so erhalten wir nach der in der vorigen Nummer eing^eführten Bezeichnung^: 

a>3 =x o, . • . (P« = o. 



<Pi «= o, CD2 = O, U/3 =s o 

Also auch, wenn, für bestimmte Coordinaten Werthe, die vorstehenden m Gleichmgen, 2u- 
fi^Ieich mit der Gleichung der Curve (1) und der geraden Linie (8), befriedigt werden, schnei- 
det nach der 1. Nummer diese gerade Linie die Curve immer so, dass (m+1) Dnrcbschnitts- 
puncte in einen einzigen Punct , der jenen Coordinaten-Werthen entspricht , zusammenfallen. 
4. Wenn wir ferner die Gleichung der Curve: 

i2 = o (1) 

wiederhohlt vollständig diflerentiiren und dabei auf die analytischen Erörtemigen der 2. 
Nun\mer Rücksicht nehmen, so ergibt sich unmittelbar: 

Ö>, = o. 



20, 4- ¥"'^=0, 

dp 



dx 



3 



) dx dp\ dx 'dp 



d^x 
-2 = ^y 



da>3 dx d2a)w'dx\2 



d<?>a d^ d^i d'x 
dx dn^ dx 









(2) 
(3) 

(4) 
(5) 



15 



!«[' 



dx dp*^ dx 



d<»| d<x 



dp« 

i^s dx . d'«l>, /"dx 
dx 



= o. 



(6) 



«»'-'- "--a:y]-'5(;p") 



dp dx' 



+ 10 



L dx dx» *dpJ dp2 dx' VdpV 



, . d«>, d<x d<I>, d*x 



+ 15 



0, 



d^ d'fl), dx( d»x 
. dx "^ dx= dpi dp» 



+ 35 



+ 35 



)»[ 



o r« ^^5 . . tl'<l>4 dx d^a>,^dxN2-| d^x ^ ^d=a>si^d2xx2^ 

^r dx ■*'*"d;^ dji"^inr^(^spy J dp^"*"^ dx^i^diT^ \' 

dx ■*■ dx2 dpi"*" dx2 dp^l dp^ "^ j dx "^ dx^ " dpi dp 



(7) 



d«x 
? 



d^2 d^x d^ d^ 
dx dp* rtx * dp* 



= 0. 



(8) 



In diesen Entwicklungen , die wir ohne Schwierigkeit • weiter fortführen können , kann 
jeder Differential-Quotient der »• Ordnung von x durch den Differential-Quotienten der (m+1). 
Ordnung von q ersetzt werden. Ea ist: 

d'^x d"*+*q 

dpm "* dp"*"*"** 

Einfache Puncte. 

5. Wenn wir auf dem Umfange der Curve Si einen Punct annehmen und dann für die 
Coordinaten -Werthe dieses Punctes nicht zugleich: 

äS2 dil 



dq 



= o 



dT = *' 
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so wird die Oleichung^: 

keine identische und gibi immer für x einen einz^en, vollkommen bestimmten Werfh und der 
auf der Curve angenommene Punct ist ein einfacher Punct Es vereinigen sieh in dem- 
selben nicht 2wei verschiedene Zweige der Curve. Die Tangente in dem einfachen Puncto 
ist ihrerseits auch eine einfache und gewöhnliche , wenn auf ihr nur zwei Durchschnitte mit 
der Curve in einen Piihct zusammenfallen und also nach der 8. Nummer für die Coordina- 
ten-Werthe dieses Punctes nur die Gleichung (8), nicht aber die folgende Gleichung: 

^2 = 0, (9) 

befriedigt wird. Besteht aber die vorstehende Gleichung (9) fttr dieselben Coordinaten- 
Werthe und den durch die Gleichung (8) bestimmten Werth von x , so fallen auf der Tan- 
gente drei Durchschnitte mit der Curve in den Berührungspunct zusammen und es ist daher 
diese Tangente eine dreipunctig osculirende. Sie ist eine vierpunctig osculirende, 
wenn zugleich mit (8) und (9) die Gleichung : 

fl>3«o, (10) 

eine fttnfpunctig osculirende, wenn, neben* den bisherigen, auch noch die folgende Gleichung: 

©4 = 

befriedig wird, und so weiter. 

6. . Für eine gewöhnliche Tangente gibt die Gleichung (8) : 

d^q _ dx ^ _ ^ <P2 
dp^ dp d©t 

also immer einen vollkommen bestimmten Werth, der nie verschwindet und nur mit x zu- 
gleich unendlich wird. Da aber x , wenn es unendlich ist , durch irgend eine Drehung der 
Curve gegen das Coordinaten-System , endlich wird, so können wir immer, unbeschadet der 
Allgemeinheit, von Vorne herein annehmen, es habe x einen endlichen Werth. Die vorste- 
henden Differential - Quotienten verschwinden aber, wenn die Tangente eine drei- oder 
mehrpunctig osculirende ist, weil alsdann ©2 verschwindet, aber, nach den Vor- 
aussetzungen zu Anfiuig dieser Nummer, nicht -p-^ und nicht, was dasselbe ist, ^-^. 

Fttr eine dreipunctig osculirende Tangente gibt die Gleichung (4): 

d^q _ä^^ ^_ ^^ ©3 



dp< dp^ ^' d©/ 

dx 
und dieser neue Ausdruck ist ein vollkommen bestimmter und endlicher. Er verschwindet 
aber fttr dne vier- oder mehrpunctig osculirende Tangente. 
Fttr eine vierpunctig osculirende Tangente gibt die Gleichung (5): 

dq« ^ df^ *"*•* d(^' 

dx 
und dieser Ausdruck ist endlich und bestimmt; er verschwindet nur Ar eine fttnf- oder 
mehrpunctig osculirende Tangente. 

Ueberhaupt ist fttr eine mpunctig osculirende Tangente j^^ der erste Differential - Quo- 

tielit von q in -Beziehung auf p, welcher (wir sehen hier von ;| ^ ^ g^^'^ ^^) '"<^1^^ ^^^^ 
schwindet. Er ist von der m. Ordnung. Kein Differential - Quotient einer höhern Ordnung 
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wird alsdann unendlich. Ferner ist r^^_, der erste Differential-Quotient von x in Beziehunf^ 

auf p y welcher nicht verschwindet, und kein Differential-Quotient einer höhern Ordnung wird 
unendlich. Wenn m eine gerade Zahl bedeutet , so wird , wenn wir die Curve in eine sol- 
che Lage bringen, dass auch x verschnindet ^) , die Function q ein maximum oder minimum 
und die Curve liegt also ganz auf derselben Seite der Tangente. Alsdann ist x kein maxi- 
mum oder minimum. Wenn hingegen m eine ungerade Zahl bedeutet, so ist, unter der obi- 
gen Bedingung , q kein maximum oder minimum : die Curve liegt zu beiden Seiten des Be- 
rtihrungspunctes auf entgegengesetzter Seite der Tangente, sie wird von dieser zugleich ge- 
schnitten und berührt.. In dii-sem Falle ist x ein maximum oder minimum, das heisst, wenn 
wir uns die Curve durch eine sich bewegende gerade Linie umhüllt denken, so erreicht die<;e 
gerade Linie, wenn sie in die fragliche Tangente fallt, eine GrAnzlage, und fängt an, wenn 
der Berührungspunct weiter fortrückt , in entgegengesetzten Sinne* sich zn drehen. 

Bedeutet also g irgend eine ganze Zahl, so ist , wenn eine Curve in einem ihrer Pnncte 
von einer Tangente (2p-M)punctig osculirt wird, dieser Punct ein-Wendungspujnct, 
tig- (10- U ) (PiiT- 1^*) ^^ ^^^^^ der Fall ist, bei einer 29puActigen Osculation. (Fig. 11.) 

7. Wenn wir, der Kürze halber, 

q — xp — y = r 
setzen, so ist allgemein: 

dr = dq — xdp, d^r = d^q, 4lV = d^q, . . . d"*r = d'"q, . . . 

Es ist also, wenn wir vom Bertthrungspuncte einer mpunctig osculirenden Tangente aus auf 

d'"r 
der Curve weiter gehen, 2~Vi ^^^ erste, nicht verschwindende Differential - Quotient von r, in 

Beziehung auf p. Entwickeln wir nach der Taylorschen Reihe , so kommt: 

dp™ 1.2..m^dp"^' 1.2..(ni+l) ^ 
und diese Entwicklung zeigt, dass die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre Tan- 
gente , mit jedem neuen Durchschnittspuncte , der mit dem Berührungspuncte sich vereinigt, 
um eine neue Einheit steigt. Schon für den Fall einer dreipunctigen Bekllhrung wird der 
Krümmungshalbmesser unendlich gross. 





Dappelpuncte. 


■ 


8. Wenn zugleich : 






dfi 


dSi 




dq- 


dp = «' 


% 


nicht aber ttberdiess auch noch: 






d?ß 


d^ß 


d^fi 


dq^ ~ "' 


dpdq ' 


dp ="' 


so besteht die Gleichung: 







(1) 



I (Dl =a O 

{ für jeden beliebigen Werth von x. Es fallen also , nach der 3. Nummer , auf jeder belie- 

j bigen geraden Linie, welche durch denjenigen Punct geht, dessen Coordinaten zugleich die 



\ 

j *) Dann ist, in dem Falle dass q und p ganze lineare Punrtioneo bedeuten, die fragliche Tangente 

1 der geraden Linie Q parallel. In der allgemeinen Functions- Bestimmung der Note zur 1. Nummer 

I geht diese Tangente durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien U und W. 
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Gleichung^ der Ciirve und die Gleichung (1) befriedif en, in diesem PuncCe swei Durchschnitte 
zusammen. Ein solcher Punct heisst ein Doppeipunct 

Es gibt femer immer zwei Werthe für x, die wir durch xt und x, unterscheiden 
wollen, welche die Gleichung: 

O2 = o, (2) 

befriedigen, so dass also auf jeder der beiden entsprechenden geraden Linien drei Durch- 
schnittspuncte mit der Curve zusammenfallen. Diese beiden geraden Linien sind die beiden 
Tangenten an die beiden Zweige der Curve, welche in dem Doppelpuncte sich vereinigen. 
X| und X2 sind reell, imaginär oder einander gleich je nachdem: 

Vdpdqy ~A^d^^''^ (^> 

r^ \' _ dfß d^ß 

Vdpdpy dq^ * dp2 ^ **' ^^^ 

/^A^üy d^ß d^ß _ 

V dpdqy "■ n' ' *p' "" ^* ^^ 

Dem entsprechend sind die beiden Zweige der Curve reell, imaginär, oder sie haben 

eine gemeinschaftliche Tangente. Den ersten dieser drei Fälle wollen wir zunächst betrachten. 

9. Die Gleichung (3) der 4. Nummer , welche sich auf die vorstehende Gleichung (2) Fig. 12. 

dx 
reducirt , gibt nicht mehr , wie in dem Falle eines einfachen Punctes , den Werth von ,- 

oder .—. Aber aus der Gleichung (4) der eben angezpgenen Nummer ergibt sich : 

d^q _ dx 2(2)3 ,_, 

dp^ dp do)/ ^^ 

dx 

Dieser Werth ist ein doppelter, je nachdem wir Xf oder x^ fttr x einsetzen, Br kann nicht 
unendlich werden , als nur zugleich mit X| und x, , die wir immer , unbeschadet der Allge- 
meinheit, als endliche Grössen betrachten ktanen* Denn die Bedingung» -Oleichnng: 

lx=^^ 
bezieht sich auf den , einstweilen hier ausgeschlossenen Fall , das» die Gleichung (2) gleiche 
Wurzeln hat. Nachdem die beiden Werthe von x und die beiden bezüglichen Werthe von 

dx , * 

y_ b^timmt worden sind, gibt die Gleichung (5) der 4. Nummer die beiden bezüglichen 

d^x 
Werthe von j-^ , die nie unendlich werden ; und so weiter. Hiernach können wir das Fort- 
schreiten jedes der beiden sich schneidenden Zweige, vom Doppelpuncte aus, vrilstandig be- 
stimmen. (Fig. 12.) 

Wenn Ar einen der beiden Werthe xt und Xj, neben der Gleichung (2), auch die fol- Fig. 13. 
gende Gleidiung: 

<J>i-o, (7) 

dx 
befriedigt wird , so verschwindet der entsprechende Werth yon j- und der bezügliche Punct 

dp 

ist alsdann ein Wendungspunct des entsprechenden Zweiges der Curve. (Fig. 13.) 

Wenailie beiden Wurzeln der Gleichung (2) zugleich Wurzeln der Gleichung (7) sind, Fig. 13^14. 

so schneidett sich zwei solche Zweige, wdche bfide in ihrem Durchschnittspuncte einen 

WendungsJ^unct haben. In diesem letztem Falle gibt die Gleichung (5) der 4. Nummer: 

21 
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dp) dp^ d02 * 

dx 

Der vorstebende Ausdruck kann nie unendlich oder Null werden. Da , wie man leicht rieht, 
die 3. identische Gleichung der 2. Nummer jku folg^ender Gleichung führt: 

90 ist: ' 

d(2> 



[®2 ^ i'Qf^ _ «t-<->A 

dx dq'v ü y 



d'x 
dp 
und Xj entsprechend , die beiden gleichen und entgegenf esetsten Werthe : 



und somit erhält der Nenner des vorstehenden Ausdrucks ftfr ^^ , den beiden Werthen x^ 



d^fl/x,--xA 



Je nachdem also der Werth der Function O^ sein Zeichen ändert oler nicht, wenn wir nach 

d^x 
einander x^ und Xj für x siibstituiren , haben die beiden Werthe für ^ ^ gleiches Zeichen 

ap 

oder nicht, in dem Falle eines gleichen Zeichens stinunen, in der Nähe des Doppelpunctes, 
die Zeichen der Ausdrflcke : 



^' dp2 i.a ^ 

^x, ^*Jai.(^i}i^.. 

' dp^ 1.2 



überein , so dass , für die benachbarten Puncte beider Zweige , die Tangenten ihre Rich- 
tung in demsdben Sinne ändern. (Fig. 14.) Wenn hingegen O4 Werthe von demselben Zei- 
chen erhält, wenn wir nach einander x^ und «2 für x einsetawn, so ändern, für die benach- 
barten Puncto der beiden Zweige, die Tangenten ihre Richtung in entgegengesetntem Sinne. 
(Fig. 15.) 
Fig. u— 15. Es kann, im Allgemeinen, jede der beiden Tangenten, unabhängig von der andern, eine 
nach beliebiger Ordnung oscnlirende sein. Wenn x, die (m^ — 1) Gleichungen: 

©,«0, O^ao, ... <Poi, = 0, 

und Xj die (mj— 1) Gleichungen : 

Ö)j = o , <I>j = o , . . . ©^ = o , 

befriedigt, so ist eine der beiden Tangenten eine m^punctig, die andere eine nrjpunctig oscUf- 
lirende. Jeden^der beiden Zweige können wir einaeln Ar sich verfolgen ; fUr jeden erhal- 
ten wir bestimmte Werthe für die Differential-Quotienten der hohem Ordnungen, deren keinei' 
unendlich wird. Bedeuten m^ und m, beide gerade Zahlen, so haben dte beiden Zweige 
die gegenseitige Lage, wie in der 12. Figur. Ist eine dieser Zahlen gerade und die andere 
ungerade, so ergibt rieh die Lage der 13. Figur. Wenn endlich mx und m^ nwei ungerade 
Zahlen bedeuten, gelangen wir entweder mir Lage der 14. oder 15. Figur. Welche von bei- 
den Lag:en in jedem vorliegenden Falle StaU findet, hängt davon ab, ob der Werth der Fun- 
ction 4^a.,>i für x=x, und der Werth der Function Oa -i-i für «ssx,, entgegengesetzte oder 
gleiche ZHcheu erhalten. 

UK in dem Falle der Bedingung (•!), wo x, und x, imaginäre Werthe erhalten, sind 
die beiden sich schneidenden Zweige «war imaginär , schneiden sich aber in einem reellen 
Punrte. Dieser Punct ist ein isolirter, ein conjugirter Punct der Curve. Die beiden 
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Tangenten desselben sind ünagiaär. Sie können in «nterg eevdneten FAlien oseulireode sein ; 
dann aber ist nothwendig, für beide, die Ordnnng der Asenlatien ^eselbe. Denn , wenn die 
Gleichungen a>2 = o nnd 4>ssn beide eine inuiginire Wnnei («x-^jr^v^— 1) babeo, so haben 
auch beide die «weite imaginäre Wnrnel («f— «zv^-^l). Die Cnnre hat alsdann in ihrem 
isolirten Puncte zwf i imaginäre dreipunctig osculirenden Tangenten. Sie hat zwei 
imaginäre vierpunctig osculirenden Tangenten, wenn eine dieser beiden imaginä- 
ren Wurzeln, und also anch die andere, fiberdiess noch die Gleichung CP^^o befriedigen. 
Und so weiter. 

11. Wir wenden uns nun zu demjenigen Falle, dass die Bedingungs -Gleichung: 

Vdpdqy dq^ dp' ' (*) 

Statt findet , und also die folgenden beiden Gleichungen : 

neben einander befiriedigt werden. Alsdann erhalt man: 

^ ip^^i _ _ JeL 

"" "Pg" "^ d^* 

dq* dpdq 

Wir wollen die verschiedenen Formen der Curve, welche diesem Falle entsprechen, nach ein- 
ander discutiren. 

I. In dem allgemeinen Falle, wo O3 nicht verschwindet, gibt die Gleichung (i) der Fig. le. 
4. Nummer: 



!l!2 « !!l « _ 8 5^ 



3 



OD. 



dp2 dp d^ 

dx 

Es ist also der Krümmungshalbmesser der Curve in dem fraglichen Puucte gleich Null. Da 



dx ®' 

tritt uns p als maximum oder minimum in Beziehung auf x entgegen , vorausgesetzt , dass 

d^D 
nicht zugleich auch ^^ verschwindet Dass diess niemals geschieht, ist leirbt.zii zeigen, 

d</>, 
wenn wir vorerst ~~ noch nicht verschwinden lassen. Denn man hat tiberhi^upt: 

d'x _ /^Y^ 

dp ^ dp/ dx2 ' 
mithin ist : 

^Ö>2 . d^* ^^ /dxV d^p 

dir dp^=^*^*W isp- 

* 

Hiemach gibt die Gleichung (5) der eben angezogenen Nummer, wenn wir alle Glieder der- 
selben durch (y) ^^i'"^^i>« ^ "^^ <^ Division ^ gleich Null setzen: 

also für den zu bestimmenden Differential - Quotienten immer einen vollkommen bestimmten 
und endlichen Werth. Während also x , wodurch die Richtung der . die Curve umhüllenden 
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g^eraden Liiiie bestinoit wird, coBtinairlkh w&dwt, erreicht, im Araglidien Puncte, p ein isaxi- 
mum oder niiiiiniim : es bildet die Corve eine Spitze erster Art, (Fig^. 16.) 
11. In dem iintergeordnetcHi Falk, dass suglekli ^ 

fallen , nach der 3. Nummer , auf der Tangente im fraglichen Puncte , nicht wie im AUge- 
meinen, bloss drei, sondern vier Durchschnitte mit der Cunre zusammen. Man indet: 

dPq dx _ _ 2.<2>3 _ o 

dp ~ dp ~ dU^ " o ' 

dx 
und wenn man, um den wahren Werth zu erhalten, Nenner und Zahler vollständig diffe- 
rentiirt, indem man x, q und p sich andern lässt, so kommt: 

dx ^ _ * * ^ dx dp 



* dx ■*" dx» ' dp 
Folglich erhalten wir zur Bestimmung der beiden Werthe von — oder ^ die nachstehende 
quadratische Gleichung: 

^' C^)" - * '-^ ($) *»»' = •■ CO) 

die auch unmittelbar aus der Gleichung (5) der 4. Nummer hervorgeht, wenn wir' auf die 
erste und letzte der drei Bedingungs-Gleichungen (9) Rücksicht nehmen. Die beiden Wurzeln 
dieser Gleichung sind reell , imaginär oder einander gleich , je nachdem der folgende Aus- 
druck: /'^^i^'«. 0^2 fl) 

Vdx J ^ dx2 • ^^ 
positiv, oder negativ ist, oder verschwindet Diess führt zu der nachstehenden dreifachen 
Unterscheidung. 
Kig.i7— 18. a. Es berühren sich zwei reelle Zweige in dem fraglichen Puncte. Die 

geraden Linien , welche , während ihrer Bewegung die beiden Zweige umhüllen , fallen für 
diesen Punct in die gemeinschaftliche Tangente zusammen. Die beiden Krümmungshalbmesser 

sind verschiedeji. Je nachdem die Werthe von -^-^ und Oa im Zeichen übereinstimmen oder 

dx^ 

d^ 
nicht, stimmen auch die beiden Werthe von t^ im Zeichen überein oder nicht, und es lie- 
gen die beiden Zweige der Curve auf derselben (Fig. 17.) oder auf entgegengesetzter Seite 
(Fig. 18.) ihrer gemeinschaftlichen Tangente. Die Differential - Quotienten höherer Ordnung 
können nicht unendlich werden; sie bestimmen sich ohne Schwierigkeit für jeden der beiden 

Werthe von j~y so dass wir den Lauf jedes der beiden Zweige für sich analytisch verfol- 
gen können. 

6. Es berühren sich zwei imaginäre Zweige in tinem reellen Puncte. 
Fig. 19. c. Wenn die beiden Wurzeln der Gleichung (10) einander gleich sind , ergibt sich : 

dp2 ~ dp * d^ 2^ ' 

dx^ dx 
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Die Krttmmungshalbiiiesser für beide Zweige sind endlich und einander gleich. Der Diffe- 
rentiaUQuotient ^ wird hier, im Allgmeinen , unendlich gross. Denn, wenn wir zu der 
Gleichnng (6) der 4. Bhaumer zurückgehen ^ findet sich fittr den vorliegenden Fall: 

I dx ^ dx2 dp2^ dp* dx2 VdpV dx dp^ 

in welcher, in Folge der Gleichung (11), der Coefficient des fraglichen Differential-Quotien- 

ten verschwindet Da — einer endlichen GrDsse gleidi ist, ist « weder ein maximwa oder 

minimum in Beziehung auf p , noch p in Beziehung auf x. So lange die umhüflende gerade 
Linie in demselben Sinne sich dreht, rückt auf ihr der Berührungspunct nach derselben Rieh- 
tung fort, und in dem fraglichen Puncte muss die umhüllende gerade Linie in entgegenge- 
setztem Sinne sich zu drehen anfangen, wenn der Berührungspunct umkehren soll. Da aber 

1 ^ ^p ^ 

dp3 dp2 ^ 

dx 
und also auch, indem wir mit ^- multiplidren : 

dx 

* d^^ 

d'q 
so wird , im Allgemeinen , p sowohl als x ein maximum oder minimum in Beziehung auf rp 

In dem fraglichen Puncte erreicht sowohl der , die Curve beschreibende Punct , als die , die- 
selbe umhüllende gerade Linie eine Gränzlage, während der Krümmungshalbmesser conti- 
nuirlich wächst oder abnimmt. Der fragliche Punct ist eine Spitze zweiter Art. 
(Fig. 19.) 

Ein untergeordneter Fall ist hier derjenige, dass zugleich mit den Qteichmigen (10) 

und (11) die nachstehende Gleichung befriedigt wird : 

Dann wird , nach der Gleichung (12) , der Werth des Differential-Quotienten j^J nicht mehr 

unendlich , sondern erscheint unter der Form g. Gehen wir aber zur Gleichung (7) der 4. 
Nummer zurück, so fallen für ,den vorliegenden Fall aus djeser Gleichung die Differential- 
Quotienten höherer Ordnung aus , und wir erhalten die feigende quadratische Gleichung zur 

d^a 

dp' 

Es treten uns hier wiederum drei verschiedene Falle entgegen. 

«. Wenn die Wurzeln der vorstehenden Gleichung beide reell sind, so hat dfcCurve Fig. :20. 
zyftx Zweige, die sich nicht bloss im fraglichen Puncte berühren, sondern dreipunctig 
osculiren und also zugleich sich schneiden. Mit der gemeinschaftlichen Tangente haben 



Bestimmung von ^ ^. 
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sie ihren einfachen Contact behalten. Weil -^ oder -.--^ nach unsem Voraussetzungen nicht 

verschwindet, kann keine der beiden .Wurzeln der vorstehenden Gleichung: (14) unendlich 
werden. Wird, durch das Verschwinden des letxten Gliedes dieser Gleichung, eine der bei- 



d'o 
den Wurseln gleich Null , so wird , da alsdann d • ^ = o , der Kriinunungshalbmesser de« 



aus 



besttglichen Zweiges ein maiiniiim oder minimum, oder, mit andern Worten, dieser Zweig der 

Curve wird von einem Kreise nicht bloss drei, sondern vier punctig osculirt Ueberhaupt 

bestimmt das Zeichen der beiden Winveln der letstea Gleichung die Lage der beMen Zweige 

der Curve gegen den Osculations*Kreis im fraglichen Puncte, und je nachdem das Zeichen 

übereinstimmt oder nicht , wächst , vom Osculationspuncte aus , der Krümmungshalbmesser für 

die beiden Zweige nach derselben Richtung hin oder nach entgegengesetzter. Jeden dieser 

Zweige kdnnen wir , far sich allein , weiter verfolgen , weil die Differential - Quotienten ho- 

d^a 
herer Ordnung, die jedem der beiden Wertko von ~* entsprechen , endlich sind und ohne 

Schw ierigkeit sich ergeben. cFig. 20.) 

ß. Imaginären Wurzeln der Gleichung (14) entspricht ein isolirter Punct, in wel- 
chem zwei imaginäre Zweige sich dreipunctig osculiren. 

y. In dem Falle gleicher Wurzeln der Gleichung (14) besteht neben dieser Glei- 
chung auch noch die folgende, welche man durch Differentiation unmittelbar erhält: 

l!^^.|V3S';;^.J^,+ «"^Uö. (15) 

dx^ dp'^ f dx^ dp* dx ^ 

Als Folge dieser neuen Bedingnngs- Gleichung gibt die Gleichung f8) der 4. Nummer, 
welcher schon , nach den fkühem Bedingnngs-Gleichungen , -p| , j^ und -p^ ausfalllen, 

für xa in> Allgemeinen einen unendlichen Werth^ Die Curve hat wiederum in dem fhigli- 
dp" 

eben Puncte eine Spitze zweiter Art, die sich von den unter c. betrachteten dadurch 

unterscheidet, dass die beiden Zweige, von welchen sie gebildet wird, unter einander einen 

innigem Contact haben , als mit dem gemeinschaftlichen Osculations-Kreise und also in der 

Nähe des fraglichen Puncles ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des Kreises fallen. 

in dem untergeordneten Falle , dass , neben den bisherigen Bedingungs • Gleichungen, 

auch noch die folgende, die in Beziehung auf ^-^ vom zweiten Grade ist, besteht: 

stellt sich der Werth für , ^ nach der Gleichung (8) der 4. Nummer wiederum unter der 

Form § dar , und eriiält einen doppelten Werth. Im Allgemeinen osculiren sich zwei Zweige 
der Curve in dem fraglichen Puncte vier punctig. Aber in weitere Unterscheidungen hier 
einzugehen , würde tlberflttssig sein. 
Fig. 21- tu. Wenn zugleich ... 

(Dj^o, 0)3 = 0, ' Ö>4=±o; ^*^'=o, (16) 
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so folgt zuvörderst aus der 8. Nuuuner, dass auf der Tangeate in den firaglicheA Puocte 
f tt n f Durchschnitte mit der Curve nsaunienfallen. Nachdem x bestiumit worden ist, gibt 
die Gleichung (5) der 4. Nnnuner für den in Rede stehenden Fall: 

dJtkd'a>2 d« ^ dOzI 

djijiü^ d^-^^17i=«- «^) 

Es ist also dn Werth von -r- ^^^ r4 endlich, wAhrend der andere verschwindet Die Glei- 

dp dp' 

d^x i^Q 

chuug (6) der eben angesogenen Nummer gibt für j^ oder v-3 imdliche Werthe ; derjenige, weU 

dx 
eher j- entspricht, ist: 

d^ _ _ 6®5 
dp^ M^ 

dx 

Es berühren sich also in dem fkraglichen Puncto zwei solche Zweige ^er Curve, von welchen 

einer im Berührungspuncte einen Wendungspunct hat Jeden Zweig können wir für sich 

weiter verfolgen. (Fig. 21.) 

IV. Wenn zugleich 

dx 

so zeigt die Gleichung (17), dass alsdann die Werthe von v- beide zugleich yerschwinden. 

Fflr beide Zweige ist der KrOmmungshalbmesser unendlich. Die Gleichung (6) der 4. Nummer 
gibt , nach Berücksichtigung der Bedingungs-Gleichungen (18) : 



i^-^^'^s- ••*•=•• 



d^x 
und da der CoefBdent von .-^ verschwindet , für diesen Düferential-Quotienten einen unend- 
lichen Werth. Die Curve hat eine Spitze erster Art 

V. Wenn zugldch 

d©, 
a>, = o, 0z "^o, ©4 = 0, ®5 = o, d^"=^» 

so fallen auf der Tangeste in dem fraglichen Puncto sechs Durchschnitte mit der Cun-e 

« j« 

zusammen. Wie unter III. erhalten wir Air t »der ~ zwei Wetthe , von welchen einer 

dp dp^ ' 

verschwindet. Die Gleichung (6) der 4. Nummer gibt für den vorliegenden Fall: 

. H«» . 4p dx (dp' ^ ' j dit^^dp> ^ * d/ (dp 

und zeigt., da» dem endlichen Werthe von -X ein endlicher Werth von — und dem ver> 

dp «p- 

schwindenden Werthe von v ein verschwindender Werth von — ; entspricht Die Gleichung 

dp dp* 

(7) der 4. Nummer gibt hiernach immer zwei endliche Werthe für. den Differential-Quotienten 

dV d^q d'x 

, -^ oder .-^. Derjenige namentlich, welcher dem verschwindenden Werthe von -r—, ent- 
spricht ist: *^1 - *!? - _ ai% 

dp* ~" dp-' ~ flU^l ' 

dx 



= o, 
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Es benihren sich also zwei solche Zweige der Curve, von welchen einer mit der gemein- 
sehafUicheu Tangente einen vierpunctigen und der andere einen gewöhnlichen Coatact hat 
VI. Wenn zugleich 

^ ^ \r. ^^2 «•^s 

<p2 = o, Ö>s = 0, <I>4 = o, <l>5 = o, dx "^ ®' "diT"^®' 

<lx 

so verschwinden zuvörderst wie unter IV. beide Werthe des DifferentiaUQiMitienten j~. Die 

dp 

Gleichung (6) der 4. Nummer verliert hier ihre Bedeutung ; die folgende Gleichung dieser 

Nummer gibt aber folgende quadratische Gleichung: 

d^x i^q 

zur Bestimmung der Werthe der Differential - Quotienten r^ oder v ^,. 

Fig. 22-23. a. In dem Falle zweier reellen und verschiedenen Wurzeln der vorstehenden Glei- 

chung berahren sich zwei Zweige der Curve, welche beide im Berfihrungspuncte einen Wen- 
duugspunct haben. Es werden beide von ihrer gemeinschaftlichen Tangente dreipunctig oscu- 

i d^<2> 

lirt. Je nachdem die Werthe von - -r' und (Z>6 übereinstimmen oder nicht, haben die bei- 

den Zweige , die in der 22. oder 23. Figur angezeigte Lage. 

b. Imaginären Wurzeln entsprechen zwei imaginäre Zweige, welche nicht nur ein- 
ander, sondern auch eine reelle gerade Linie in einem reellen Ponctie dreipunctig osculiren. 

e. Wenn insbesondere: 

so sind die beiden Wurzeln der Gleichung (19) einander gleich, und zugleich mit ihr be- 
steht auch die folgende Gleichung: . 

A^(t>. /-d^xN _ d(f)>, 

'di^^df^) '*'*"d7 = *"• 
Es gibt uns aber die Gleichung (8) der 4. Nummer, wenn wir die obigen Bedingongs-Glei- 

dV 
chungen berücksichtigen, zur Bestimmung des Differential - Quotienten ^3 überhaupt: 

woraus ersichtlich ist , dass , im vorliegenden Falle , der Werth des Differential - Quotienten 

d^x 

T-, unendlich wird. Die Curve hat eine Spitze zweiter Art, die von solchen zwei 

Zweigen gebildet wird, welche mit ihrer gemeinschaftlichen Taageute einen ConUct der 

zweiten Ordnung haben. Nur in dem untergeordneten Falle, dass, neben der Gleichung (19), 
auch noch die folgende besteht: 

d'c/)., /d^xV ,^ d(p5 /-d^xx . ^^ 

d-V 
stellt sich der Werth von --: unter der Form g dar und ist ein zwiefacher. Dann erhal- 

teu wir wiederum eine dreifache Unterscheidung: 

tt. Zwei reelle Zweige berühren sich unter einander vierpunctig «nd ihre 
gemeinschaftliche Tangente dreipunctig. 

ß. Die beiden Zweige sind imaginär. 
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y. Die Ciirv« bildel, in AllgemeineB, eiae Spitse zweiter Art 
Wenn wir fortführen , eriiielten wir neue unter j^eordneten Falle. — 
13. Indem wir zasammenfassen und verallgeneinem , gdangen wir «b der nadistehen- 

den Unterscheidung aller verschiedenen Arten von Doppdyuicten, die nicht zwei verachiedene, 

reelle oder imaginire, Tangenten haben. 

Wenn für einen Pnnct der Cnrve, wdcber ein Doppelpunct ist, die Punetionen 

<^2, <^3, Ö>4, • . . <Pn 

und zugleich mit ihnen die Functionen 

d®2 d^ d<p4 , dCPgi 

dx ' dx ^ "Ix ' • • ' dx ' 

verschwinden, und wir voraussetzen, es sei 

2/« < if + 2, 
80 berühren sich zwei reelle Zweige der Curve iu dem fraglichen Doppelpuncte. Von 
diesen beiden Zvieigen hat einer mit der gemeinschaftlichen Tangente einen 
fnpunctigen und der andere einen (n-hl — in)punctigen Contact. 
Wenn n eine gerade Zahl bezeichnet und 

Sm » ft + 2, 
genommen whrd , so bilden in dem fraglichen Puncto zwei Zweige der Corvo eine Spitze 
erster Art. M'enn ir=2, so ist der Krümmungshalbmesser gleich Null, er ist unendlich 
gross, wenn n>% DeberhaHpt \&t die Ordnung der Amiaherang. der Cnre an ihre Tangente 

im firaglichen Puncto -^- , in der Art, dass, wenn man irgend ZM^ei Curven beschreibt, wel- 

che auf derselben Seite der Tangente, mit dieser bezüglich einen -punctigen und ( ^ + 1 )- 
puncUgen Contact haben, einer der beiden Zweige, welche die Spitae bilden, zwischen die- 
sen beiden neuen Curven liegt, üan.kttnnte sam^ der Contact sei ein ( —^ jpnncclger, iur 

dem man von den (jH-1) Durchschnittspuncten, welche auf dtrr Tangente im fraglidien Puncto 
zusammenfallen « die Hälfte auf jeden der beiden die Spitze bildenden Zwdge rechnet. 
Wenn n eine ungerade Zahl bezeichnet uud 

2991 fc=: n 4-1 

genommen wird , so hat, im Allgemeinen, die Curve zwei Zweige, die sich in dem fraglichim 

(nH-l\ 
— ^Jpunctigen Con- 
tact haben. Unter sich haben die beiden Zweige einen Contact, der, im Allgemeinen, von 
gleicher Ordnung ist , in untergeordneten Fällen, aber zu einer htfhern beliebig ansteigen kann. 
Welches auch diese Ordnung sein mag, es Mnnen 4ie. beiden Zweige -soM^ohl imaginär als 
auch reell sein. Im ersten Falle bilden sie bloss einen conjugirten reellen und isolirten Punct, 
in der Art, dass, wie in dem Falle reeller Zweige, auf jeder durch denselben gehenden ge- 
raden Linie zii'ei und auf einer einzigen vollkommen bestimmten Linie (n+1) Durdischnitte 
in diesem Puncte zusammenfallen. In dem Uebergangs-Falle von zwei reellen und zwei ima- 
ginären Zweigen, fallen, von den vier Brstrecknngen der Curve von dem Bertthrungspuncte 
aus, zwei fort und die beiden übrigbleibenden bilden eine Spitze zweiter Art Es steigt 
hierbei zugleich die Ordnung des Contactes der beiden Zweige unter sich um eine halbe 
Einheit. Wenn nemlich zwei reelle Zweige sich ftpunctig osculiren , wobei wir durch i ir- 
gend eine ganze Zahl bezeichnen, die grösser ist als (n+l), so fallen auf einer beliebigen, 
jeden dieser beiden Zweige ebenfalls hpunctig osculirenden Curve im Osculationspuncte 2ft 

22 
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Durchschoitte msannien. (Diese oficalireBde Curve ist auch dano reell, wenn die beiden 
Zweige imapnär sind.) Bei dem Uebergauge von swei reellen jni swei iiaginaren Zweigen 
ergeben sieh (2fc+l) znsaninienfallende Dvehschnittspuncte und wir können ans des Aus- 
dracks bedienen, dass die osculirende Curve nut jedem der beiden, die Spitoe «weiter Art 
bildenden Zweige einen (h+Dj^uüctigen Contact habe. Mas ist also auch die Ordnung des 
Contactes der beiden Zweige unter sich« Die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige 

an ihre gemeinschaftliche Tangente kann jede beliebige ganze Zahl ( — — Jseinund, unab- 
hängig hiervon, die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige an einander jedes ungerade 
Vielfache von {, das grösser ist als ( -—- \ Wenn die Ordnung der Annäherung der beiden 

Zweige unter sich, wie es im Allgemeinen der Fall ist, nur um eine halbe Einheit höher ist, 
als die Ordnung ihrer beiderseitigen Annäherung an ihre gemeinschaftliche Tangente, so gibt 

es eine, dieseTangentef -^ jpunctig osculirende Parabel derT- \ Ordnung, auf deren 

entgegengesetzten Seiten vom Scheitel aus , die beiden die Spitze bildenden Zweige sich er- 
strecken. In dem Falle , wo n=3 , kann ein Kreis, der Krfimmungs-Kreis, diese Parabel er- 
setzen. In diesem Falle ist der Krimmungsbalbmesser in dem fraglichen Punete einer end. 
liehen Grösse gleich und continuirlieh wächst er oder nimmt er ab, wenn wir, die Spitze fiber- 
schreitend, von einem Zweige auf des aadern ttbergehen. Wenn n >5, so wird der Krüm- 
mungshalbmesser unendlich. 
Wenn endlich: 

2m > n + 1, 
so erhalten wir, wenn n eine gerade Zahl bedeutet, eine Spitze erster Art und wenn n 
ungerade ist, zwei reelle oder imaginäre Zweige, die ihre gemeinschaftliche Tangente 

ist, als die Annäherung an ihre gemeinschaftliche Tangente *), und eine Spitze zweiter Art 
kann hier nicht Statt linden. 



^ -^- )pttnctig osculiren, und deren gegenseitige Annäherang nie von einer hohem Ordnung 



Dreifache Punete, 

IS. Wenn zugleich : 

iSi m 

dq "^' dp=^«'- 

d^fl _ i^ii d i2 

dq^^®' dpäq""^' Ä^^^^^ 

nicht aber die partiellen Differential - Coefficienten der dritten Ordnung alle vier zugleich ver- 



•) Wenn unter II. auch nodi „» verschwindet, so sind dhe beideri Werthe, welche die Gleichung 
(10) für /JL\ gibt, gleich uqd von eatgegengesettlem Zeichen, und sie können nur mit *Px ««gleich 
▼erfchninden. Ebenso, wenn unter VI. auch noch l!^i verschwindet, sind die Werthe, welche die 



dx 
rd«jr> 



Gleichung (19) für t^J^ gibt, gleich und von enfgegengesetztem Zeichen, und verschwinden nur 
zugleich mit <#>«. 
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schwinden, so ist f&r jeden Wertli von n 

Ö), = 0, <I>2 =0, 

und es fiillen also , nach der 8. Nununer auf jeder dvrch den kesttiflichen Punct gehenden 
geraden Linie drei Durchschnitte mit der Curve zusammen. Der Punct ist ein dreifacher 
Punct der Curve. Die beiden vorstehenden identischen Gleichungen bringen natürlich die 
folgenden mit sich : 

dä>i dd)^ i^O. 

dx-^^' "ir = ^' di^^^- 

Hiemach redncirt sich die deichuttg (4) der 4. Nummer auf: 

«>3 == o, ri) 

und gibt f wenn wir sie in Beziehung auf x auflösen, drei verschiedene Werthe. Diese Werthe 
bestimmen die Richtung der drei Tangenten des dreifachen Punctes, von denen jede, weil 
sie in diesem Puncte einen Zweig berührt und die beiden andern schneidet, mit der Curve 
vier misanunenfallende Puncte gemein hat Es tritt uns hier eine vierWhe Unterscheidung 
entgegen. 

1) Die Werthe von x sind alle drei reell und verschieden; 

2) zwei dieser drei Werthe sind imaginär; 

3) zwei Werthe sind einander gleich, in welchem Falle die beiden folgenden Glei- 
chungen zugleich befriedigt werden : 

a>3«o, -^^? = o; 

4) alle drei Werthe von x sind einander gleich, in welchem Falle die drei fol- 
genden Gleichungen zugleich bestehen: 

14. In dem Falle, dass die drei Wurzeln der Gleichung (1) alle drei reell un^d 
verschieden sind, gibt die Gleichung (&) der 4. Nummer: 

dp^ dp d03' 

dx 
und somit, den drei Werthen von x entsprechend, drei W^erthe für den Difierential-Quoüen- 

dx 
ten ^ , vpn denen keiner anendUch werden kann. Die Gleichung <6) der eben angezogenen 

Nummer, welche hier in die nachstehende sich vereinfacht: 

gibt hiemach die drei Werthe des Differentiale Quotienten der folgenden Ordnung und so 
fort. Keiner dieser Differential-Quotienten kann unendlich werden. Auf diesem Wege können 
ifiir die drei Zweige der Curve , welche in dem dreifachen Puncte sich schneiden , jeden ftlr 
sich , unabhängig von den beiden andern^ von dem gemeinsamen Durchschnitte aus verfbigen. 
Jeder der drei reellen Zweige kann in dem dreifachen Puncte eine nach beliebiger Ordnung 
oscttlirende Tangente haben , und fthnlich , wie in der 9. Nummer in Beziehung auf Doppel- 
puncte, ergibt sich hier sogleich das folgende Resultat. Wenn eine der drei Wurzeln der 
Gleichung (1) zugleich auch eine Wurzel der folgenden Gleichungen ist: 

a>4 == o, <I>5 = o, <P»» = 0, 

wenn eine zweite Wurzel die Gleichungen: 

<'>4 =»0, <Pj = O, ^m^ « O, 
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und endlich die dritte Wurzel die folgenden Gleichnngen: 

0)4 = 0, Os = o, (»„, = o, 

befriedigt y so haben die entsprechenden drei Zweige in dem fraglichen dreifachen Puncte 
bezüglich eine (ifii^l)punctig, eine (m^—Dpunctig und eine (3R3-*l)pnc(ig osculirende 
Tangente. — 

15. In dem Falle zweier imaginären Wurzeln der Gleichung (1), entspricht die- 
sen ein conjugirter Punct der Curve, welcher für die Anschauung verschwindet, weil er in einen 
reellen, der dritten Wurzel entsprechenden, Zweig der Curve fällt Dieser Zweig kann in 
dem conjugirten Puncte insbesondere auch eine osculirende Tangente haben. — 
Fig. 24—26. 1^« Wenn zwei Wurzeln der Gleichung (1) einander gleich sind, und für 
diese also die beiden Gieichvngen : 

befriedigt werden , so haben zwei der drei im dreifachen Puncte sich vereinigenden Zweige 
eine gemeinschaftliche Tangente. Der dreifache Punct entsteht, indem durch einen Doppel- 
punct mit zusammenfallenden Tangenten ein dritter Zweig der Curve hindurchgeht. Dieser 
Doppelpunct kann von irgend einer derjenigen Arten sein , die wir als überhaupt möglich 
in der 11. Nummer unterschieden haben, und auch der dritte Zweig kann, unabhängig hier- 
von, in dem fraglichen Puncte eine mehrpunctig osculirende Tangente haben. Nur wenige 
nähere Andeutungen füge ich in der Absicht hinzu, um darzuthun, dass auch hier die ana- 
I}tische Discussion des Laufes der Curve, von ihrem dreifachen Puncte aus, keine Schwie- 
rigkeit darbietet. 

Die Gleichung (2) der 14. Nummer zeigt , dass , so lange (D4 für die beiden gleichen 

Wurzeln nicht verschwindet, der diesen entsprechende Differential- Quotient . unendlich 

wird. Mit ihm werden alle folgenden Differential-Quotienten unendlich. Wenn (P4 auch für 
die dritte Wurzel der Gleichung (1) nicht verschwindet, so erhält für den dritten Zweig 

d« 

-p. ebenfalls einen endlichen Werth. Es f&llt akdann eine Spitze erster Art in einen ge- 
wöhnlichen Punct eines Zweiges der Curve. Ob die Spitze auf der convexen (Fig. 24.) oder der 
concaven (Fig. 25.) Seite des dritten Zweiges steht, können wir auch aus der analytischen 
BezeichaHng erkennea. Wie in der 11. Nummer iiater I. erhalten wir, den beidea gleichen 
Wurzeln entsprechend, 

und p ist also ein maximum oderminimum, je nachdem <Z>4 und <-;-t-^ fUr diese Wurzeln im 

Zfichea übereinstimmen oder nicht Wenn der dritte Zweig in dem Falle eines ipaximum 
seine convexe, in dem Falle eines mininmm seine concave Seite der Linie P zukehrt, erhal- 
ten wir die Lage der 24. , sonst die Lage der. 25. Figur. Wenn für den dritten Zweig </>4 
ver^windet, erhält dieser einen W^dungspunpt , auf welchem die Spitze steht cFig, 26.). 
Wenn für die beiden gleichen Wurzeln zugleich die drei Gleichungen : 

O3 = 0, Ö>4 = O, -^ = O, 

bestehen , so berühren sich zwei Zweige der Curve und ein dritter Zweig geht durch ihren 
Berührungspunct. Jene beiden Zweige können reell oder imaginär sein, oder eine Spitze 
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die 

zweiter Art bilden , je nachdem die beiden Werthe des Differential - Quotienten -^ reeU, ima- 

ginar oder einander gleich sind. Zur Bestimmung derselben reducirt sich die Gleichung (6). 
der 4. Namner auf folgende : 

Wenn, was den Fall zweier gleichen Wurzeln anzeigt, zugleich mit dieser Gleichung die 
folgende besteht: 



w 



+ 2 -r^= 0, (5) 



dx2 Vdoy dx 

d^x 
so gibt die Gleichung (7) der 4. Nummer für -p-j ^^ unendlichen Werth , denn allgemein 

bat man: 

Hier ergibt sich die eben schon erwähnte Spitze zweiter Art. Wenn aber zugleich mit den 
beiden vorletzten Gleichungen auch noch die folgende besteht: 

d^x 

SO erschrint der Weith des Differential - Qaotioiten -p^ unter der Form §. Zur Bestimmung 

desselben müssen wir uns alsdann zur Gleichung (8) der 4 Nummer wenden. Es osculiren 
sich alsdann, im Allgemeinen, zwei der drei Zweige im dreifachen Punctedreipunctig. Diese 
beiden Zweige können reell und imaginär sein. Den Uebergang bezeichnet wiederum eine 
Spitze zweiter Art. Und so weiter. — 
17. Wenn zugleich: 

^^ = ^' ^ = ^' Tx^=^' ^^^ 

so hat die erste dieser drei Gleichungen drei gleiche Wurzeln x. Bs ist: 

— dq^dp _ dqdp2 _ dp^ 

"" ■" i^si d^IT d^fl* 

dq-^ dqMp dqdp^ 

I. In dem allgemeinen Falle , wo <I>4 nicht verschwindet , gibt die Gleichung (5) der Flg 27. 
4. Nummer: 

dp2 dp d(p3 

dx 
Der Krümmungshalbmesser ist also gleich Null. Alle folgenden Differential - Quotienten wer- 
den ebenfalls unendlich. Die Tangente hat mit der Curve vier Durchschnitte gemein, die in 
dem fraglichen Puncte zusammenfallen. Die Ordnung des Contactes ist }, oder, .wenn der 
Ausdruck gestattet wird, der Contact ist ein fpuncUger. (Fig. 87.) 

II. Wenn neben den Gleichungen (1) auch noch die folgende besteht: 

<P4= 0, 
dx 

so stellt sich der Düferentiai - Quotient -i- unto* der unbestimmten Form § dar. Zur Bestim- 

dp 

mung seines wahren Werthes erhalten wir die quadratische Gleiching (4) der verigen Nummer, 
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iie hier , iniem eine ihrer beiden Wurzeln unendlich wird , auf den ersten Grad sich re- 
ducirt: dCP^ dx ^^ 

Der unendlichen Wurzel entspricht eine gewöhnliche Spitze erster Art INe Gleichnng (7) dar 
4. Nummer g^bt zur Bestimmung: des Differential - Quotienten ^r-^: 

^ d;r- dp^ -^ { dx<d-p) -*• « -di^ (dl) + " Ixtd,» j -^ ^N == ^- ^'^ 

dv 

Dem endlichen Werthe des Differential-Quotienten 3- entsprechend, erhalten wir also fttr 

dp 

-. 2 und jeden Differential-Quotienten hdherer Ordnung einen endlichen und rollkonmen be- 
stimmten Werth ; wodurch ein gewöhnlicher Zweig ohne Singularität in dem fraglichen Puncte 
angezeigt wird. Wir erhalten die Form der 28. Figur, wobei auf die Spitze drei und 
den andern Zweig zwei von den fflnf auf der Tangente zusammenfallenden Durchschnitten 
kommen. 
Fig. 29. UI. Wenn neben den Gleichungen (1) die folgenden beiden bestehen: 

so ergibt sich für -p bloss ein unendlicher Werth , und ebenso fHlr jeden der hdhem Diffe- 
rential-Quotienten. Die Curve hat nur einen einzigen Zweig. Auf der Tangente im drei- 
fachen Puncte fallen in diesem Puncte, me im vorigen Falle fHlnf Durchschnitte zusammen. 
Der Contact ist ein fpunctiger, oder von der Ordnung f. Der dreifache Punct ist ein Wen- 
dungspunct , in welchem der Krümmungshalbmesser unendlich klein ist. (Fig. M.) 
Fig. 30. IV. Wenn auf der gemeinschaftlichen Tangente sechs Durchschnitte zusammenfallen^ 
so bestehen neben den Gleichungen (1) die folgenden beiden: 

so ändert sich in dem unter II. betrachteten Falle weiter nichts, als dass der nicht unend- 

dx 
liehe Werth des Differential - Quotienten i~ verschwindet. Demselben entspricht nach der 

dp 

Gleichung (2): 

d(P, d^x ^^ .„. 

^ ii^ + ^'^^ = •• ^*> 

Durch eine gewöhnliche Spitze erster Art geht ein zweiter Zweig , welcher in der Spitze 
emen Wendungspunct hat. Von den sechs Durchschnitten mit der gemeinschaftlichen Tan- 
gente kommen drei auf die Spitze und drei auf den Wendungspunct. (Fig. 30.) 
Hg. 31—32. V. Wenn die folgenden drei Gleichungen neben den Gleichungen (1) bestehen: 

0)4 = 0, Ö>4 = o, -d7 = ®' 

so werden die 6 ersten Gleichungen der 4. Nummer identische, «nd dieGleichmig (7), weK 
che hier in die folgende fibergeht: 

Mdp) -*■ « • li^di) + ^' -^di>; -*■ ^*^ == '^ ^'^ 

gibt drei Werthe für ,-~ , von welchen keber je unendlich werden kau. Für jeden Diffe- 
rential . Quotienten höherer Ordnung eriialten wir ebenfalls , und auf lineare Weise , drei 
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entsprechende endlichen Werthe. Es berühren sich drei verschiedene Zweigte in dem 
iraglichen Puncte, Die Ordnung des Contactes dieser Zweige mit der gemeinschaftlichen 
Tangente ist die erste , und dieses ist, im Allgemeinen , auch die Ordnung des Contactes je 
zweier Zweige unter einander. Je nachdem die Wurzeln der Gleichung (4) alle drei im 
Zeichen übereinstimmen oder nicht, ergibt sich die Lage der 31. oder 32. Figur. Zwei 
Zweige können imaginär sein. 

In der weitern DiscassioB^der untergeordneten Falle tritt die letzte Gleichung, die in 

dx 

Beziehung auf t- vom dritten Grade ist^ gewissermassen an die Stelle der Gleichung ^s=o, 

welche in Beziehung auf x vom dritten Grade ist und , im allgemeinen Falle , uns die drei 
verschiedenen Tangenten des dreifachen Punctes gab. 

Wenn die Gleichung (4) zwei gleiche Wurzeln hat, so wird sie, für diese Wurzel- Fig. 33—35. 
Werthe , zugleich mit der folgenden Gleichung befriedigt : 

d^Oa/dx V . . d^<p4/dx^ ^ ^ dCDs ^ ... 

+ ö -T - =0. iP) 



V«« V . d^<p4/dx\ ^ dO 
^W ■*■ ^ dx^dpj ■*■ ^ dx 



\ dx- 

lu Folge dieser Gleichung verschwindet fai der Gleichung (8) der 4. Nummer der Coeffident 

d^x 
von ^. Dieser Differential- Quotient wird dadurch unendlich und dieCurve hat eine Spitze 

zweiter Art, die durch einen andern Zweig berührt wird. Wenn die beiden gleichen Wur- 
zeln mit der dritten Wurzel entgegengesetztes Zeichen haben, so haben die Zweige die Lage 
der 33. Figur, bei gleichem Zeichen die Lage der 34. und 35. Figur, und zwar die Lage der 
ersten oder zweiten dieser beiden Figuren, je nadidem die gleichen Wurzeln, abgesehen vom 
Zeichen, grösser oder kleiner als die dritte Wurzel sind. Der Osculations-Kreis der Spitze 
schneidet diese in fünf und den andern Zweig in zwei Puucten, der Osculations - Kreis 
dieses Zweiges schneidet diesen in drei und die Spitze in vier Puncten. 

In untergeordnetem Falle , wenn nemlich neben der letzten Gleichung auch noch die fol- 
gende besteht: 

'^(^ ' - »^m * " ■ ^o * *«" - 

erscheint nach der Gleichung (8) der 4. Nummer der Werth des Differential-Quotienten un- 
ter der uubestimiliten Form §; wir erhalten dann, wenn wir das gewilhnliche Verfah- 

d^x 
ren anwenden, zwei verschiedene Werthe für v^, die den beiden gleichen Werthen von 

dx 

T- entsprechen. Es hat die Curve wiederum drei vollständige Zweige, und zwei derselben 

haben unter einander änen dreipunctigen Contact Die beiden sich osculirenden Zweige 
kttnnen sowohl reell als imaginär sein, und zwischen zwei solchen Fällen bildet eine Spitze 
zweiter Art immer den Uebergang. Und so weiter nach Analogie der 16. Nummer« 

Wenn ferner die Gleichung (4) drei gleiche Wurzeln hat, und also neben dieser 
Gleichung und der Gleichung (5) zugleich auch noch die folgende befriedigt wird: 

so ist der Werth des Differential-Quotienten ( j4 j^ '^^' ^^^ ^^^ Gleichung (8) der 4. Num- 
mer, sich als ein Bruch darstellt, dessen Zähler der erste Theil der Gleichung (6) und 
dessen Nenner der erste Theil der Gleichnog (5) ist, unendlich, bleibt es auch dann noch, 
wenn die Gleichung (6) befriedigt wird, und erscheint erst unter der Form §, oder 
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A2 

vielmehr -TT, wenn, zugleich mit der Gleichung (6), auch ihre Differential -Gleichung befrie» 
digt wird: 

Und dann erhalt man den wahren Werth des fraglichen Differential - Quotienten , erst nach 
einer zweimaligen Differentiation seines Nenners und ZUhlers, und zwar durch eine Gleichung 
des dritten Grades. Diess ist erforderlich, wenn die Curve drei vollständige Zweige haben 
soll, die, ihre gemeinschaftliche Tangente einfach berührend, unter sich paarweise genommen, 
einen dreipunctigen Contact haben. Wir können uns hier, wo wir ttber die GrUnze der 
Entwicklungen der 4. Nummer hinaustreten und weitere Schlüsse, unsicher werden , durch 
Analogie sicher leiten lassen und wie wir die vier Falle 1.— IV. dieser Nununer erhalten 
haben, die, wenn auch die Wurzeln der Gleichung Oz^o alle drei gleich sind, dem Falle V., 
wo die Curve drei sich berührende vollständige Zweige hat, vorangehen : so haben wir auch 
noch vier verschiedene Formen zu betrachten, M'obei, wenn auch die Gleichung (i) drei 
gleiche Wurzeln hat, uns doch noch keine drei, sich dreipunctig osculirende Zweige entge«'- 
gentreten. 1) Ein einziger Zweig geht durch den dreifachen Punct, welcher für das Auge 
nichts Singuläres hat ; er hat mit dem Osculations - Kreise einen Contact von der Ord- 
nung f und wird von demselben in sieben zusammenEallenden Punctcn zugleich osculirt 
und geschnitten. 2) Es hat die Curve eine gewöhnliche Spitze zweiter Art und ein andrer 
Zweig derselben osculirt diese Spitze in fünf Puncten , in der Art , dais auf dem gemein* 
schaftlichen Osculations - Kreise acht Durchschnittspuncte zusammenfallen. 3) Ein einzi- 
ger Zweig, dem unter 1) ähnlich, geht durch den dreifachen Punct, wo er mit dem Oscu- 
lations -Kreise einen Contact von der Ordnung § hat und von demselben nicht geschuitteu 
wird. Es fallen acht Durchschnittspuncte zusammen. 4) Es bat die Curve eine gewühn* 
liehe Spitze zweiter Art , durch welche ein solcher Zweig der Curve geht, der mit dem Oscu- 
lations-Kreise der Spitze einen vierpunctigen Contact hat. Es fallen in dem fraglichen Puncte 
neun Durchschnitte mit diesem Osculations - Kreise zusammen.*) 

Wir können ohne alle Schwierigkeit, von drei sich dreipunctig osculirenden Zweigen 
durch die Zwischenfälle hindurch, zu drei sich vierpunctig osculirenden Zweigen überge- 
ben, und so fort. 

VL Wenn auf der gemeinschaftlichen Tangente im dreifachen Puncte sieben Durch- 
schnittspuncte zusammenfallen sollen, so müssen neben den Gleichungen (1) auch noch die fol- 
genden drei Gleichungen befriedigt Merden: 

Ö>4 =» o , (p5 == , (P6 = o. 

Nach den Betrachtungsweisen unter II. und IV. ist klar , dass , m ährend ein Werth fiir -j- 

dp 

unendlich wird, der andere verschwindet. Als Folge der Gleichung (2) verschwindet hier auch 

d^x 
1^ der dem letztem entsprechende Differential-Quotient -r-, und erst die Gleichung (8) der 



f 



•) Beispiele dieser vier verschiedenen Formen bieten die vier, durch die nachstehenden Gleichungen 
dtrgMteUten Curvea in dem Durchsibnitte der heiUen geraUen Linien P und Q : 

' (p'+^q)t(P*+^q)'+.^pM + ap» -I o, 

(p'+iq)' + ap« = o, 

(P'+^){(P*+H'+.«P*j + ap* « o. 
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4. Nmniner g^bl uns für v- ^ einen endlichen Werth : 

*'* - -. fti ®Z 
dp* "" ' d©4* 

di 

Wir erhalten hiernach , dem unendlichen Werthe von \~ entsprechend , eine gewöhnliche 

Spitze erster Art^ und dem Verschwinden dieses Differential-Quotienten entsprechend, einen 
ZM'eig der Curve , welche die Tangente dieser SpitsK vi^unctig oscnlirl 

Vit. Wenn neben den Gleichungen (1): Fig. 36—37* 

d0 

so erhalten wir nach V. drei sich bertthrende Zweige. Die Gleichung (4) zeigt, dassfiir 

dx 
einen dieser Zweige ^ verschwindet , und für denselben Zweig gibt die Gleichung (8) der 

4. Nummer: 

iy _ fl Ol 

dp2 "^ ^ d^* 

dx 
Einer der drei sich berührenden Zweige hat also einen Wenduugspunct. Je nachdem die 
beiden endlichen M^urzeln der Gleichung (4) im Zeichen fibereiiistimmen oder nicht , erhal- 
ten wir die Lage der 36. oder 37. Figur. Die beiden nicht osculirenden Zweige können 
reell und imaginär sein ; eine Spitze zweiter Ordnung bildet den Uebergang. Die Ordnimg 
der AnnäheniiLg der beiden Zweige unter sich kann beliebig ansteigen. 
VUI. Wenn neben den Gleichungen (1) : 

dx 
so bleibt , nach der Gleichung (4) nur ein Werth für 3- ein Werth y der nicht verschwin- 

dp * 

d^x 
det; dem verschwindenden entspricht ' — = oc. Die Curve hat eine solche Spitze erster 

Art,. die von ihrer Tang^te flinfpunctig berührt wird. Durch dieselbe geht ein berühren- 
der Zweig der Curve. 

IX. Wenn endlich, neben den Gleichungen (1) : 

Ä rn /f. dO. dOs d^d)^ 

0^=0, (Ps = 0, (P» = «, -j^=0, ^^=0, ^=0, 

so werden die Wurzeln der Gleichung (4) alle drei gleich Null, und hiernach die Werthe 

d^x 
von -p^ unendlich. Der Krümmungshalbmesser ist unendlich gross. Die Curve hat nur einen 

Zweig mit einem Wendungspunete, die Ordnung der Annäherung an ihre Taugente, auf der 
sieben Durchschnitte zusammenfkllen , betrügt f. 

Wenn auf der gemeinschaftlichen Tangeute acht Durcbschnittspuncte zusammenfallen 
sollen, so müssen (neben den Gleichungen (1)) die folgenden bestehen: 

Wir erhalten hier fünf verschiedene Fälle. 

X. Im allgemeiucu Falle hat die Curve in ihrem dreifachen Puncte eine gei^Ohuliche 
Spitze erster Art, und die Tangente dieser Spitze wird von einem andern Zweige der Curve 

23 
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fünfpunctig osculirt. Aas dem Falle unter VI. folgt nemlich , dam aack j-^ für den letzt- 
genannten Zweig verschwindet 

XI. Wenn neben (1) und (9) auch noch 

d<7>^ 

so verschwindet eine der drei Wurseln der Gleichung (4). Die Gleichung (8) der 4. Num- 
mer reducirt sich im vorliegenden Falle auf die folgende : 
|d^<D3/dx\2 ,i^OVAx\ ^iO.,Wx i^iü^Oyixy ^ d2fl)s/dJr\ « . d<l>6l ^-^^ 

{"dxKdi) -^ ^ -iS\dp)-^ «ix^/sF-^dil-d^^^ -^ « ^(d-,i>^^ dx r«' (^«j 

woraus wir ersehen, dass für denjenigen Zweig, für welchen .- verschwindet, auch j— 

gleich Null wird. Die Curve hat drei sich berührende Zweige, von denen einer die gemein- 
schaftliche Tangente vierpunctig osculirt. Die beiden andern Zweige ktfnnen sowohl reell 
als imaginär sein , und auch durch eine Spitze zweiter Art vertreten werden. 

XII. Wenn neben (1) und (9) zugleich: 

dO). dfl>5 

dx dx 

so verschwinden zwei Wurzeln der Gleichung (4) und für diese verliert die Gleichung (8) 

d^x 
der 4. Nummer ihre Bedeutung zur Bestimmung von j-^. Um diesen Differential-Coefficien- 

ten zu bestimmen , müssen wir diese Gleichung von Neuem vollständig differentiiren. Wenn 
wir , der Kürze wegen , nur diejenigen Glieder hinschreiben , welche , nach der Diffierentia- 

tion, weder 0z y und seine partiellen Differential-Quotienten, noch ~^ und --r^, noch t- zu 

Coefficienten haben , so ergibt sich bei einiger Aufmerksamkeit , wenn wir den constanteu 
Factor 12 . 35 fortlassen , unmittelbar die folgende quadratische Gleichung zur Bestimmung 

d-x 
von -p. : 

Es berühren sich also wiederum drei Zweige der Curve; von diesen haben zwei im dreifa- 
chen Puncte einen Wendungspimct, und können reell und imaginär sein und auch durch eine 
Spitze zweiter Art ersetzt werden. 

XIII. Wenn neben (1) und (9) zugleich: 

dÖ>^ A0S d^0^ ^ 

dx ' dx dx^ 

so verschwinden die Wurzeln der Gleichung (4) alle drei zugleich. Die Gleichung (11) 

d^x 
zeigt, dass ein Werth von ^; ^ unendlich wird, während der andere endlich bleibt. Es hat 

dp^ 

die Curve eine solche Spitze erster Art, welche von ihrer Tangente in fünf Puncten ge- 
schnitten wird^ und durch diese Spitze geht noch ein Zweig derselben mit einem Wendungs- 
puncte. 

XIV. Wenn neben (1) und (9) zugleich: 

dO. d^, i0^ d^tp^ 

dx ^ dx ' dx üx- 

so werden die Wurzeln der Gleichung (11) beide unendlich. Durch den dreifachen Punct 
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geht ein eimriger Zweig ohne Wendungspunct. Der KriümnungshalbmeMer ist unendlich gross 
und die Ordnung der Annäherung an die Tangente beträgt $. 

Wenn zu den verschiedenen Bedingungen der Fälle X. — XIV. die neue Bedingung 

Ö>« = o 
hinzukommt, 8o fallen in die gemeinschaftliche Tangente, im dreifachen Puncte, neun Durch- 
schnitte zusammen ; dann erhalten wir , den eben bezeichneten Fallen entsprechend , die fol- 
genden fünf neuen Fälle. 

XV. Die Curve hat eine gewöhnliche Spitze erster Art, deren Tangente von einem 
andern Zweige der Curve sechspunctig osculirt wird. 

XVI. Die Curve hat drei Zweige, von welchen einer die gemeinschaftliche Tangente 
ftinfpunctig osculirt. Die beiden andern Zweige sind reell oder imaginär, oder werden von 
einer Spitze zweiter Art vertreten. 

XVII. Wenn cPg verschwindet , hat die Gleichung (11) neben einer verschwindenden 
Wurzel eine endliche. Von den drei sich berührenden Zweigen berührt einer die gemein* 
schaftliche Tangente in zwei, ein zweiter in drei und der dritte in vier zusammenfallen- 
den Puncten. 

XVIII. Eine Wurzel der Gleichung (11) verschwindet, während die andere unendlich 
wird. Die Curve hat eine ihre Tangente fünfpunctig berührende Spitze, und einen Zwei*^, 
der diese Tangente vierpunctig osculirt« 

XIX. Wenn die Wurzeln der Gleichung (11) unbestimmt werden, hat endlich die Curve 
drei, im Allgemeinen, vollständige Zweige, welche unter sich und mit ihrer gemeinschaftii- 
chen Tangente einen dreipunctigen Contact haben. Diesem Falle entsprechen also folgende 
Bedingungen : 

Ö), = o, • Ö)j = 0, 

d<I>3 dd). d<l>5 d<Z>c 

_==o, ^ = 0, ^ = 0, -^-=0, 

dx2 -^ •' dx^ "" •*• 

Wir wollen hier diese Erörterungen abbrechen. — 

18. Wenn es , nach der Absicht der jedesmaligen Discussion , erlaubt ist , die beiden 
linearen Functiont^n p und q so anzunehmen , dass x verschwindet , sa vereinfacht sich die 
Bestimmung der Functionen und ihrer partiellen Differential - Coef&cienten. Man hat als- 
dann überhaupt, nach der 2. Nummer: 

"* ~ 1.2..m'dp™ ' 
d'CDa, 1 d"»fl 



dx» ~" 1 . 2 . . m— s dq^dp"»-*' 
Als Beispiel wollen wir den Fall einer Curve mit einem solchen dreifachen Puncte, in 
welchem die drei Zweige unter einander einen gewöhnlichen Contact haben , nehmen und 
voraussetzen , dass die Ciirve durch folgende Gleichung : 

F(y,x) = ß= 0, 
in der y und x rechtwinklige Parallel - Coordiuaten bedeuten , dargestellt werde und dass 
überdiess die gemeinschaftliche Tangente der drei Zweige in dem dreifachen Puncte der Axe 

der X parallel sei , wonach ^ = v = x = o. Alsdann müssen (nach (17}, V) für den frag- 

liehen Punct, ausser den partiellen DiRerentiaUCoefficieuten der ersten und. zweiten Ordnung, 
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auch noch die folgenden verschwinden: 

A^Q d^n A^a A^Si A^Q d*ß 

dx*' dydx^' dy^dx' dx* ' dydx*' dx** 
Bei unserer Functionen -Bestinunung sind die Krttmmungshalbmesser in dem dreifachen Puncte 

Ax 
den reciproken Werthen von ^ gleich. Diese Werthe aber sind durch folgende Gleichung 

gegeben, in welche hier die Gleichung (4) der vorigen Nummer übergeht: 

d*ß /djc\ A^ii 

I 4- T-r = o. 



dy'Vdx/ dy'dx\dx/ dydx'^dx 



:/ dx<^ 

Nehmen wir iiberdiess noch den dreifachen Punct zum Anfangspuncte der Coordinaten, 
so erhalten wir für die allgemeine Gleichung einer Curve mit einem Puncte der fraglichen 
Art die folgende: 

yj ^ /t«y2(x2-f-/?xy4ry') + Ay(x^+*x*}'+?x^y^4-i?xy^4-d>'*) + a(x*+ ) = o 

und wenn wir, in Beriehung auf diese Gleichung, die vorhergehende entwickeln, kommt: 

in)' - *• (%)' - « {%) * - - »• 

Die reciproken Werthe der Wurzeln dieser Gleichung sind, was sich auch unmittelbar be- 
. stätigt findet , die drei Krümmungshalbmesser der drei im Anfangspuncte sich berihrenden 
Zweige. — 

19. Ich schliesse mit einer letsten Bemerkung. Es können vielfache Puncto mit allen 
ihren Modificationen unendlich weit rücken , ohne dass irgend eine Eigenthümlichkeit dersel- 
ben sich verliert. Es kann diess auf zwiefache Art geschehen, auf dem Zweige einer Hy- 
perbel oder dem Zweige einer Parabel. Nicht unbezeichnend möchte man sich hier zur Be- 
zeichnung solcher unendlich weit gerückten singulären Puncte des Ausdrucks „hyperboli- 
sche und parabolische Singularität in unendlicher Entfernung'^ bedienen. 

Alle Unterscheidungen des gegenMürtigen Paragraphen behalten ihre unmittelbare An- 
i^euduug, so lange die Werthe von p und q, durch welche die Lage des singuUren Punctes 
bestimmt ist, nicht unendlich werden. Wenn wir diese Functionen in ihrer allgemeinen Be- 
deutung nehmen und demnach, indem wir durch u, v und w ganze lineare Functionen (ge- 
wöhnlicher Parallel - Coordinaten) bezeichnen, 

«= w' '= w' 

setzen , so entsprechen, im Allgemeinen, Puncten in unendlicher, wie in endlicher Entfernung, 
endliche Werthe von p und q. Die obige Behauptung, dass vielfache Puncto auch in un- 
endlicher Entfernung alle ihre Eigenthflmlichkeiten behalten, findet also hierin ihre unmit- 
telbare und vollständige Bestätigung. 

Wir wollen, zur nähern Verständigung, zwei Beispiele betrachten. Es rücke erstens 
der singulare Punct auf der geraden Linie U unendlich weit, dann verschwindet für den- 
selben der Werth von q, während, weil v und w zugleich unendlich werden, der Werth 
von p unter unbestimmter Form erscheint. Wir können immer einen Coefficienten S so be- 
stimmen, dass überhaupt: 

y V — §w = <fu -f o ; 
dieser Coefficient ist dann der wahre Werth von p. Insbesondere verschwindet derselbe, 
gleichwie der Werth von q, wenn 

vv = du + a, 
das heisst, wenn wir, was Behufs der Functionen - Bestimmung , erlaubt ist, annehmen, es 
seien die beiden geraden Linien U und V parallel. 
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Nehmen wir hiernach den Fall dreier sicli beruhigenden Zweige und lassen den Berüh- 
ruQgspunct unendlich weit rttcken, so brauchen wir bloss, um die allgemeine Gleichung einer 
Curve mit solchen drei Zweigen zu erhalten^ in der vorletasten Gleichung der vorigen Nummer 

QU t (^u*^tt y ^H~l 

— und — ; , oder, statt dessen, auch - und -^^ — , an die Stelle von y und x zu schrei- 

ben. Auf diesem Wege ergibt sich die nachstehende Gleichung : 

' indem wir mit x^ multipliciren und , der Ktirze wegen , überhaupt : 

1 + /Jy 4- yy^ + • • + »y" s 9n 
setzen. Es hat die Curve drei hyperbolische Zweige , welche an ein und derselben geraden 
Linie, der Axe der x, nach ihrer zwiefachen Erstreckung sich hinziehen. Wir erkennen 
bald, dass die Form der Gleichung (1) mit der Form derjenigen Gleichung, welche in der 
156. ' Nummer discutirt worden ist, ganz übereinstimmt und dass insbesondere, wenn wir die 
Gleichung (1) mit ihren vier ersten Gliedern abbrechen, wonach dieselbe die allgemeine Glei- 
chung der Curven der 6. Ordnung mit drei, an derselben Asymptote sich hinziehenden, un- 
endlichen Zweigen wird, die resultirende Gleichung: 

xV^ 4- fiX^y^tPi 4- Ax}'(3Pi + aq>t = o , 
wenn wir x und y mit p und q vertauschen, in die Gleichung (2) der 159. Nummer übergeht. 

Die letzte Gleichung der vorigen Nummer gibt hier das reciproke Maass der Annftherung 
der drei Zweige an ihre gemeinschaftliche Asymptote. *) 

Als zweites Beispiel wollen wir 

1 y 

«" X' »^x 

setzen. Für einen Punct, der auf einer Parabel liegt, deren Durchmesser der Axe der x 
parallel sind, verschwinden, indem y^ und x unendlich gross und von derselben Ordnung 
sind , gleichzeitig die Werthe von q und p. Hier wollen wir wiederum den eben betradite- 
teu Fall dreier sich berührenden Zweige nehmen , und nun an die Stelle von y und x in der 
vorletzten Gleichung der vorigen Nummer die vorstehenden Ausdrücke fUr q und p einsetzen. 
Indem wir mit x^ multipliciren , ergibt sich : 

a 

X* + ax\y^-hßy+r) 4- *x(y^4-fy'4-Cy2-i-i7y4^) 4- it«fy^...) 4-— (y*4---) -*-•• = o. 

Diese Gleichung ist die allgemeine Gleichung solcher Curven, welche drei parabolische 
Zweige mit gemeinsamer Durchmesser- Richtung haben. > Die letzte Gleichung der vorigen 
Nummer gibt hier die reciproken Werthe der Parameter der drei parabolischen Zweige. — 
Der Raum verbietet in eine mehr detaillirte Erörterung hier einzugehen, es mag uns 
daher genügen, angedeutet zu haben, wie die Entwicklungen des ersten Abschnittes über die 
verschiedenartigen unendlichen Zweige der Curven aus den Discussionen des gegenwärtigen 
Paragraphen unmittelbar hervorgehen. 
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Geaaiie Restlmmvn^ aller mtf^llchen flln;i:iilArltllt«B, welche ta dem l4i«fe 

der Cnrveit vierter Ordn«n|f vorkoinnteM l&lfMiieii. 

20. Indem wir durch q und p irg^end zwei ganze lineare Functionen bezeichnen, und 
der Kürze wegen, 

jcq* 4- Apq* + /<pV + »T^ + C»P* ^ -Si, 
setzen , können wir die Curven der 4. Ordnung durch die nachstehende Gleichung darstellen : 

-3, + 2, + J3 4- -54 = 0. 
Die allgemeine Gleichung der Curven ii^eiid einer n. Ordnung ist nach dieser Bezeicbnungs- 
weise y indem wir überhaupt eine ganze und homogene Function eines beliebigen m. Grades 
durch ^ darstellen: 

:s, 4- ^2 + • • • + ^«-i + :s„ = o. 

Sobald die beiden Functionen q und p einmal bestimmt sind (und diese Bestimmung hüngt 
von 4 Constanten ab) schliesst 2^ tlberhaupt (m+1) Constanten ein. Die vorstehende Glei. 
chungf aus der durch Division immer eine Constante sich fortschaffen lässt, enthält hiemach 

«(11+3) . o 

Constante, also drei tiberzahlige. Von diesen kommt eine auf den Umstand, dass die Curve 
zwar durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien P und Q geht, dieser Durchschnitt 
selbst aber jeder willktthrliche Punct der gegebenen Curve sein kaun. Die beiden andern 
werden dadurch bedingt , dass jede der beiden geraden Linien P und Q, ohne dass dadurch 
die Form der Gleichung geändert Mird , um ihren Durchschnittspunct sich drehen können. 
Dabei werden nemlich q und p durch zwei andere lineare Functionen, beide von der Form 
(aq+rp) ersetzt, wonach sich nur die Coefftcienten in den verschiedenen Functionen « än- 
dern, die Form dieser Functionen aber unverändert bleibt So lange die Curve dieselbe 
bleibt, stellt auch jede Function 2*01, nach M'je vor, dasselbe System von m durch den 
Durchschnitt von P und Q gehenden geraden Linien dar. 

Einfache Puncte. 
31. Wenn H'ir auf der Curve : 

-5, + :S, 4-^3+ ^4 = e, 
von dem Durchschnitte von P und Q aus, um eine unendlich kleine Strecke vorwärts ge- 
hen y so kommt , indem wir aa=l nehmen : 

:5i = q + /?p « o , 
wobei q und p unendlich kleine Grössen derselben Ordnung sind. Betrachten wir q und p 
als veränderliche Grössen , so gehört die letzte Gleichung einer geraden Linie an , welche 
annäherungsweise den Lauf der Curve in dem fraglichen Puncto darstellt: es Ist die Glei- 
chung der Tangente. Die Ordnung der Annäherung steigt um eine Einheit, wenn wir 
Glieder des zweiten Grades mit hinzuftigen. Die Gleichung : 

^i + S, = o, 
stellt einen dreipunctig osculirenden Kegelschnitt dar. Endlich ist: 

die Gleichung einer vie^punctig osculirenden Curve dritter Ordnung. 
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22. Wir können die gerade Linie Q so drehen, dass sie mit der Tangente im fragli- 
chen Puncte zusammenfällt j dann wird ß=o. Die Gleichung der Curve : 

q + -2*2 + -8 4- ^4 =« o , 
enthalt alsdann nur noch awei aberzfthlige Constanten. Für die dem gegebenen Puncte der 
Curve (dem Durchschnitte von P und Q) benachbarten Puncte derselben, müssen wir, um 
die vorstehende Gleichung zu befriedigen, in 2^2 <^in Glied suchen, das« um den Werth voft q 
aufzuwiegen, mit q von derselben Ordnung ist Dieses Glied kann nur fp^ sein, weil ein 
Glied , das p neben q enthält , von welcher Ordnung auch p sein mag, nicht mit q von der- 
selben Ordnung sein kann. Die Gleichung: 

q 4- fp2 = o, 

gehurt einer Parabel an, welche annäherungsweise den Lauf der Curve in dem firagtichen 

Puncte darstellt Wenn wir die. Gleichung der Curve eutwidieln und auf nachstehende Weise 

ordnen : 

(q+«p^) + p(<fq+5p^J + (yq^+^P^q+eP*J + pq(^q+yp') + q^C?q+/"F^ + (^Pq^) + C^q'') = «» 
wobei die in der ersten, aweiten, . . . siebenten Klammer eingeschlossenen Glieder bezüg-. 

lieh mit p^, f\... p^ von gleicher Ordnung sind, so erhalten wir nach einander verschie- 
dene Curven, deren Annäherun|D^ an die gegebene in dem gegebenen Puncte von einer bloss 
dreipunctigen zu einer achtpunctigen ansteigt, wenn wir einmal die Glieder der ersten 
Klammer, dann die Glieder der zwei, drei, vier, fünf, sechs ersten Klammem gleich Null 

setzen. Wenn wir (p— oq) an die Stelle von p setzen und dann a = ^ nehmen , so er- 

halten wir , indem wir von den Werthen der Coeflicienten ganz absehen, eine Gleichung von 
folgender Form, mit einer überzähligen Constanten: 

(l+^pXq4-«p^) + (yq^+^p^q+pp'>) + pqCjyq+i^^ + q^(Cq+/ip^) + *pq*4- xq* = o, 
in welcher im ersten Gliede die vierpunctig osculirende Parabel in Evidenz tritt. 

23. Wenn €==o, so finden wir erst in S^ das Glied Ip"*, als dasjenige, welches, ftlr 
nahe liegende Puncte der Curve , das Glied q aufwiegen kann. Gegen diese beiden GKeder 
verschwinden alsdann alle übrigen und die durch die Gleichung: 

q 4- §p3 = , 

ausgedrückte Parabel dritter Ordnung stellt annäherungsweise den Lauf der Curve in der 
Nähe des fraglichen Punctes dar. Dieser Punct ist ein Wendungspunct der Curve. Die 
Gleichung der Curve behält nur noch eine dnzige überzählige Constante, welche auf die 
wiUkührliche Richtung der geraden Linie P kommt Ordnen wir diese Gleichung, ähnlich 
wie oben , nach der verschiedenen Ordnung der Kleinheit ihrer Glieder für die Nachbarpun- 
cte des Wendungspunctes , so kommt: 

(q+5p^) + p(<>q+(»p') + ^p2q + q(rq+i'p^) + ^pq^ + ^up^qi + Jq^ + Apq* 4- xq* = o. 
Es wird die Curve von der durch die Gleichung: 

q + |p3 =3 o 
dargestellten Psu'abel dritter Ordnung vierpunctig osculirt Eine mehrpunctig osculirende 
cubische Parabel gibt es im Allgemeinen nicht Wir erhalten die Gleichungen von Ciirven, 
welche die gegebene in dem Wendungspuncte bezüglich fünf-, sechs-, sieben«, acht-, neun-, 
zehn- und zwOlfpunctig osculiren, wenn wir nach einander die zwei, drei, vier, fünf, sechs, 
sieben und acht ersten Glieder der vorstehenden Gleichung gleich Null setzen. 

Wir können insbesondere die Richtung der geraden Linie P so bestimmen, dass p oder ^ 
ausfkllt , wodurch die Anzahl der Constanten auf die gerade nothwendige sich reducirt. 

24. Wenn auch der Coefficient $ verschwindet, so ist $»p^ das einzige Glied, durch 
welches, für Puncte der Curve, welche dem gegebenen benachbart sind, q aufgewogen werden 
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kann; wonach alsdann die durch die Gleicbnn^: . 

q 4- (>p« = 0, 
ausgedrückte Parabel vierter Ordnung: den Lauf der Curve in der Nähe des gegebenen Pun- 
ctes annäherungsweise darstellt. Diese Parabel hat mit der Curve die gerade Linie Q 2ur 
gemeinschaftlichen vierpunctig osculirenden Tangente, und osculirt selbst die 
Curve fllnfpunctig. Ordnen mir die Gleichung der Curve mit Rücksicht darauf, dass, für 
Nadibarpuncte , q und p^ von derselben Ordnung sind , so kommt : 

(q+pp4) H- tf pq + d^^q 4- »p^q + yq" + lypq^ 4- fcp^^ 4- Iq' 4- Apq^ 4- xq« = o. 
Setzen wir nach einander die zwei, drei, vier, fünf, sechs, sieben, acht, neun und zehn ersten 
Glieder der vorstehenden Gleichung gleich Null , so erhalten wir die Gleichungen solcher 
Curven, welche die gegebene in dem fraglichen Puncte bezüglich sechs^, sieben-, acht-, neun-, 
zehn-, zwölf-, dreizehn- und sechszehnpuuctig osculiren. 

Die Gleichung der Curve hat noch eine überzählige Constante, welche auf die wll- 
kührliche Richtung der Linie P kommt. Wir können sie fortschaffen, indem wir y verschwin- 
den lassen. Hiemach behalten wir nur 13 Constaute , und es können also auch nur Curven 
vierter Ordnung von besonderer Art einen Punct der fraglichen Art haben. — 

Doppelpuncte. 

25. In dem Falle eines Doppelpunctes ist die allgemeine Gleichung der Curven vierter 
Ordnung die folgende: 



:S2 4- ^3 4- 2^ = O. 



Diese Gleichung schliesst 15 Constante und unter diesen zwei überzählige ein, weil der 
Durchschnitt; der beiden geraden Linien P und Q zwar in den Doppelpunct der Curve fAllt, 
diese beiden Linien selbst aber, ohne dass die Form der vorstehenden Gleichung sich ändert, 
beliebig um ihren Durchschnitt sich drehen können. Wir können die Function Sj in «wei 
FactMTiMi des ersten Grades, beide von der Form (op4-rq) zerlegen. Nehmen wir diese 
beiden Factoren statt p und q , so geht die Form der letzten Gleichung in die nachstehende 
mit ihren 13 nothwendigen Constanten über: 

pq 4- -2i 4- -4 = o. 
Die geraden linien P und Q sind nun dadurch vollkommen bestimmt, dass sie mit den beiden 
Tangenten im Doppelpuncte zusammenfallen. Indem wir einmal p^ und q , das andere Mal 
q2 und p , als von derselben Oidnung für die Nachbarpuncte des Doppelpunctes betrachten, 
können wir die vorstehende Gleichung auf folgende zwiefache Weise entwickeln : 

P{(q4-5p0 4- p(^q4-()pO 4- qC^yq+i'p-)! 4- q-(Cq4-iwp^) 4- Xpq* 4- «q* = «, (« 

q|(p+Cq2) 4- q(^p4-xq') 4- p(^p+Aq2)| 4- p-ßp4-|tiq') 4- >t'1 + PP* = ^' ^^^ 

Hieraus ist ersichtlich , dass die beiden Parabeln : 

: q + Sp*= o, p + ?q^ = o, ...... 

den Lauf der beiden im Doppelpuncte sich schneidenden Zweige annäherungsweise darstellen. 
Die beidenalige Berührung ist eine dreipunctige. Auf dieselbe Weise, wie am ScUusse der 
22. Nummer, erhalten wir für die beiden vierpunctig osculirenden Parabeln die folgenden 
Gleiohungen: 

q + $(p— aq)2 =0, p 4- ?(q-^1>' = »' 



indem wir: 



()— ^1 . ^ — riK 



o ^ 



setzen. 
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96. Wenn insbeflondere ^==0, wodurch die Anzahl der Constanten sich auf zwölf re- 
ducirt, so kann in der grossem Klammer der Gleichung (1) q nur durch p^ aufgewogen wer- 
den. Der Lauf des einen Zweiges der Curve , dessen Tangente Q ist , hat alsdann einen 
mit dem Doppelpuncte zusammenfallenden Wendungspunct und wird annäherungsweise 
durch die vierpunctig osculirende cubische Parabel: 

q + (»p5 = o, 
dargestellt. 

27. Wenn die Zweige, welche den Doppdpunct bilden, in diesem Puncte b^ide einen 
Wendungspunct haben, so verschwindet sowohl g als C. Dann können wir die Glei- 
chung der Curve auf folgende zwiefache Weise ordnen : 

P I (9+(>P*^) + ^4 + T^? + Vi^ + i"P4^ + Aq3 { + xq'» = o , 
q|(p+xq^) + lypq 4- Xpq^ + ^q^ + ^p2q 4. „psj ^ ^p4 =- o, 

indem wir einmal q und p-% das andere Mal p und q-% als von derselben Ordnung betrach- 
ten, je nachdem wir auf dem Zweige mit der Tangente Q, oder auf dem Zweige mit der 
Tangente P, vom Doppelpuncte aus, vorwärts gehen. 

In dem vorliegenden Falle können wir die Gleichung der Curve auch auf folgende Weise 
schreiben : 

pq{l + Jyq -f ^} 4- ^4 == o. 
Um die Form dieser Gleichung, welche die noth wendigen elf Constanten einschliesst, geo- 
metrisch zu deuten, bemerken mir, dass die Gleichung: 

-5i = 0, 
ein System von solchen vier geraden Linien darstellt, welche durch den Doppelpunct gehen, 
und den vier Asymptoten der Curve parallel sind. Jede diesA geraden Linien schneidet die 
Curve, weil ein Durchschnittspunct unendlich weit liegt und zwei in den Doppelpunct zusam- 
menfallen, ausserdem nur noch in einem einzigen Puncte. Die vier einzigen Durchschnitts- 
puncte, welche wir auf diese Weise erhalten, liegen alle vier auf der geraden Linie; 

1 + jyq + dp = o, 
und somit sind wir beiläufig zu folgendem Satze gelangt: 

Wenn sich zwei Zweige einer Curve vierter Ordnung schneiden und 
in ihrem Durchschnitte beide einen Wendungspunct haben, so schneiden 
die vier geraden Linien, welche man, parallel mit den vier Asymptoten, 
durch diesen Durchschnitt legen kann, die Curve ausserdem noch in 
vier solchen Puncten, die in gerader Linie liegen! 

28. Um den Fall eines isolirten Punctes, dessen beiden Tangenten imaginär sind, 
in der Gleichung der Curve in Evidenz zu bringen, erhalten wir sogleich nachstehende Formen : 

(q^+aV) -*- 2-3 + :S, = o, 
(q^-HJ^p^)! + J4 = 0. 
In dem Falle der ersten Gleichung sind die beiden, imaginären Tangenten gewöhnliche, in 
dem Falle der zweiten Gleichung beide osculirende. Der Factor (q^+<T^p^) enthält eine über- 
zählige Constante, weil die Richtung einer der beiden geraden Linien P und Q erst dann 
bestimmt ist, nachdem die Richtung der andern beliebig angenommen worden ist. Die Con- 
stante können wir unter Andern auf lineare Weise dadurch ausfallen lassen , dass wir an- 
nehmen , dass die geraden Linien P und Q (zugeordnete Durchmesser des Doppelpunctes *) ) 
auf einander senkrecht stehen. 



*) Ein isolirter Punct ist immer als eine Ellipse anzusehen, deren beiden Äxen , bis. zum Verschwin- 
den, ihre Richtung und ihr gegenseitiges Grössen-Verhältniss beibehaiten haben. Daher kann auch 
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29. In dem Falle einer Spitze erster Art erhalten wir die allgemeine Gleichung: 

q^ + ^ + -4 = o» 
welche 13 Constante, unter diesen aber, der willkühriichen Richtung von P wegen, eine 

überzählige einschliesst. Diese follt aus, wenn wir p mit (p+^q) vertauschen, und dann o 

so bestimmen, dass (^+3a|) verschwindet, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn wir 

von Vorne herein ^^=o setzen. Um für die, dem Rückkehrpuncte nahe liegenden Puncto q^ 

aufisuM'iegen , finden wir in ^3 das Glied Sp^. Ordnen wir hiernach die Gleichung der Curve, 

indem wir q^ und p^ als von derselben Ordnung betrachten, so kommt: 

Die Curve hat in der Spitze mit ihrer Tangente Q einen Contact von der Ordnung |. Sie 
hat mit der semicubischen Parabel , welche durch die Gleichung : 

q2 4. gp3 « o 
dargestellt wird , einen Contact von der ersten Ordnung. 

30. Wenn S=o , so sind , für Nachbarpuncte q^ und p* und mithin auch q und p^ von 
derselben Ordnung, und wenn wir, mit Rücksicht hierauf, die Gleichung der Curve ordnen, 
so kommt: 

(q'+*p'q+?p*) + pq(^q+T') + q'(Cq+/«p') + ^pq' + '^q* = «• (O 

Um den Lauf der Curve annäherungsweise darzustellen , erhalten wir also die durch die 
Gleichung : 

q2 + ^p'q 4- pp* = (q+nTp2)(q4-ar'p^) = 
dargestellten beiden Parabeln. Es berühren sich in dem Doppelpuncte zwei 
Zweige der Curve, M'elche von diesen beiden Parabeln bezüglich dreipunrtig oscu- 
iirt werden. Die beiden Zweige sind reell oder imaginär zugleich mit diesen Para- 
beln , je nachdem : 

^2 _ 4^ > o , ^^ — 4? < 0. 

Die vorstehende Gleichung enthält 12 Constante , aber unter diesen noch eine überzäh- 
lige, welche darauf kommt, dass P irgend eine beliebige gerade Linie ist, welche durch 
den Berührungspuuct auf der gemeinschaftlichen Tangeute Q geht. 

Die Form der Gleichung (1) bleibt im Uebrigen unverändert, wenn wir an die Stelle 
des ersten Gliedes derselben (q+cjp^Xq-fcxp'), das folgende einführen: 

I q 4- cT(p+?iq)^ } { q + ^'(t+nqy | . 
Die beiden neuen Parabeln, welche bei beliebiger Bestimmung von n und n durch die bei- 
den Gleichungen: 

q + cr(p4-7iq)2 =0, q + cT'(p+«'q) = o, 

dargestellt werden, osculiren also die Curve im Allgemeinen ebenfalls dreipunctig. Unter 
solchen dreipunctig osculirenden Parabeln bieftnden sich aber zwei, welche die beiden Zweige 
der Curve vierpunctig osculiren. Es muss also, bei gehöriger Bestimmung der beiden 
Constanten n und n\ die Gleichung der Curve (1) die folgende Form annehmen: 
{q + ^(f+^^y] {q 4- ny'(p+7rV)( + q^(Cq+/«p^) + Xpq^ 4- xq* = o, 
in der jene beiden vierpunctig osculirenden Parabeln in Evidenz treten. Damit diese Glei- 
chung bloss die elf noth wendigen Constante einsdiliesse, brauchen wir bloss n oder n ver- 
schwinden zu lassen. 



▼on zugeordneten burchmessemund Axen eine« iioUrten PuncUs die Rede »ein- Di« dem fragU- 
eben isolirten Puncte entiprechende Ellipse wird durch die folgende Gleichung : 

q* + a*p« aa «, 
dai|;estellt. 
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« 

31. Zwischen den beideu Füllen ^ dass die Curve zwei reeUe sich berührenden Zweige 

hat, und dass ein isolirler Punct diese imaginär gewordenen Zweige vertritt, bildet derjenige 

Fall den Uebergang, wo: 

^2 — 4(> s= o, oder cy = cj'. 

Dann* können wir die Gleichung (1) unter folgender Form schreiben: 

(q+cyp2)2 + 2oq(p+/?q)(q+i9rp2) + qjj = o , 

M'elche unverändert bleibt , wenn wir (p+<7q) an die Stelle von p setzen; Nach dieser Sub- 
stitution können wir den unbestimmten Coefficienten a so bestimmen, dass die resultirende 
Gleichung folgende Form annimmt: 

(q+cT»^)^ + 2apq(q+ojp2) + q^ = o ^ (2) 

oder auch, indem wir: 

q^s — a2q2p2 = qr, 

setzen, die folgende: 

(qH-CTp2+apq)2 + qJS'j = q. 

Es sei , um zu particularisiren : 

2"} = 1^' + iwp^q + Xpq2 + xq^; 

alsdann kommt , wenn wir die vorstehende Gleichung (2) in Beziehung auf (q+cip^) auflösen : 

q 4- üTp2 = — apn ± v^(— vp'^q-f(a^— iM)p2q2— Xpq3— xq«). 
So lange v nicht verschwindet, ergibt sich, bei gehöriger Vernachlässigung, für die Nachbar- 
puncte des Doppelpunctes : 

q + t«jp2 = ± pv^(— ypq), 

= ± pV(»'^p). 
Diese Gleichung zeigt, dass diese Puncte, je nachdem uj positiv oder negativ ist, auf der 
negativen oder positiven Seite der Tangente Q liegen ; dass sie ferner , je nachdem vm po- 
sitiv oder negativ ist, auf der positiven oder negativen Seite der, durch den Berührungs- 
punct gebenden geraden Linie P liegen , dass sie endlich zugleich auf der innem und aus- 
seni Seite derjenigen* Parabel , welche durch folgende Gleichung dargestellt wird: 

q + GTp2 = 0, (3) 

sich erstrecken. Hiernach ist der Doppelpunct der Curve eine Spitze zweiter Art. 
Die Ordnung der Annäherung, sowohl der beiden Zweige an die Parabel, als auch dieser 
beiden Zweige unter sich, beträgt 1|. 

32. Wenn y=o, und demnach die Gleichung der Curve folgende Form hat: 

(q+cjp2)2 + 2ctpq(q+crp2) ^ ^2^ — ^^ 

so ergibt sich , bei gehörigen Vernachlässigungen , 

q + cjp^ « — (ö±/(a^— iti))pq, 
= cT(a±/(a2-^))p3, 

Alsdann hat die Curve ihre beiden vollständigen Zweige wieder erlangt und diese Zweige 
haben unter sich und mit der Parabel (3) einen Contact der zweiten 
Ordnung. 

Wenn a^ — i^<o, so Mxrden die beiden vollständigen Zweige der Curve imaginär und 
durch einen isolirten Punct vertreten. 

Wir können hier noch zwei untergeordnete Fälle unterscheiden. Wenn zugleich v=so 
inid /A=o , wonach : 

(q-f cjp2)2 + 2apq(q-f cypO + q^-i = , 
go kommt für die eine Wurzel: 

(q+wp^) = — 2«pq = 2acyp^ , 
und für die andere : 
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(q+cyp^) = — apq + /(a2p«q2__Xpq') , 
= ^«pqjl-^(l«l.J)j, 

= — A ^i — ^ ♦ 

2a ' 2a ' * 

Von den beiden Zweigen hat der erste mit der Parabel (3) einen Contact der 8. Ordnung^, 
wie bisher, der zweite aber einen Contact .der 3. Ordnung. Jener schneidet die Parabel, in- 
dem er sie berührt.; dieser nicht 

Wenn endlich zugleich f=o, iU=o, A,=o, und demnach die Gleichung der Curve die fol- 
gende wird: 

(q+njp2)2 + 2apq(q+G'p^) + irq^ = o , 
so erhalten wir für den zweiten Zwei^: 

q + cyp2 = — apq + /(«^p'q^— a^q*) , 

2a p" ^20"*' ' 
Dann hat ein Zweig, wie bisher, mit der Parabel einen Contact der 2. Ordnung , der andere 
Zweig aber einen Contact der 4. Ordnung. 

33. Wenn zugleich: 

wonach wir die Gleichung der Curve auf nachstehende Form mit acht Constanten bringen 
können : 

(q+cyp*+apq)* + Apq^ + xq« s o, 
so kommt nach gehörigen Vernachlässigungen: 

q + cTp2 + apq = ± /(— Apq^), 

= ± Xcjp'V(^^p). 
Die Curve bildet in diesem Falle wiederum eine Spitze zweiter Art; ein Schenkel der- 
selben liegt innerhalb und der andere ausserhalb des durch die folgende Gleichung: ' 

q + cjp2 + apq =s o, 
dargestellten Kegelschnittes, der in dem Falle, dass a verschwindet, eine Parabel ist. Wenn 
wir diesen untergeordneten Fall ausschliessen , so liegen beide Schenkel auf derselben Seite, 
der diesen Kegelschnitt dreipunctig osculirenden Parabel: 

q + cyp2 = o. 
Je nachdem km positiv oder negativ ist, liegt die Spitze auf der positiven oder negativen 
Seite der Linie P. Die Annäherung jedes Schenkels der Spitze an den fraglichen Kegel- 
schnitt, so wie der beiden Schenkel unter sich, ist von der Ordnung 2{. 

Wenn zu den obigen beiden Bedingungen auch noch das Verschwinden/von X hinzukommt, 
wonach die Gleichung der Curve die folgende wird: 

(q+njp2-fapq)2 + xq« « o , 

so löset sich der erste Theil dieser Gleichung in zwei reelle oder imaginäre Factoren des 
zweiten Grades auf, welche zwei, sich vierpunctig osculirende, reelle oder imaginäre, Ke- 
gelschnitte darstellen. Es können sich also zwei Zweige einer Curve vierter Ordnung, so 
lange diese nicht durch ein System zweier Kegelschnitte ersetzt wird, nicht vierpunctig oscu- ' 
liren. Die möglichen Fälle sind hiermit erschöpft. — 

34. In dem Falle zweier sich berfihrenden Zweige einer C'urve vierter Ordnung, können 
wir diese Curve auch durch die folgende Gleichung darstellen: 

(q+^'.Xq+r',) + (Ap+xq)q' = o. 
So lange X nicht verschwindet, können wir, ohne dass diese Form sich ändert, (Ap+^q) mit 
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Ap vertauschen; dann kommt, indem die Gonstanten auf die 11 Both wendigen sich reduciren: 

(q+^.)(q+^"2) + ^pq' « o. (1) 

In den Gleichungen : 

q + r^^o, q + r, = 0, (2) 

treten diejenigen beiden Kegelschnitte, welche die beiden Zweige der Curve ffinfpunctig 
osculiren, in Evident. 

Wenn A verschwindet, so behält die entsprechende Gleichung: 

(q+^'.Xq+r,) + xq* = o, 
immer noch ihre fih^rzählige Constante , welche auf die willkflhrliche Richtung der Linie P 
kommt. Dann werden von den beiden Kegelschnitten (2) die bezüglichen Curven- Zweige 
beide sechspunctig osculirt. Um die tiberzählige Constante fortzuschaffen, kOnuicn wir 
die letzte Gleichung auch auf folgende Weise schreiben: 

jq + ^p^ + ^q(pH-yq)| jq + ^'p^ + ^m\ + «q* — o. 

Wesentlich ist in dieser Form, dass die Coefßcienten m und uj verschieden sind. Sind sie 
einander gleich, so berührt jeder der beiden Kegelschnitte einen der beiden Zweige fttnf- 
punctig und den andern drei punctig. Die Curve hat also zwei Zweige , die sich im frag- 
lichen Doppelpuncte dreipunctig osculiren. 

Dreifache Puncte. 

35. Die allgemeine Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit einem dreifachen Puncte 
ist dife folgende: 

und enthalt , weil die Form dieser Gleichung sich nicht ändert , wie wir auch die beiden 
geraden Linien P und Q um ihren Durchschnitt sich drehen lassen, zwei überzählige Con- 
stanten, wonach die Anzahl der noth wendigen Constanten auf zehn sich reducirt Die 

Gleichung : 

^ = 0, 

stellt das System der drei Tangenten der Curve im dreifachen Puncte dar. Je nachdem diese 
drei Tangenten a 1 1 e drei reell oder zwei derselben imaginär sind, schneiden 
sich drei reelle Zweige der Curve in demselben Puncte, oder ein conjugirter Punct der Curve 
liegt auf einem ihrer reellen Zweige. In dem ersten Falle ktfnnen wir, um die beiden über- 
zähligen Constanten fortzuschaffen, die beiden geraden Linien P und Q mit zwei der drei 
Tangeuten des Doppelpunctes zusammenfallen lassen, wonach die Gleichung der Curve die 
folgende Form erhält: 

pq(q+ap) + 5, == o. 
M^ir können diese Gleichung immer und auf einfüge Weise auf folgende Form bringen : 

p(q+«p){q+-2} + HKi+ßt) = o, (i) 

und dann stellt die Gleichung: 

q + ^ == 0, 
denjenigen Kegelschnitt dar , welcher den , an der Tangente Q sich hinziehenden , Zweig 
der Curve fünf punctig osculirt. bi dem untergeordneten Falle der nachstehenden Gleichung 
mit 9 Constanten: 

p(q-hap){q+2;j + Aq« = o, 
ist der fragliche Kegelschnitt ein sechspunctig osculirender. 

Auf gleiche Weise können wir diejenigen beiden Kegelschnitte bestimmen , welche die 
beiden andern Zweige in dem dreifachen Puncte fünf punctig osculirefn. 

In dem Falle, dass die beiden letztgenannten Zweige imaginär werden, nimmt dieGlei- 
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chung (1) die folgende Form an: 

in welcher der Factor (q^+x^p^) eine überzählige Constante eiuschliesst. Indem ß verschwin* 
dety particularisirt sich die Curve auf gleiche Weise, wie in dem Falle , dass in dem drei- 
fachen Puncte drei reelle Zweige der Curve sich schneiden. 

36. Wenn zwei der drei Tangenten des dreifachen Punctes zusammenfallen, so 
erhalten wir für die allgemeine Gleichuqg der Curve mit neun Constanten die folgende: 

p^q + 2*4 = o. 
Die Curve hat alsdann eine Spitze erster Art mit der Tangente P, durch welche noch 
ein andrer Zweig geht, dessen Tangente Q ist. Der letzten Gleichung kennen wir immer 
die folgenden beiden Formen geben: 

p2|q+-S,} + AqXq+/^p) = o, 
q{P^+-3} 4- A«P* = 0.. 
In der ersten dieser beiden Formen tritt: 

q + -2 =- 0, 
als die Gleichung eines, denjenigen Zweig, dessen Tangente Q ist, fünfpunctig osculirenden 
Kegelschnittes in Evidenz, in der zweiten: 

p2 + :si = , 

als die Gleichung derjenigen Curve dritter Ordnung, welche den Zweig mit der Spitze am 
genauesten darstellt. ^ 

Weil in der ersten Gleichung dieser Nummer ^n nothwendig die höchste Potenz von q 
enthalten muss, damit nicht alle Glieder durch p theilbar werden, so kann die Spitze erster 
Art nicht durch zwei sich berührende Zweige , und noch weniger durch eine Spitze zweiter 
Art ersetzt werden; dergestalt also, dass, wenn eine Curve vierter Ordnung zwei sich be- 
rührende Zweige oder eine Spitze zweiter Art hat, durch den Berührungspunct jener beiden 
Zweige oder durch diese Spitze kein neuer Zweig der Curve gehen kann. Man sieht so- 
gleich den Grund dieser Unmöglichkeit ein. Auf der Tangente > in einem Puncte der fragli- 
chen Art fallen nemlich vier Puncte schon zusammen , so dass eine Curve der vierten Ord- 
nung von einer solchen Tangente überhaupt nicht mehr geschnitten werden kann. 

37. Wenn die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei zusammenfallen, so 
nimmt die Gleichung der Curve die folgende Form an : 

q^ +^4=0. 
Diese Gleichung enthttlt noch eine überzAhlige Constante, welche darauf kommt, dass die 
gerade Linie P beliebig um den dreifachen Punct sich drehen kann, ohne dass die vorste- 
hende Form sich ändert Die folgende Gleichung scbliesst bloss die acht nothwendigen 
Constahten ein: 

q^ + P-^s = o. 
Entwickeln wir, so kommt: 

q3 ^ pp4 + yp3q ^ ^p2q2 ^ xpq^ = o. (2) 

Für Nachbarpuncte sind q*^ und ^p^ von derselben Ordnung , und die Parabel : 

q3 4- (,p4 = o, 

stellt annäherungsweise den Lauf der Curve dar. Die Gleichung (2) ist in Beziehung auf die 
Kleinheit der Glieder geordnet, so dass, in der Nähe des Berührungspuuctes , der Lauf der 
Curve mit steigender Ordnung der Annäherung dargestellt wird, wenn wir zu den beiden 
Gliedern in der letzten Gleichung einmal noch das dritte, dann noch das dritte und vierte 
Glied , aus der Gleichung der Curve hinzunehmen. Die Ordnung der Annäherung der Curve 
an ihre Tailgente ist f.. 
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Systeme von zwei Doppelpttncten. 

88 Wenn ei«e Cunre der 4. Ordnung «wei Doppelpuncta hat und wir ciw TMf««i« 
des einen Punctes P, eine Tangente des andern Pmictes Q und diejenige gerade IMe, w«l- 
che die beiden Doppelpuncte verbindet , T nennen, so fidlen von den vier Dnrchsebiiittea der 
linie T mit der Curve zwei anf P und wei auf Q, und von den Durehschnittai jeder d«r 
beiden Tangenten P und Q mit der Curve beidesmal drei auf T zusammen. Und •«g^elirt. 
diese Voraussetzungen reichen bin, um auszudrücken, dass auf der geraden ^"»e T **« 
Doppelpuncte liegen und dass P und Q Tangenten dieser Doppelpuncte sind. Soll daher 

ß« = 
die Gleichung der Curve vierter Ordnung sein, so muss, wenn wir t=o setzen ;««« ^e««» 
% L auf p^q' reduciren, und wenn wir p=^ oder q=o setzen, muss t^ ««* ak/**^' 
h^^sLue« Diese Forderungen führen unmittelbar zu der folgenden möglichst allgemew 
nen Function - Bestimmung : 

Sit = pV + «P^t' + p*^- , j. - ,. 

Die so bestimmte Function ß, enthalt zwölf Const^te, von welch«i 10 a«f ^^^^^J 
Functionen kommen und zwei als unbestimmte Coeflicienten sich darstel en. Diese AnzaM 
^n ?o;LtenTt di: notiiwendige und hinreichende für eine Cui.e vU'ter 0^.«^^^^^^ 
z,.-ei Doppelpuncten, weil überhaupt die Bedingung, dass eine Curve eine gewisse Anzah 
"n DopÄncten habe, für jeden Doppelpunct die Anzahl der Constante« um eine Einheit 

vermindert. 

Die Gleidiung der Curve wird hiernach: .^. 

p2q2 + ftpqtr + ßi^» == « , ^ ^ 

und kann , indem wir : , nx - 

ar = iitp -h vp + Oev+ff)! 
setzen , auch unter der nachstellenden Form geschrieben werden : 

I P(p+i"'t)q(q+vt) + t^(iJt9+apq) = o. ,^ * :„ w^ 

,„ dieser neue« Form trete» dK^eiden iangenten jedes der beiden Doppelpuncte « Evi- 

denz. Denn, setzen wir nach einander: ^ = q = o (2) 

so verschwindJ; Te^^e^nal iC'L^OHel L -«tehrnden gUu£^ 
Gliede t' sich als Factor herausstellt Es stellen also die beiden ersten Gleichungen W «e 
bdden Tangenten P und P des ersten und die beiden letzte« Gleichungen (2) die beiden 
Tangenten Q und Q' des jsweiten Doppelpunctes dar. 
Es sei: 

Wenn alsdann i=o, so wird in der^'pom l^wcCw^r p-o setzen, t* gemeinschafUicher 

Factor. Also ist P eine osculirende Tangente. rr««-,^«**»« 

Wenn zugleich X^ und a=o , so werden P und P beide oscul.r«>de Tang^ten 

wenn ^gleich A=o und ,=o, so werden P ^^'^^^^^T^^ZT^y, vier 
Wenn endlich zugleich A=o , p=o und (r=o , so werden P un« r , v «» v 

osculirende Tangenten. ^ . ^ 2„eigeB, welche 

Wir erhalten hier also vier untergeordnete Fälle. 1) von oen u ^^ndunes- 

sich in einem Doppelpuncte schneiden, hat einer in diesem Puncto emen Wendung« 
punct Allgemeine Gleichung mit elf Constanten: ^ 
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Allgemeine Gleichung mit zehn Constanten: 

in. P(lH-A<t)q(q+>1;) + t^pp+rt) =* o. 

3) In jedem der beiden Doppelpuncte hat einer der beiden Zweige einen Wendungspunct. 
Allgemeine Gleichung mit zehn Constanten: 

IV. p(p+Mt)?(q+»'0 + at^pq 4- n* = 0. 

4) In jedem der beiden Doppelpuncte haben beide Zweige Wendungspuncte. Allgemeine 
Form mit neun Constanten: 

V. P(p+/"t)q(q+»'t) + Tt« = o, 

39. Wenn wir in der Gleichung I. fi^o setzen , so fallen die beiden Tangenten P und 
P des ersten Doppelpunctes inP zusammen und dieser Punct geht in eine Spitze erster 
Art Aber. Wenn 1^=0 , so verwandelt sich der zweite Doppelpunct in eine solche Spitze. 
Hiernach ergeben sich die nachstehenden vier untergeordneten Falle: 

1) Es hat die Curve eine Spitze erster Art und einen gewöhnlichen Doppelpunct Allgemeine 
Form mit elf Constanten: 

VI. P^qCq+^'O + t2(/?t8-HTpq) « 0. 

3) Einer derjenigen Zweige, welche den Doppelpunct bilden , hat einen Wendungspunct. 
Allgemeine Form mit zehn Constanten: ^ 

VII. P^q(q+yt) + at^pq + i^(Qf+tt) = 0. 

3) Es haben beide Zweige in dem Doppelpuncte einen Wendungspunct. Allgemeine Glei- 
chung mit neun Constanten: 

VIII. P^q(q+»^) + tX()p+rt) = 0. 

4) Es hat die Curve zwei Spitzen erster Art Allgemeine Form mit zehn Constanten: 

IX. p2q2 + t^(/9ts4^pq) = 0. 

40. Wenn auf jeder der in P zusammenfallenden beiden Tangenten des ersten Doppel- 
punctes in diesem Puncte vier Durchschnitte mit der Curve liegen sollen , wonach zwei 
Zweige der Curve in diesem Puncte sich berühren, so muss s in der Gleichung VI. auf eine 
Function von p und t ohne Constante sich reduciren. Hiernach entspricht 1) dem Falle zweier 
sich berührenden Zweige und eines gewöhnlichen Doppelpunctes die folgende allgemeine Glei- 
chung mit zehn Cönstanten: 

X. P^q(q+»'t) -f at^pq 4- tX^q+Tt) = 0. 

2)' Es kann in dem Doppelpuncte ein Zweig einen Wendungspunct haben. Allgemeine Form 
mit neun Constanten: 

XI. P^qCq+^t) 4- at^pq + it* = o. 

3) Es können beide Zweige einen Wendungspunct haben. Allgemeine Form mit' acht 
Cönstanten : 

XII. p^qCq+^O + Tt* = 0. 

4) Es kann die Curve zwei sich berührende Zweige und ausserdem eine Spitze erster Art 
haben. Allgemeine Form mit neun Constanten: 

XIII. p^q2 4. at2pq + t^^P+^t) = o. 

Für diejenigen Puncte der Curve , welche auf den beiden sich berührenden Zweigen in 
der Nahe des Berührungapunctes liegen , sind p und t^ von derselben Ordnung, wahrend der 
Werth von q einer endlichen Grösse gleich bleibt Ordnen wir hiernach die Gleichung X., 
so kommt : 

I p^q^+qpqt^-t-Tf^ j "*" PM *Tq+^*^ j = , 
und wenn wir die erste Klammer in zwei Factoren auflösen : 

(pq4-xt2)(pq+x't2) 4- ptC^pq+Xt^) «= 0. 
Die beiden Gleichungen : 
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pq + Jft^ =a o, pq + xV == o, 

.«teilen swei solche Kegelschnitte dar, welche die beiden sich beiUhrenden Zweige derCurve 
in Berührungspuncte dreipnnctig osadiren. Diese beiden Zweige sind hiernach zugleich mit 
x.und X reell oder imagiuAr, je nachdem: 

G^ > 4t oder o^ ^ 4t. 
In letztem Falle werden die beiden »ich berührenden Zweige durch einen isolirten Punct 
vertreten. Demnach schliesst jede der vier Gleichungen X— XIIL einen zwiefachen Fall ein. 

41. In dem Uebergangs - Falle ^ wo 

a^ = 4r, 

hat die Curve, statt der beiden sich bertthrendeu Zweige, eine Spitze zweiter Art. 
Hier sind drei Falle möglich. 

1) Es hat die Curve eine Spitze zweiter Art und einen gewöhnlichen Doppelpunct Allge- 
meine Gleichung mit neun Constanten: 

XIV. }P<4-»t2p + ft(vfq+Xt^) =-0. 

2) Es hat im Doppelpuncte ein Zweig einen Wendungspunct. Allgemeine Form mit acht 
Constanten: 

XV. (pq+«tO^ + i'P^qt = o. 

3) Es hat die Curve eine Spitze zweiter und eine Spitze erster Art. Allgemeine Form 
mit acht Constanten: 

XVI. (pq+*t')^ + ^Pt' «0. 

42. IJeberall, wo in den bisher aufgezählten Fallen ein Doppelpunct mit zwei gewöhn- 
lichen oder auch mit zwei osculirenden Tangenten vorkommt, können wir denselben auch 
durch einen isolirten Punct ersetzen, wonach zum Beispiel dem Falle L zwei andere 
coordinirt sind , 1) dass die Curve einen eigentlichen Doppelpunct und einen isolirten Punct, 
2) dass sie zwei isolirte Puncto hat Es scheint mir überflüssig, die entsprechenden allgemeinen ^ 
Formen einzeln anfzustellen. Den beiden eben bezeichneten Fällen, auf die wir uns hier be-^^ 
JM^hränken wollen, entsprechen zwei Gleichungen, die wir in der folgenden zusammenfassen 
können : 

(P'+C't2)(q»4-5H2) + i^iJts+opq) = o. 
Diese Gleichung hat die gerade nothwendige Anzahl von Constanten, nemlich zwölf; die 
Functionen p und q sind dadurch bestimmt, dass die geraden Linien P und Q diejenigen 
Durchmesser der beiden Doppelpuncte sind , deren zugeordnete ^) in der Linie T zusammen- 
fallen. 

43. Ausser den bisher aufgezählten oder angedeuteten Fällen sind keine andern mög- 
lich. Der Grund der Unmöglichkeit ergibt sich immer unmittelbar. So können zum Bei«- 
spiel , wenn ausserdem die Curve schon einen Doppelpunct hat, zwei sich berührende Zweige 
unter einander keinen dreipunctigen Contact haben. Es lässt sich nemlich immer ein KegeU 
schnitt beschreiben, der einen der beiden Zweige in dem Berührungspuncte dreipnnctig oscu- 
lirt und durch irgend zwei gegebene Puncto geht Nähmen wir für einen dieser beiden ge- 
gebenen Puncto den zweiten Doppelpunct, so würde solch ein Kegelschnitt mit der Curve 
neun Puncto gemein haben , was unmöglich ist , so lange die CurVe sich nicht in ein System 
von zwei Kegelschnitten, von welchen der eben bestimmte einer ist, sich auflöset. Es kann, 
um noch ein zweites Beispiel hervorzuheben,, die Curve nicht zwei Spitzen zweiter Art 
haben. Es gibt nemlich unendlich viele Kegelschnitte, welche die Curve in einer delr 



*) YergleicEe die Note zur 28. Nunmer. 
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beiden Spitzen so berühren, dass in derselben fünf Darchschnittspancte zusammenfallen. Alle 
solche Kegeisclinitte haben unter einander einen dreipunctigen Contact und einer derselben 
ist auf einsige Weise ToUkommen bestimmt , wenn er fiberdiess noch eine gegebene gerade 
Linie in einem gegebenen Punct berührt. Nehmen wir aber für diese gerade Linie die Tan- 
gente in der zweiten Spitze und für den Berfthrungspunct auf ihr diese Spitze selbst, so 
würde ein so bestimmter Kegelschmtt mit der Curve, was mmMIglich ist, neun Puncte gemein- 
schaftlich haben. — 

Systeme von drei Doppelpuncten. 

44. Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Doppelpuncte hat, so können wir 
durch diese Puncte, paarweise genommen, drei gerade Linien P, Q und T legen. Dannmuss 
in der Gleichung der Curve, wenn wir p verschwinden lassen, qH-, wenn q rerschwindet, 
p^t^ , und wenn t verschwindet , p^q^ als Factor hervortreten. Diese Bedingungen , welche 
ihrerseits hinreichend sind , um auszudrücken , dass die CuWe drei Doppelpuncte hat, führen 
unmittelbar zu der folgenden Form -Bestimmung: 

p2q2 + ^H2 -f ?qH2 + Ipqtu = o. (1) 

Zu derselben Form gelangen wir, wenn wir von der Gleichung I. der 28. Nummer aus. 
^ehen und in dieser Gleichung die Constanten so bestimmen , dass die Curve zu ihren bei- 
den Doppelpuncten noch einen dritten erhält. Zuvörderst wollen wir, zum Behuf dieser Be- 
stimmung, zwei überzählige Constanten einführen. Die folgende Gleichung mit vierzehn 
Constanten : 

(p+iTctXp+itt'tXq+HXq+vt) -f t-(i^ts-f<Tpq) = o, 
wird zur Form der Gleichung L zurückgeführt , wenn wir in derselben (p+fit) mit p und 
(q+yt) mit q vertauschen , denn bei dieser Vertauschung bleibt die Form des zweiten Gliedes 
unverändert. P und Q sind nun nicht mehr zwei Tangenten der beiden Doppdpuncte, son- 
dern irgend zwei beliebige gerade Linien , welche durch diese Doppelpuncte gehen , so dass 
wir insbesondere auch die Voraussetzung machen können, dass sie in dem dritten Doppel- 
puncte sich schneiden. Es sei wiederum : 

/?s = Aq + pp + Tt 
Dann kommt, wenn wir in der letzten Gleichung nach einander p und q verschwinden lassen: 

t' j iu^uq^ + \ßl^\H-v) 4- A]qt + [u/u' w'-hT]t^ | = ® » 

Wenn in den Durchschnitt von P und Q ein Doppelpunct der Curve fallen soll , so muss in 
der ersten dieser beiden Gleichungen q^ und in der zweiten p^ sich als Factor herausstellen ; 
diess gibt die folgenden drei Bedingungs - Gleichungen : 

fifi(y^v) ^ X ^ o, yv{fiJr^i) + ^ = o , ^fAVV + r « o. 

Hiernach ei^bt sich: 

und die Gleichung der Curve wird: 

(p+/ct)(p+A*'t)(q+i't)(q+i''t) + opqt^ - ^^wV)^"^ , , + !^. p + tj « o, 

oder, wenn wir entwickeln: 

PY + fvp^t^ + i^h\^i^ + pqt{(iM+iu')q-h (H-y)P+ «'tj = 0, (2) 

Diese Gleichung hat ganz die Form der Gleichung (1) , wenn wir in dieser die lineare 
Function $u auf folgende Weise auflösen : 

jfu ^ j'q + (^p + at. 
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Die Tangcnten^Paare der beiden ersten Doppelpiinete haben die folgenden Gleichungen : 

p + /ut = , p + ^'t = o, 

q + H = 0, q + j^'t = o, 

und in diesen Doppelpuncteu schneiden sich also zwei reelle Zweige, oder dieselben sind 
isolirte Puncte , je nachdem einerseits ^ und fjt , andrerseits v und v reell oder imaginär 
sind. Es sind Spitzen erster Art , wenn einerseits fi und fi , andrerseits y und v einander 
gleich sind. Um die vier Constauten der Gleichung (2) aus den Constanten der Gleichung 
(1) zu bestimmen , ergeben sich , indem wir diese Gleichungen als identische betrachten , un- 
mittelbar die folgenden beiden Gleichungen zweiten Grades: 

At- — y/w -f C = , 

von denen die erste ft und ft und die zweite v und v zu Wurzeln hat Pie Wurzeln bei- 
der Gleichungen können, unabhängig von einander, reell und imaginär und einander gleich 
sein; und hiemach kann also auch von den beiden ersten Doppelpuncteu jeder, abgesehen 
von dem andern , durch den Durchschnitt zweier reellen Zweige gebfldet werden , ein isoür^ 
ter Punct sein oder in einer Spitze erster Art bestehen. 

Um die Natur des dritten Doppelpuuctes zu erkennen, wollen wir durch denselben eine 
willkflhrliche gerade Linie legen , in deren Gleichung : 

p + xq ■= 0, 
X einen unbestimmten Coefficienten bezeichnet. Eine soldie gerade Linie schneidet die Curve 
noch in zwei Puncten, welche durch die folgende Gleichung bestimmt sind: 

x2qi — X {(/«+/«') — x(H-0}9t -f jwV — ax + iifiW = o. (3) 

Von diesen beiden Puncten flUlt einer in den Durchschnitt von P und Q und die fragliche 
gerade Linie wird demnach Tangente des dritten Doppelpunctes , wenn 

yy x^ ^- ax + /Mjtt' = o. (4) 

Der dritte Doppelpunct ist ein eigentlicher Doppelpunct oder ein isolirter Punct, je nach- 
dem die beiden Wurzeln der Gleichung (4), die wir auch folgendergestalt schreiben 
können : 

^x^ — ax + 5 = 0, , 
reell oder imaginär sind, je nachdem also: 

a- -^ 49t,> 0, oder o^ -^ 4^C < o. 

Der fragliche Punct ist endlich eine Spitze erster Art, wenn 

o^ «= 4^C = ifi/iivv. 
45. Wir ziehen aus dem Bisherigen den Schluss , dass die folgenden Falle, aHe zehn, 
möglich sind. 

1) Es hat die Curve drei eigentliche Doppelpuncte , 
, 2) zwei eigentliche Doppelpuncte und einen isolirten Punct, 

3) einen eigentlichen Doppelpunct und zwei isolirte Puncte, 

4) drei isolirte Puncte, 

5) zwei eigentliche Doppelpuncte und eine Spitze erster Art, 

6) einen eigentlichen Doppelpunct , einen isolirten Punct und eine Spitze erster Art , 

7) zwei isolirte Puncte und eine Spitze erster Art, 

8) einen eigentlichen Doppelpunct und zwei Spitzen erster Art, 

9) einen isolirten Punct und zwei Spitzen erster Art , 
10) drei Spitzen erster Art 

Es hangen die Curven der Falle 1—4 von elf, die Cnrven der Fälle 5—7 von. zehn, die 
Curven der Fälle 8—9 von neun und die Curve des 10. Falles von acht Constanten ab. 
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Zugleich liegt die analytische ÜBterscheMimg dieser rerschieleiieii F&He vor. So bezieht 
sich mn Beispiel die Gleichung: 

PV + 9pH^ + ?q^t^ + Pqtjyq + Jt + at j « o, 
auf den ersten Fall dreier eigentlichen Doppeipuncte , wenn, 

y^ > 4C, 6^ > 43^, a^ > 4?*; 

nnA auf den vierten Fall dreier isolirten Puncte, wenn 

y^ < 4?, *^ < 4^, a^ < 4?^- 

In dem zehnten Falle dreier Spitzen ergibt sich die folgende allgemeine Form mit 
den nothwendigen Constanten: # 

p^q* 4- y^p V + ^i^q't' 4- 2pqt { /«q + »T ± /<W } = o. 
In dieser Gleichung müssen wir nur das untere Zeichen beibehalten , weil , wenn wir das 
obere Zeichen nehmen, diese Gleichung anch folgendei^estalt skh schreiben Iftsst: 

|pq +pft + /iqtJ2 8 o, 
woraus folgt , dass alsdann ein System zweier zusammenfallenden KegelschnitCe an die Stelle 
der Curve vierter Ordnung tritt. In dem Falle dreier Spitzen erhalten wir fftv die drei 
Tangenten in diesen die folgenden Atn Gleichungen: 

p + iwt = o , q + yt = , vf — /<q n o ; 

und somit ist der nachstehende Satz bewiesen: 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Spitzen erster Art hat, so 
schneiden sich die Tangenten in diesen Spitzen, alle drei in demselben 
Puncte. *) 

46. Dieser letzte Satz steht mit einem allgemeinem, mit dem wir uns in dieser Nummer 
nachträglich beschäftigen wollen , in Beziehung. Wenn wir nemlich die beiden Wurzeln der 
Gleichung (4) durch z und z bezeichnen , so kommt : 

wW = ftfi\ (5) 

und hieraus ist ersichüich , dass , wenn wir von den dreimal zwei Tangenten der drei Dop- 
peipuncte : 

p + ^t » o , (A) p + ^'t «s o , (A') 

q + it»o, (B) q + y't « o, (B) 

p + xq « o, (C) p + x'q a o, (C) 

fOnf willkflhrllch annehmen , die sechste dadurch vollkommen bestimmt ist; und zwar er- 
gibt sich hier der folgende Satz : 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Doppeipuncte hat, so nmhfil- 
len die sechs Tangenten in diesen Doppclpunctea ein und denselben 
|(egelschnitt. 



.*) Um diesem Satze leine richlige Stell« anzuweisen, bemerlien wir, dass die Polar -Curve einer soU 
chen Curve der vierten Ordnung, welche drei Spitzen erster Art hat, nur von der dritten Ordnung, 
diese Curve selbst also von der dritten Claise ist. Sie ist nicht die allgemeine Curve dieser Classe, 
weil ihr an dea neun nothwendigen ConsUmten eine fehlt, womit in Uebereinstimmuag ist, dass, 
während eine Curve der dritten Classe, im Allgemeinen, von. der sechsten (aber nie von der fünf- 
ten) Ordnung ist, die Curve, im vorliegenden Falle, nur bis zur vierten Ordnung ansteigt. Dieser 
Particularisation entspricht, dass die Curve ihre sechs imaginären Spitzen verloren und statt dersel- 
ben eine isolirte gerade Unie erhalten hat. Hiemach ist der fragliche Satz durch das Princip der 
Reciprocität mit dem bekannten Salze verknüpft, „dass eine Curve dritter Ordnung im Allgemei- 
aen drei reelle Weadungspunrte btit, und dass diese in gerader Linie liegen.« System: Dritter 
AbachoUi, $ 6. 



$. 2. Mögliche Fälle bei Cunren vierter Ordnung. 197 

Um diesen Satx su beweisen « rtkbt es hin, 2a zeigen, dass die drei Diagenalen irgeod 
eines you den sechs Tangenten gebildeten Sechsecks in demselben Puncte sich schneiden. 
Solche drei Diagonalen können wir durch die folgenden drei Symbole näher bestimmen: 

{A,A'; B\Cj, {A',B;C,C}, }B,B'; C',Aj, 

wobei num Beispiel das erste Symbol diejenige gerade Linie anzeigt, welche den Punct (A, A'), 
in welchem die Tangenten A und A' sich schneiden, mit dem Puncte (B', Q, in welchem die 
Tangenten B' und C sich schneiden , verbindet. . Für diese drei Diagonalen erhalten wir auf 
bekannte Weise und zwar unmittelbar, die nachstehenden drei Gleichungen: 

p = Xl''t, 

^'q = I p , 

/[it .= X q. *) 
Von diesen drei Gleichungen bedingen zwei die dritte und es gehen also die drei bezügli- 
chen geraden Linien durch denselben Punct, weil: 

Der von den sechs Tangenten umhüllte Kegelschnitt, welcher, von Vorne herein betrach* 
tet , jeder beliebige sein kann , ist characteristisch für die Unterscheidung der verschiedenen 
Natur der drei Doppelpuncte. Wenn derselbe durch einen dieser drei Doppelpuncte gdit, so 
ist dieser eine Spitze erster Art. Wenn er durch z^'ci Doppelpuncte geht, so sind diese 
beiden Spitzen erster Art In dem Falle, dass er durch alle drei Doppelpuncte geht, lüsel 
sich die Curve in ein System zweier mit ihm zusammenfallenden Regelschnitte auf. Wenn 
der fragliche Kegelschnitt einen Doppelpunct umschliesst, so ist dieser ein isolirter Punct; 
liegt der Doppelpunct ausserhalb, so schneiden sich in demselben zwei reelle Zweige der Curve, 
und man erhält alsdann die Tangenten dieser Zweige im Doppelpuncte, wenn man, von diesem 
aus, die beiden Tangenten an den Kegelschnitt legt Wenn, in dem Falle dreier eigentlichen 
Doppelpuncte, drei Tangenten derselben in einem einzigen Puncte sich schneiden, so schnei- 
den sich auch die drei übrigen in demselben Puncte, wobei alsdann der Kegelschnitt (Curve 
zvi^eiter Classe) in ein System von zwei Puncten ausartet. Fallen diese beiden Puncto ins- 
besondere zusammen, so sind die drei Doppelpuncten drei Spitzen erster Art Wenn der 
fragliche Kegelschnitt imaginär ist, sind die Doppelpuncte isolirte Puncte. 

Wenn wir erwägen , dass , wenn von den beiden Tangenten des ersten , zweiten oder 
dritten Doppelpunctes, eine in das, von den drei geraden Linien P, Q und T gebildete Dreieck 
hineintritt, die andere nicht, bezüglich das Product ju^u', vy oderxx' negativ ist, sonst immer 
positiv , so führt uns die Gleichung (5) auch zu folgendem Resultate : 

In das von den drei Doppelpuncten einer Curve vierter Ordnung ge- 
bildete Dreieck tritt entweder keine Tangente der Curve in einem die- 



*} Die erste der vorstellenden Gleichungen: 

p « »yty 
ist^ ihrer Forni nach, die allgemeine einer geraden Linie, welche durch den Durchschnitt der Li- 
nien A und Ä' geht; uberdiess ergibt sie sich aus den Gleichungen B* und C, wenn wir iwischen 
denselben die Function q eliminiren , und stellt also diejenige , Tollkommen bestimmte, gerade Li- 
nie dar, welche auch noch durch den Durchschnitt der beiden , durch diese Gleichungen darge- 
stellten , geraden Linien geht Ganz ebenso sipd die beiden übrigen Gleichungen gebildet worden. 
Ueber diese Art der Beweisführung findet man auifuhrlichere Auskunft in den ersten der|e- 
nigen lleinern Abhandlungen, welche von mir, unter dem Titel analytisch geometrische 
Aphorismen, in dem 10. und 11. Bande des ron Herrn Grelle herausgegebeneu Journals der 
Mathematik erschienen sind. 
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ser Doppelpuncte, oder es tritt in dasselbe eine gerade Anzahl dieser 
Tangenten hinein. 

47. Es bleibt nns jetzt nur noeh flbrig, diejenigen Falle zu unterseheiden , in welchen 
eine oder mehrere Tangenten der Curve in den Doppelpuncten osculirende sind. 

Wenn allein die eine Tangente des ersten Doppelpunctes: 

p + ^t = o, 
eine osculirende sein soll, und wir demnach voraussetzen , dass /< und ia reell 
und verschieden sind, so erbalten wir aus der Gleichung (2) die folgende Bedingungs- 
Gleichung : 

Es kann hierbei der zweite Doppelpunct von jeder Art sein und insbesondere auch, wenn 
v^w\ in eine Spitze übergehen. Soll auch der dritte Doppelpunct eine Spitze bilden , so er- 
gibt sich die neue Bedingung : 

welche , verbunden mit der Gleichung (6) , die folgende gibt : 

Da keiner der vier Coeflicienten /<, /u', v und v\ ohne dass die Curve ausartet, weder ver. 
schwinden noch unendlich werden darf, m ist die letzte Bedingung dann nicht zu erflillen, 
wenn H-y's=o und folglich auch a=o. Dieser Fall gehört in die folgende Nummer. Da fer* 
ner auch fi und (i verschieden sind, so kann auch nicht v^p sein. Also kann der dritte 
Doppelpunct nicht mit dem zweiten zugleich in eine Spitze ttbergehen , wenn der erste Dop- 
pelpunct eine osculirende Tangente hat Hiemach ergibt sich eine Unterart nur in den^Fallen 
1, 2, 3, 5 und 6 der 4b, Nummer. 

48. Wenn die beiden Tangenten des ersten Doppelpunctes beide osculirende sein sol- 
len , so kommt : 

a 4- /«'(y+y) = , a -f /«(y+v') = o , 

Bedingungs - Gleichungen , welche auch durch die folgenden beiden ersetzt werden können : 

* o = o , i; 4- y 5= o. 

In diesem Falle kann , nach der vorigen Nummer , die Curve keine Spitze* haben. Die er- 
ste der vorstehenden beiden Gleichungen bringt, nach der Gleichung (4), die folgende 
mit sich: 

X + x' s=s o. 

Wenn also die beiden (reellen oder imaginären) Tangenten des ersten Doppelpunctes oscu- 
lirende sind , so bilden die Tangenten des zweiten mit den Seiten Q und T , und die Tan- 
genten des driUen mit den Seiten P und Q, Systeme von vier Harmonicalen. 

Hiernach ergibt sich , insofern ein eigentlicher Doppelpunct zwei osculirende Tangenten 
' hat, eine Unterart in den Fällen 1, 2 und 3, und, wenn es ein isolirter Punct ist, dessen 
Tangenten osculirende sind , eine Unterart in den Fallen 8, 3 und 4. 

49. M'^enn eine Tangente des ersten und eine Tangente des zweiten 
Doppelpunctes osculirende sind, so kommt: 

a + ^'(y-f-i,') =0, a + v(/<+f4') = 0, 

und hieraus folgt: 

V V 

Aus der Verbindung der Gleichungen der beiden osculirenden Tangenten: 

P + /H*=o, q + »t = o, 

ergibt sich die folgende: 
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und aus den Gleichungen der beiden nicht osculirenden Tangenten: 

Da die letzten beiden Gleichungen identisch sind , gelangen wir zu dem folgenden Resultate; 

Wenn jeder von zwei der drei Doppelpuncte eJner Curr'e vierter 
Ordnung eine osculirende Tangente hat, so liegt der Durchschnitt der 
beiden ösculirenden Tangenten und der Durchschnitt der beiden nicht 
osculirenden Tangenten mit dem dritten Doppelpuncte in gerader Linie. 

Der dritte Doppelpunct kann von jeder Art und insbesondere auch eine Spitze sein; 
denn die obigen beiden Bedingungs - Gleichungen sind mit der folgendeur 

nicht im Widerspruche. Es ergibt sich hiernach eine Unterart in den Fällen 1, 2 und 5. 

50. Wenn endlich die beiden Tangenten des ersten und zugleich eine Tangente des 
zweiten Doppelpunctes osculirende sind, so kommt: 

CT=0, /i+jM'=0, •'-♦•V=0, x+x=o, 

oder, gleichbedeutend hiermit: 

a = o, iJäo, y=o. 

Es ist , schön aus der Symmetrie dieser Bedingungs - Gleichungen in Beziehung auf die drei 
linearen Functionen p, q und t, klar, dass alsdann die Tangenten der drei Dop- 
pelpuncte alle sechs osculirende sind. 

Wenn die Werthenpaare /< und fi , v und v beide reell oder auch beide imaginär sind, 
so ist: 

a^ — i^fivv = — (^^^y < e ? 
der dritte Doppelpunct also ein isolirter. Wenn hiernach unter den drei Doppelpuncten mit 
osculirenden Tangenten zvti eigentliche Doppelpuncte sich befinden, so ist der dritte noth- 
wendig ein isolirter Punct ; wenn zwei Puncto isolirte sind , so sind alle drei isolirte. An- 
dere Fälle als diese beiden gibt es nicht. Somit eine Unterart in den Fällen 2 und 4. 

Die Gleichung der Curve , welche hier nur noch acht Constante behalten hat , ist die 
folgende : 

p2qa + ^p2t2 j^ i^7^2 ^ 0. (r) 

Diese Form ist , so lange die Gurve drei gegebene Puncto zu Doppelpuncten haben soll, kei- 
ner Particularisation mehr fähig. Alle verschiedenen Fälle sind in dem Vorstehenden er- 
schöpft. Da bei dem Uebergange von der allgemeinen Gleichung (1) zu der Gleichung (7) 
die Anzahl der Constanten sich nur um drei, von elf auf acht, vermindert hat, so gibt es' 
zwischen dem von zehn Constanten abhängenden Falle , dass eine der sechs Tangenten eine 
osculirende ist (47) , und dem Falle, dass alle sechs osculirende sind, nur einen Uebergangs- 
Ii^all mit neun Constanten, denjenigen nemlich,'dass zwei Tangenten osculirende sind, sei es 
nun, dass diese beiden Tangenten demselben Doppelpuncte (48) oder zwei verschiedenen 
Doppelpuncten (49) angehören. Insbesondere ist es nicht möglich, dass jeder der drei Dop* 
pelpuncte eine osculirende und eine gewöhnliche Tangente hat ; denn das Vorhandensein von 
bloss zwei osculin^nden Tangenten reducirt die Constanten-AnzaU schon auf neun und das 
Vorhandensein der dritten fordert eine Kednction auf acht, welche aber schon hinreichend 
ist fiOr den Fall (der den fraglichen euischliessen mflsste) , dass alle sechs Tangenten oscn« 
lirende sind. -- 
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§. 3. 

Velber die Matwr der slMfritlllren Psncte «od slniptliftreM gerade« I^lMleM, «Md 

ttber die Art Ihrer BlMtittehitiiir. 

51. Wir können uns eine Gurve aaf zwei verschiedene Arten, zuischen welchen eine 
vollständige Analogie Statt findet, beschrieben denken und sie demgenäss auch auf zwiefa- 
che Art analytisch darstellen. Bei der erstfn Bestininiun|[^weise denken wir uns dieselbe 
durch einen sich bewegenden Punct beschrieben, bei der zweiten' durch eine sich bewegende 
gerade Linie umhflllt. In dem ersten Falle bleibt der beschreibende Punct (der hier keines- 
wegs als ein verschwindendes Oval anzusehen ist) derselbe, wenn wir ibn uin sich selbst 
drehen; es kann, bei einem einzelnen Puncte, von einer bestimmten Richtung keine Rede 
sein ; denn alle , durch denselben gehenden, geraden Linien stehen zu ihm in gleicher Bezie« 
hung. Iil dem zweiten Falle bleibt die umhüllende gerade Linie unverändert dieselbe, wenn 
wir sie nach ihrer Richtung beliebig fortrttcken; es kann von einer absoluten Lage dersel- 
ben keine Rede sein, denn ihre Puncte sind von einander auf keine Weise unterschieden. 
Erst wenn der beschreibende Punct fortrückt^ wird eine Richtung bestimmt; diejenige Rich- 
tung, welche einem unendlich kleinen Fortrücken entspricht, bestimmt die Tangenten der be^ 
schriebenen Curve. Erst wenn die umhüllende gerade Linie ihre Lage ändert, wird ein 
Punct bestimmt , weit eine solche Lagen - Aenderuug als eine Drehung um einen bestimmten 
Punct angesehen werden kann; einer unendlich kleinen Drehung der umhüllenden geraden 
Linie entsprechen die Puncte der umhüllten Curve. Wir können hiernach bei einem ohne 
Singularitäten fortschreitenden Curven-Zweige, einem elliptischen oder hyperbolischen Bogen 
zum Beispiel, die zwiefache Bestimmungsweise vereinigen : denn ein solcher Zweig wird zu- 
gleich von seinen Tangenten umhüllt und von den Berührungspuncten auf denselben beschrie« 
ben. Und hiermit gewinnen wir die folgende Aiischauung von der allgemeinen Entstehung 
einer Curve: 

Wenn auf einer geraden Linie ein Punct continuirlich fortrückt, 
während die gerade Linie seihst um diesen Punct sich continuirlich 
dreht, wird ein und dieselbe Curve von jener geraden Linie umhüllt und 
von diesem Puncte beschrieben« 
Fig. 1, 1. Wenn das sich Drehen der geraden Linie und das Fortrücken des Punctes discontinuir-» 
lieh ist ^ so wird die Curve durch ein Polygon vertreten. Hierbei denken wir uns also eine 
gerade Linie AA und auf derselben einen Punct a, um welchen diese gerade Linie sich um 
einen endlichen Winkel ai dreht , so dass sie , nach der Drehung , die Lage A' A' einnimmt 
Auf A'A' rückt der Punct « nach a fort und dann dreht sich die gerade Linie A'A' um den 
Punct a , und fällt, nachdem sie den Winkel m beschrieben hat , in A"A" ; wonach der be- 
schreibende Pttnct auf der geraden Linie A" A" von a nach a fortrückt ; dann dreht sich die 
gerade Linie A"A" um den Punct a", und fällt, nachdem sie den M'inkel a>" beschrieben 
hat, in A'"A'", wonach der beschreibende Punct von o" nach a' fortrückt, und so weiter. 

h%* Wir k^^nnen die geQmetnschen Betrachtungen der vorigen Nummer leicht auf den 
analytischen Standpunct übertragen. Wenn wir eine urqprüngliche Lage der umhüllenden 
geraden Linie, und des beschreibenden Punctes auf ihr, annehmen^ (eine Annahme, welche 
von drei Constanten abhängt,) so bestimmen wir dadurch die Lage der Curve. Nennen 
wir hiernach den veränderlichen Winkel, welchen die umhüllende gerade Linie, in ihren suc- 
ccssiven Lagen mit jener ursprünglichen Richtung bildet, x, und den Weg, welchen der be- 
schreibende Punct auf ihr zurückgelegt bat, a: so wird die Natur der Curve durch 
eine Gleichung zwischen x und a ausgedrückt./ Diese Gleichung sei: 
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Es Ut offeniiary dass a die Länge des Bogens der beschriebenen Curve darstellt 

Wenn wir den Krümmungshalbmesser in den verschiedenen Puncten der Curve q nennen, 

so hat man bekanntlich t" = ?• Differentiiren wir hiemach die vorstehende Gleichung, und 

seUen, der Kurse halber: 

.J!— = -V/Ca), 

da 
so ergibt sich: 

(> = V(a), (2) 

wonach die Curve, unabhängig von ihrer Lage, durch eine Gleichung zwischen der Länge 
des Bogens und dem Krümmungshalbmesser ausgedrückt wird. Ebenso können wir auch 
die Curve durch eine Gleichung zwischen g uud x ausdrücken ; wir brauchen zu diesem Ende 
nur a zwischen den beiden Gleichungen (1) und (2) zu eliminiren. 

53. Wenn wir eine Curve, wie gewöhnlich, durch eine Gleichung zwischen linearen 
Punct - Coordinaten darstellen , so denken wir uns dieselbe durch die Bewegung eines Punctes 
beschrieben und können dabei auf die umhüllende gerade Linie unmittelbar keine Rücksicht 
nehmen. Wenn wir andrerseits die Curve durch eine Gleichung zwischen linearen Linien - 
Coordinaten darstellen , so denken wir uns dieselbe durch die Bewegung einer geraden Linie 
umhüllt und können dabei auf den beschreibenden Punct unmittelbar keine Rücksicht 
nehmen. *) 

M'^enn man auf dem Umfange einer Curve einen Punct beliebig annimmt, so gibt es, im 
Allgemeinen, eine einzige Tangente der Curve in diesem Puncte, und diese Tangente schneidet 
die Curve so, dass von den Durchschnitten zwei in dem angenommenen Puncte zusammenfallen. 
Und ebenso, wenn man eine Tangente der Curve beliebig annimmt, so gibt es auf dieser Tan* 
gente, im Allgemeinen, , einen einzigen Berührungspunct und von den Tangenten der Curve, 
M'elche durch diesen Punct gehen, fallen zwei in die angenommene Taugente zusammen. Aber 
hier hört die vollständige Cebereinstimmung in Beziehung auf die zwiefache Entstehungsweise 
der Curven auf. Denn es gibt keine Curve, die durch eine Gleichung von einem höhern Grade 
zwischen Punct- Coordinaten dargestellt wird, von der BeschalFenheit , dass man nicht: 

1) eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären Puncten auf ihrem Umfange so 
auswählen kann , dass auf der Tangente in einem solchen Puncte drei Durchschnitte zusam- 
menfallen; 

2) dass nicht eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären geraden Linien zwei 
(reelle oder imaginäre) Zweige der Curve zugleich berühren. 

Uud es gibt andrerseits keine Curve , welche durch eine Gleichung eines hohem Grades 
zwischen Linien - Coordinaten dargestellt wird , von der Art , dass man nicht : 

1) eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären Tangenten so auswählen kann, 
dass von den Tangenten, welche von dem Berührungspuucte aus an die Curve sich legen 
lassen, drei in eine so ausgewählte zusammenfallen; 

2) dass nicht durch denselben reellen oder imaginären Punct zwei verschiedene, ent- 
weder reelle oder imaginäre, Zweige der Curve gehen. 

. Mit andern Worten also, es hat eine algebraische Curve, vorausgesetzt, dass sie von 
einer höhern Ordnung als der zweiten ist, im Allgemeinen entweder Wendungspuncte 



*) SjT.stem. Erster Abschnitt , J. 2. 
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(Rückkehr-Tang^enten) und Doppeltan; enten, oder Rttckkehrpuncte (Wendungg- 
Tang^enten) und Doppelpuncte. Nur in untergeordneten Fftllen findet Beides sugleiek 
Statt. 

Diese Betrachtungen führen zu der nicht unwichtigen Bemerkung, dass wir einseitig 
verfahren y wenn wir für die allgemeinen algebraischen Curven diejenigen nehmen, welche, 
wenn p und q beliebige lineare Punct - Coordinaten (gewöhnliche Parallel - Coordinaten, 
wenn wir wollen) bedeuten, und 7 die allgemeine algebraische Function bezeichnet, durch 
die Gleichung: 

9(qiP) = o , 
dargestellt werden. Denn warum soll eine Curve im Allgemeinen Doppel tangenten und 
keine Doppelpuncte, warum soll sie Rttckkehrtangenten und keine Rttckkehrpuncte 
haben ? Alles dreht sich um , weun wir in der vorstehenden Gleichung die Punct-Coordina- 
ten mit Linien - Coordinaten vertauschen. Und fiberdiess, zwei reciproke Curven haben, 
eben weil ihre Beziehung zu einander eine ganz gegenseitige ist, und beide von einer glei- 
chen Anzahl von C^nstanten abhängen, gleichen Anspruch auf Allgemeinheit. Warum sollen 
wir als Normal-Curven diejenigen betrachten, welche Doppeltangenten und Rflckkehrtangen- 
ten haben, vorzugsweise von ihren reciproken Curven mit Doppelpuncten und Rflckkehrpun- 
cten? Was für jene das Allgemeine ist, ist für diese ein Singuläres, und, umgekehrt, was 
für jene ein Singuläres ist , ist für diese das Allgemeine. 

54. Wenn eine vorliegende Curve eine Doppeltangente hat, so ist diess nicht als eine 
Singularität zu betrachten , sobald wir uns die Curve durch einen Punct beschrieben denken ; 
eben so wenig kann es für eine Singularität gelten, wenn eine vorliegende Curve einen Dop- 
pelpunct hat, sobald wir uns die Curve durch die Bewegung einer geraden Linie umhüllt 
denken. Eine Doppeltangente ist indess eine' Singularität in der zweiten, ein Doppelpunct 
eine Singularität in der ersten Entstehungsweise. In dem erstgenannten Falle fallen zwei 
Lagen der umhüllenden geraden Linie , in dem andern Falle zwei Lagen des beschreibenden 
Punctes zusammen ; wodurch eine Particularisation bedingt wird. Wenn wir aber die Curve 
in ihrer Entstehung betrachten, so sind weder bei der ersten, noch bei der zweiten Er- 
zeugungsweise Doppelpuncte und Doppeltangenten als Singularitäten anzusehen , denn , ob 
später der beschreibende Punct oder die umhüllende gerade Linie eine frühere Lage von 
Neuem einnimmt, kann dann nicht in Betracht kommen. Hiernach beziehen sich die Singu- 
laritäten im engern Sinne auf einen einzelnen Zweig, und diese wollen wir in die- 
sem Paragraphen näher ins Auge fassen. 

Sü, Nach der Anschauungsweise der 51. Nummer dreht sich die umhüllende gerade 
Linie, während zugleich der beschreibende Punct sich fortbewegt. Es kann hiernach er- 
stens in der Fortbewegung des Punctes eine Singularität eintreten; es kann diess zwei- 
tens in der Drehung der geraden Linie geschehen und endlich kann drittens Beides zu- 
gleich Statt findeli. Diesem entsprechend erhalten wir drei Arten von Singularitäten in dem 
Laufe der entstehenden Curven. 

1) Es kann der beschreibende Punct in seiner continuirlichen Bewegung eine Gränz- 
Lage erreichen und dann, was der gewöhnliche Fall ist, nach entgegengesetzter Richtung 
sich fortbewegen. Bietet alsdann die Bewegung der umhüllenden geraden Linie gleichzeitig 
keine Singularität dar, so erhält die entstehende Curve einen Rück kehr punct (eine 
Spitze) erster Art. Die umhüllende gerade Linie tritt hierbei, indem sie fortführt, conti- 
uuirlich sich zu drehen , auf die entgegengesetzte Seite des Rückkehrpunctes hinüber. 

2) Es kann die umhüllende gerade Linie bei ihrer continuirlichen Drehung eine Gränz- 
Lage erreichrn und dann, was der gewöhnliche Fall ist, in entgegengesetztem Sinne sich 
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SU drehen fortfabren. Bietet alsdann das Fortriicken des beschreibenden Punctes keine Sin- 
gularität dar, so erhäH 'ie entstehende Curve eine Rückkehrtangente. Der beschrei- 
bende Punet wendet sich (lierbei auf die.entgegengesetste Seite der Rückkehrtangente und 
wird ein W.endungspunc.t der Curve. 

3) Wenn «gleich die umhüllende gerade Linie in ihrer Drehung und der beschreibende 
Punct in seinem Fortrücken eine Gräns-Lage erreichen und dann, was der gewöhnliche Fall 
ist, beide in entgegengesetstem Sinne sich weiter bewegen, so erhalt die Curve eine Spitze 
zweiter Art. 

56. Wir wollen wiederum, um die vorstehenden Betrachtungen anschaulicher zu machen 
und zu erganzen, die Curve durch ein Polygon ersetzen. 

In der Figur II, 1. ist die das Polygon umhüllende gerade Linie von der Lage AAo zu Fig. li, i. 
der Lage A'A'o fortgerückt, indem sie immer in demselben Sinne sich, gedreht hat, so dass 
, die Erstreckung von A nach Ao der Erstreckung von A' nach A'o entspricht Der beschrei- 
bende Punct aber ist, indem er nach einander die Lagen a^, o,» «i und a angenommen hat, 
auf der . umhüllenden geraden Linie von A nach Ao fortgerückt, hat in a die Richtung seiner 
. Bewegung umgekehrt und dann nach einander, von Ao nach A fortrückend, die Lagen u\ 
..a^j a^ eingenommen. Wenn die Bewegung des Punctes in eine continuirliche übergeht, so 
geht die Geschwindigkeit desselben, indem er die Richtung seiner Bewegung umkehrt, durch 
. Null hindurch. Hiernach nehmen die Elementar-Seiten des Polygons a^u2, a^a], aia bis zum 
Puncte a immer mehr ab. In diesem Puncto verschwindet ihre Länge gegen die Länge der 
frühem Seiten. Debet diesen Punct hinaus wächst ihre Länge wieder. Da während dessen 
^ie Aenderung der Richtung der Polygon-Seiten mit den frühern Aenderungeu derselben im- 
mer vergleichbar bleibt, so ist klar, dass der Krümmungshalbmesser in dem Puncte a, der 
eine Spitze erster Art wird, verschwindet. 

Wenn die umhüllende gerade Linie, wie in dem eben betrachteten Falle, immer in dem- Fig. lü, f. 
selben Sinne von der Lage AAo nach der Lage A'A o sich fortbewegt und der beschreibende 
Punct, auf ihr nach derselben Richtung fortrückend, nach einander die Lagen a$^ a.^, «i, uq 
einnimmt, danif seine Richtung umkehrend die Polygon- Seite a^a^ durchläuft ,' in ao seine 
Richtung wiederum umkehrt, und in demselben Sinne als ursprünglich fortrückend, nach 
einander die Lagen u\ a-, a^ einnimmt, so entsteht die Polygon-Form der Figur III., 1. 
, Geht die Bewegung in eine continuirliche über, so werden die an aoa** anstossenden Elemen- 
tar* Seiten des Polygons unendlich kleine Grössen der zweiten Ordnung. Der Krümmungs- 
halbmesser wird dadurch ein unendlich Kleines derselben Ordnung. Die Zuckung des be- 
schreibenden Punctes ist unendlich klein und, indem ihre Spur dem Auge entgeht, verwan- 
delt sich das Polygon in einen nach demselben Sinne gekrümmten Bogen einer Curve. 

Aendert der beschreibende Punct dreimal nach einander die Richtung seines Fortrückens, 
während die umhüllende gerade Linie continuirlich sich dreht, so entsteht, indem der Punct 
zuletzt die, der ursprünglichen entgegengesetzte, Richtung behält, ein Polygon, welches , zu 
beiden Seiten der entsprechenden Singularität, die coiivexen Seiten einander zukehrt. Wird 
die Bewegung des Punctes eine continuirliche, so werden die Elementar-Seiteu des Polygons 
unendlich kleine Grössen der dritten Ordnung. Von derselben Ordnung ist alsdann der Krüm- 
mungshalbmesser. Die Curve, in welche alsdann das Polygon übergeht, bildet, indem von 
. den Zuckungen des beschreibenden Punctes . für das Auge jede Spur verschwindet , eine 
{Spitze erster Art. 

Ueberhaupt entsteht, wenn die umhüllende gerade Linie immer in demsel- 
ben Sin^e sich fortdreht, während der beschreibende Punct n Mal nach einander 
seine Bewegung ändert, ein Polygon, dessen Zweige vor und nach der Singularität entweder 
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ihre beiden concaven oder ihre beiden convexen Seiten einander sokehren, je nachdem 
n entweder eine g;erade oder unj^erade Zahl bedeutet. Diesem entspricht, wenn die Bewe- 
fS^n% eine contlnnirliche wird, eine Cun^e, die eitien singiilären Punct hat, in welchem der 
Krümmungshalbmesser ein unendlich Kleines von der n. Ordnung^ ist Die Curve bietet in 
dem ersten Falle dem Aug^e keine Sing:ularitllt dar, wahrend sie, in dem «weiten Palle«^ eine 
Spitze erster Art bildet. 

^<g- l> 2. 57. Wenn der beschreibende Punct auf der umhallenden geraden Linie immer nach 
derselben Richtung^ fortrückt, diese (gerade Linie aber von der ursprünglichen LageA.A, bis 
xur Lage AA in demselben Sinne, dann aber von AA bis A'A' in entgegengesetztem Sinne 
sich dreht, so erhalten wir die Polygon-Form der Figur (I, d.). Wird die Bewegung eine 
continnirliche, so geht die Grösse der Drehung, indem diese ihren Sinn ftndert, durch Null 
hindurch; während die Elementar-Seiten der Curve mit den Arühern und spätem vergleich* 
bar bleiben , werden an AA die Contingenz- Winkel ta gegen die frühem und spätem unend- 
lich klein. Es wird der Krümmungshalbmesser un<>udlich gross. AA wird eine Rückkehr- 
tangente, der Berühmngspunct auf ihr ein Wendungspnnct der Curve. 

Fig. I, 3. M'enn die umhüllende gerade Linie zweimal nacheinander den Sinn ihrer Drehung an« 
dert, in AqAo und A^A^', so erhalten wir die Polygon-Form der Figur (I, 3.), wobei die bei- 
den Polygon - Zweige vor und nach der Singularität ihre concaven Seiten einander zukeh- 
ren , wie wenn keine Singularität vorhanden wäre. Wird die Bewegung eine continnirliche, 
so wird der Contingenz-Winkel auf der singulären geraden Linie ein unendlich Kleines der 
dritten Ordnung, mithin der Krümmungshalbmesser ein unendlich Grosses der zweiten Ord- 
nung. Weil die Oscillationen der umhüllenden geraden Linie unendlich klein werden, ver- 
liert das Auge die Spur der Singularität. 

Aendert die umhüllende gerade Linie dreimal nach einander den Sinn ihrer Drehung, 
während der beschreibende Punct continuirlich fortrückt , so ist vor und nach der Singulari- 
tät der Sinn der Drehung entgegengesetzt Wird die Bewegung eine continnirliche, so er- 
hält die entstehende Curve einen Wendungspnnct und in demselben ist der Krflmmungshalb. 
messer ein unendlich Grosses der dritten Ordhung. 

Ueberhaupt entsteht, wenn der beschreibende Punct auf der umhüllenden 
geraden Linie immer nach derselben Richtung sich fortbewegt, während 
diese n Mal nach einander den Sinn ihrer Drehung ändert, ein Polygon, dessen Zweige vor 
und nach der Singularität entweder in demselben oder in entgegengesetztem Sinne gekehrt sind, 
je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet. Geht das Polygon in eine Curve 
über, so hat diese eine singulare gerade Linie, auf welcher der Krümmungshalbmesser em 
unendlich Grosses der n. Ordnung ist Die Curve bietet entweder dem Auge keine Singula- 
rität dar , oder sie hat einen Wendungspnnct, je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl 
bedeutet 

F'g* II> 2« 58. Wenn die umhüllende gerade Linie, von ihrer ursprünglichen Lage A,A, aus, nach 
A^A^ fortrückend , indem sie die Lage AA einnimmt , den Sinn ihrer Drehung ändert , wäh- 
rend zugleich der beschreibende Punct von a^ bis a nach derselben Richtung fortrückt, dann in 
a auf AA seine Richtung ändert, und endlich nach entgegengesetzter Richtung fortrückt: so 
entsteht ein Polygon (Fig. 11,2.), das zwei solche Zweige hat, die in«, wo sie zusammen- 
stossen , die convexen Seiten einander zukehren. Wird die Bewegung eine continuirliche, 
so werden die Elementar-Seiten sowohl als die Contingenz- Winkel unendlich kleine Grössen 
der zuzeiten Ordnung, bleiben dabei aber mit einander gegenseitig vergleichbar. Folglich 
ist der Krümmungs-Halbmesser endlich. Die Curve bildet eine Spitze zweiter Art 
M'enn die umhüllende gerade Linie dreimal nach einander den Sinn ihrer Drehung und 
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sogleich der beschreibende Punct dreimal nacb einander dieBichtung seines Fortschreitens ändert, 
so entsteht eine ähnliche Polygon -Form» Wie vorhin , behalt die entsprechende Curve einen 
endlichen Krflmmungshalbmesser , weil die Elementar - Seiten nad Contingens* Winkel, als 
unendlich kleine Grössen der dritten Ordnung, unter einander vergleichbar bleiben. Sie hat 
wiederum eitae Spitze zweiter Art 

Wenn die umhüllende gerade Linie dreimal nach einander den Sinn ihrer Drehung undpig II,4.^IV,2. 
zugleich der beschreibende Punct einmal die .Richtung seines Fortschreitens ändert, so ent* 
steht die Polygon-Form der Figur (II, 4.); ändert jene den Sinn ihrer Drehung einmal, wäh- 
rend dieser dreimal auf seinem Wege umkehrt, so entsteht die Polygon -Form der Figur 
(IV, 2.). In beiden Fällen hat die Curve eine Spitze zweiter Art, mit dem Unterschiede je- 
doch, dass einmal der Krümmungshalbmesser unendlich gross, das andere Mal unendlich 
klein ist 

59. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinen Falle, dass zugleich eine (m— Dmalige 
Drehungs-Aenderung der umhüllenden geraden Linie und eine (n— l)malige Umkehrung in 
der Bewegung des beschreibenden Punctes Statt findet Wir gelangen alsdann leicht zu der 
nachstehenden vierfachen Unterscheidung: 

1) Wenn m und n beide ungerade Zahlen bedeuten, so verbirgt sich die Sin- 
gularität dem Auge. 

2) Wenn m eine ungerade und n eine gerade Zahl bedeutet, so bildet die Curve eine 
Spitze erster Art 

3) Wenn m eine gerade und n eine ungerade Zahl bedeutet, so hat die Curve eine 
Wendung. 

4) Wenn m und n beide gerade Zahlen bedeuten, so bildet' die Curve eiiie Spitze 
zweiter Art 

In allen diesen Fällen ist der Krümmungshalbmesser der Curve in dem fk*aglichen Pun- 
cte unendlich gross oder unendlich klein , je nachdem m grösser oder kleiner als n ist 

60. Wir wollen die in der vorigen Nummer betrachteten Singularitäten als Singula- 
ritäten der n. Ordnung und der m. Classe bezeichnen, so dass , ^wenn ii=l , ^as 

. Singulare in der Bewegung des beschreibenden Punctes und , wenn m^l , das Singulare in 
der Bewegung der umhüllenden geraden Linie wegfallt Die Singularität ist eine m a s k i r t e, 
wenn m und nungerade Zahlen bedeuten. Jede Spitze erster Art ist eine Singularität 
von gerader Ordnung und ungerader Classe. Jede Wendung der Curve ist eine Singula- 
rität von ungerader Ordnung und gerader Classe.^ Jede Spitze zweiter Art ist eine 
Singularität von gerader Ordnung und gerader Classe. In ^len diesen Fällen ist der Krüm- 
mungshalbmesser unendlich gross oder unendlich klein , je nachdem die Classe oder die Ord- 
nung der Singularität eine höhere ist 

61. Um die letzten Entwicklungen analytisch darzustellen , wollen wir den Begriff der 
Zeit einführen und diese durch r bezeichnen. Alsdann erhalten wir, um die fortschreitende 
Bewegung des Punctes auszudrücken, eine Gleichung von der Form: 

und um die Drehung der geraden Linie auszudrücken, eine Gleichung von der Form: 

Differeutiiren wir die vorstehenden beiden Gleichungen, so kommt: 



Tr = *'(^>' Tr = "^W' 



mithin : 
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^ - S? ~ reo* 

Ako, in Worten ausgedrückt: 

Der Krflamungslialbmesser einer Ciirre ist ^leiefc dem Ovotienten, 
den man erhalt, wenn man die Oeschwindif keit des beschreibenden 
Punctes durch die Winkel. Geschwinlig^keit der umhttllenden geraden 
Linie diridirt. 

Wir können r als unabhängige veränderliche Grösse und demnach dr als constant be* 
trachten. Wenn dann für irgend einen Werth von r einer der beiden Differential - Quo- 

tienten -p und -^ verschwindet, oder wenn beide zugleich verschwinden, so erhält die Curve 

eine Singularität Wenn, fttr den besondem Werth von t, die ersten nicht verschwinden- 
den Differential .- Quotienten der beiden Functionen a und k die folgenden beiden sind: 

so ist die fragliche Singularität von der n. Ordnung und der m. Classe, und also, in lieber- 
einstimmung mit der 59. Nummer , q so lange unendlich gross oder unendlich klein , als 
nicht n—m. In diesem Falle ergibt sich fflr q der endliche Werth: 

d"a>(r) 

dr« 

dr» 
Wenn m>ji, so ist (» in Beziehung auf r unendlich gross und von der Ordnung (m— n). 

In Beziehung auf a beträgt diese Ordnung daher ~~-. Wenn hingegen n>m so ist (», in 



Beziehung auf a , ein unendlich Kleines von der Ordnung . *) 



*) In zwei verschiedenen Schriften, die gleichzeitig und nnabhüngig von einander erschienen sind, ist 
die Entstehung und analytische Darstellinig der Curven auf eine Art betrachtet worden, die mit 
der im Texte entwickelten Anschauungsweise im Wesentlichen übereinstimmt. . 

Neue Curvenlehre» Grundzüge einer Umgestaltung der hohem Geometrie durch ihre ur- 
sprüngliche analytische Methode. Von Adolf Peteri. 1835. 

Novae theoriae linearum curvarum originariae et vere scientiGcae speciröina quinque prima. 
Auct. C. C. F. Krause. Edidit Schröder. 1833. 

Der vorstehende Paragraph ist unabhängig von diesen beiden Schriften niedergeschrieben wor- 
den ; nur in die erste derselben habe ich, in Folge einer zufalligen gütigen Mittheilung, im Augen- 
blicke des Druckes dieses Paragriiphen einen Blick geworfen. Das Sachliche, was diese Schrift 
enthält, scheint mir nicht eigentlich neu, weil schon vor einer Reihe von Jahren H. Gergonne 
in den „Annales de malhematiques*' seine Untersuchungen, wie man eine Curve, unabhängig von 
ihrer Lage, darstellen kann, roitgetheilt hat. Was das Formelle betrifft, so verkenne ich keines- 
weges, dass , bei dem Auffinden von etwas Neuem, ein namhaAer Unterschied darin liegt, ob man 
die Wichtigkeit des Aufgefundenen erkennt oder nicht. Ueber diese Wichtigkeit selbst aber kann 
ich die Ansicht des Verfassers einstweilen niclit theilen. 

Eine der schönsten Erweiterungen der neuern Geometrie beruht auf der Unterscheidung, dass 
wir uns eine Curve einmal bloss durch die Bewegung eiues Punctes, das andere Mal bloss durch 
die Bewegung einer geraden i^iuie beschrieben denken können. Einmal brauchen wir , um zum 
Begriff einer Curve zu gelangen, durchaus nicht den Begriff einer geraden Linie (wenn ein, den 
Punct vertretender, Stift die Curve zeichnet); das andere Mal brauchen wir hierzu durchaus nicht 
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62. In 2Wei reciprok^n Cvrven cntspredhen SiDgularitäten sich in 4er Art, dass 
(was aus den vorhergehenden Betrachtungen unmittelbar folgt) eine Singularitttt der n. Ord- 
nung und der m. Classe, einer der beiden Curyen eine Singularität der m. Ordnung und der 
Ji. Classe der andern Curve bedingt. Also entsprechen sich gegenseitig: 

1) 3wei Spitzen zweiter Art; 

2) zwei Zweige, deren jeder nur in einem einzigen Sinne sich kriinmt und dem 
Auge keine Singularität darbietet, wenn m und n beide ungerade sind. Das Product der 
beiden Krttnimungshalbmesser in solchen zwei sich entsprechenden singulären Puncten ist 
einer endlichen Grosse gleich ; 

3) eine Spitze erster Art und ein Wendungspunct, wenn von den beiden Zahlen m 
und n eine gerade und die andere ungerade ist. Wenn der Krflmmungshalbmesser filr die 
erstere unendlich klein ist, so ist er für die letztere unendlich gross und umgekehrt. Das 
Product zweier solchen Krümmungshalbmesser ist immer einer endlichen Grösse gleich. — 

■ . ■ « • 

§.4. 

Getrenselit^e BesleliMii^ der slng^Uireii Pmicte und sln^ulttreii geraden lilnleii 

SV. elnaiiaer. fwesetze , nacla -«relclteii , liel alg-eliralscUen Curven , die AnsaHl von 

Jenen durcH die JLnmalil von diesen 9 nnd um^ekeHrt 9 best inunt Ist. 

63. Das Princip der Redprocität gibt unerwartete Aufschlüsse über die Theorie der 
singulären Puncte. Diejenigen Resultate, welche ich hierüber bereits mitgetheilt habe^), 
will ich in der gegenwärtigen Nummer summarisch zusammenfassen, und dann denselben Ge- 
genstand nach allen Seiten hin vollständig discutiren. 

Es lassen sich bekanntlich an eine Curve der n. Ordnung SU durch einen gegebenen 
Punct oder auch parallel mit einer gegebenen geraden Linie, im Allgemeinen, n(ii — 1) Tan- 
genten legen. Die Ordnung der Polar-Curve i3m, oder, wenn wir lieber wollen, die Classic 



flen Begriff' eines Punctes (wenn ein , die* gerade Linie vertretendes / Lineal , indem es im Sande 
continuirlich sich bewegt und diesen fortschiebt, eine Curve bildet). Das Princip der Reciprocilät 
ist das Band,. welches diese doppelte Auffassungsweise Terlinupft. Um die Lage und die Bewegung 
eines Punctes auszudrücken, brauchen wir irgend ein festes, beliebig anzunehmendes Coordinaten- 
Systeni, auf welches Alles bezogen werden muss, und somit ist in der analytischen Darstellung einer 
Curve zugleich ihre eigentliche Natur und ihre Lage ausgedruckt Dasselbe gilt, wenn wir die Lage 
und Belegung einer geraden Liuie bestimmen wollen. Es ist ein Y ortheil dabei, wenn wir in 
der Gleidiung der Curven nicht bloss ihre Natur, sondern zugleich auch ihre Lage erkennen kön* 
nen : sobald nur jedes unabhängig für 'sich geschehen kann und eines das an- 
dere nicht stört. Dieses wird durch unsere Methode vollständig erreicht und hierin liegt tlas, 
was sie von der gewöhnlichen Coordinaten- Methode unterscheidet 

Wenn wir bei der Entstehung einer Curve zugleich die umhüllende gerade Linie und den 
beschreibenden Punct ins Auge fassen, so können wir die Drehung der geraden Linie als eine Fun- 
ction des Fortschreitens des Punctes betrachten und erhalten alsdann, gleichsam als CoroUarium, 
die Auffassongsweise des vorstehenden Textes. 

Es knüpfen sich an diesen Gegenstand Fragien an , welche ein besonderes Interesse gewahren, 
die ich aber weiter nicht berühre, weil ich sie hier nicht erschöpfend behandeln kann. Das Dis- 
continuirliche , was beim Uebergange von einer der beiden, coordinirten Haupt - Entstehungsarten 
einer Curve zu der der andern Statt findet, besteht natürlich auch beim Uebergange zu der inter- 
mediären Entstehungsweise. 
*) System , 298 und 330- 
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'er gegebenea Curve , die wir als die m. beseichneii wollen , ist kiernack , im AllgemeineBy 
durdi folgende Gleicbung bestimmt : 

m = «Ch — !)• 
Die Polar -Curve i2a ist aber, wenn wir uns dieselbe als von einem Puncto besckrieben 
(durrk eine Gleichung zwischen gewöhnlichen Punct - Coordinaten dargestellt) denken, von 
einer besondem Art Sie hat, was bei einer solchen Curve, im Allgemeinen, nicht Statt 
findet, eine gewisse Anzahl von Doppelpuncten und Spitzen, bezüglich gleich der Anzahl 
der Doppeltangenten und Wendungen der gegebenen Curve iia , welche als die allgemeine 
Curve der fi. Ordnung Singularitäten in Beziehung auf die umhflllende gerade Linie hat (51). 
leb habe allgemein am angeführten Orte bewiesen, dass eine gegebene Curve der k. Ordnung 
im Allgemeinen, 3ii(ii— 2) Wendungen hat und hieraus geschlossen, dass dieselbe iii(n-2)(ii^*9) 
Doppeltangenten haben muss. Es hat also die Polar-Curve, im Allgemeinen, Snin — 2) Spitzen 
und |ii(ii— 2)(n^— 9) Doppelpuncte. Die reciproke Polar - Curve ist die gegebene , um ihre 
Ordnung durch die Ordnung der ersten Polar-Curve zu bestimmen, müssen nir auf die sin- 
gularen Puncte dieser letztem Rücksicht nehmen. 

Wenn nemlich eine Curve der m. Ordnung einen Doppelpunct hat, so fallen von den 
mCm— 1) Tangenten , welche von einem gegebenen Puncte sich im Allgemeinen an die Curve 
legen lassen, zwei in diejenige gerade Linie zusammen, welche den gegebenen Punct mit 
dem Doppelpuncte verbindet. Diese hören auf Tangenten im engern Sinne zu sein, weil sie 
nicht mehr Lagen der umliüllenden geraden Linie bezeichnen. Sind u Doppelpuncte zugleich 
vorhanden , so redncirt sich die obige Anzahl der eigentlichen Tangeuten um 2u Einheiten, 
und um eine gleiche Anzahl von Einheiten redncirt sich die Ordnung der Polar-Curve. 
Wenn die Curve m. Ordnung eine Spitze hat, so fallen drei der m(m— 1) Tangenten in die- 
jenige gerade Linie zusammen, welche durch den gegebenen Punct und die Spitze geht, 
wonach die Anzahl der eigentlichen Tangenten sich um drei Einheiten reducirt. Diese Re- 
duction betragt also, wenn v Spitzen zugleich da sind, 3v Einheiten. Folglich ist, wenn 
eine Curve m. Ordnung ic Doppelpuncte und v Spitzen hat, die Ordnung ihrer Polar-Curve 

m(m— 1) — 2ii — 3r. 
Wenn wir also die reciproke Curve der ersten Polar-Curve Um bestimmen, wobei wir auf 
die gegebene Curve iiu , die von der n. Ordnung ist, zurückkommen, so ergibt sich: 

n = m(«— 1) — 2« — 8r. 
Diese Gleichung geht, wenn wir: 

m = «(ä— 1), r = $11(11—2), IC = inCn— 2)(n2— 9) 

setzen , in eine identische über. Auf diesem Wege haben wir den Werth von u bestimmt 

64. Ich habe endlich bereits schon nachgewiesen, dass, wenn durch eine allmälilige 
Constanten - Aenderung , eine Curve einen üoppelpunct erhält, sie dadurch sechs ihrer 
M'endungspuncte verliert; dass diese alle sechs imaginär oder dass zwei derselben reell oder 
vier imaginär sind, je nachdem der entstehende Doppelpuüct ein conjugirter Punct, oder ein 
Durchschnitt zweier reellen Zweige ist ; dass endlich , wenn die Curve eine Spitze erhält, 
acht ihrer Wendungspuncte , von welchen sechs imaginär sind, wegfallen.*) Wenn wir 
hiernach die Anzahl der W^endungspuncte einer gegebenen Curve der n. Ordnung ßn oder 
die Anzahl der Spitzen ihrer Polar-Curve iia durch v bezeichnen, so kommt, wenn die ge- 
gebene Curve X Doppelpuncte und y Spitzen hat : 

V = 3ii(}i— 2) — ex — 8y. 



*) Was in der 300. Ntimmer i\es Systems zunächst für den Fall der Car?ea dritter Ordnung bewiesen 
worden ist, gilt oireobar bei Curven jeder beliebigen Ortlnung. 
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e&. Wenn eine Curve der n. Ordnung^ einen Doppelpunct hat, so vermindert sich die 
Anzahl ihrer DoppeItang;enten , um die doppelte Anzahl deijenigren Tangenten, welche, von 
dem Doppelpuncte aus, an die Curve sich legen lassen. Denn jede solche Tangente ist Leine 
eigentliche Doppeltangente mehr; es fallen auf ihr zwar zweimal z^'el Durchschnittspuncte 
mit der Cnrve, wenn wir uns dieselbe durch einen Punct beschrieben denken, zusammen, 
aber nicht mit ihr zwei amhttUende Tangenten der Curve. Wir müssen die Anzahl solcher 
Tangenten deshalb doppelt in Anschlag bringen, weil die durch einen Doppelpunct gehen- 
den Tangenten überhaupt doppelt gezählt werden müssen; wovon wir die unmittelbare An- 
schauung gewinnen, wenn wir einen Doppelpunct, je nachdem er ein isolirter Punct oder 
ein Durchschnitt reeller Zweige ist, uns als ein verschwindendes Oval oder als zwei ihren 
gemeinschaftlichen Asymptoten immer näher rückenden H>'perbel - Zweige denken. 

Die analytische Bestimmung der Anzahl derjenigen Tangenten, welche, von dem Dop- 
pelpuncte aus , an die Curve sich legen lassen , bietet keine Schwierigkeit dar. Um zuvör- 
derst auszudrücken, dass eine Curve der ft Ordnung einen Doppelpunct habe und dass die- 
ser Doppelpunct in den Durchschnitt zweier gegebenen geraden Linien P und Q falle, ergibt 
sich die folgende Form: 

^2 + -2^ + • • • + -n = O. (1) 

Wir bezeichnen hierbei, wie wir es schon in einem frühem Paragraphen gethan haben, die 
allgemeine homogene Function irgend eines m. Grades zwischen den beiden linearen Functio- 
nen p und q: 

aq"» 4- ^q"»-^p + . . + j/p", 

der Kürze wegen durch Sa- Es stellt alsdann die Gleichung: 

^ = 0, 

' das System der beiden Tangenten des Doppelpunctes dar, und diese können sowohl reell als 
als auch imaginär sein. Im ersten Falle schneiden sich im Doppelpuncte zwei reelle Zweige 
der Curve, in dem zweiten ist er ein conjugirter Punct derselben. Die Gleichung (1) hat 
zwei überzählige Constanten,' welche auf die willkührliche Richtung der beiden geraden Linien 
P und Q kommen. Wenn wir 2!^ = pq setzen, ho sind diese beiden geraden Linien die bei- 
den Tangenten des Doppelpunctes und dann reduciren sich die Constanten auf die gerade 

nothwendigen ( {* — 1 )• ^i^ wollen hier indess die Form ^er Gleichung (1) mit zwei 

überzähligen Constanten beibehalten. Für die Puncto jeder geraden Linie, welche durch den 
fraglichen Doppelpunct, den Durchschnitt von P und Q geht, ist: 

pdq = qdp. 
Differentiireu wir mit Bezugnahme hierauf die Gleichung (1), so kommt: 

Diese Gleichung muss für die Berührungspuucte auf den, durch den Doppelpunct gehenden, 
Tangenten befriedigt werden. Es ist aber, nach dem bekannten Theorem über homogene 
Functionen, überhaupt: 

— '• q+ -j — • p = m^^my 

öq dp "^ 

wonach die letzte Gleichung in die folgende übergeht: 

2 Js -f 3^3 4- • • • -f ^n = o, 
und wenu wir sie mit der Gleichung (1) zusammenstellen, zu der nachstehenden ftthrt: 

(n-2)^ 4- (n— 3)5s + • + ^»^i =* o. (2) 

Zur Bestimmung der fraglichen Berührungspuncte erhalten wir also die beiden Gleichunfen 

27 
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il) und (2), vou welchen die erste \'oni n. und die «weite vom (n — 1). Grade ist 

Beide haben dieselbe Form und beide stellen eine Curve dar , die denselben Deppelpunct und 

in diesem dieselben beiden geraden Linien zu Tangenten haben. Die Anzahl der Durck* 

schnitte der beiden Curven beträgt »(it^l), yon diesen fallen aber sechs auf die gemein» 

samen Tangenten des gemeinschaftli<;hen Doppelpunctes zusammen. Diese kommen bei der 

Bestimmung der durch den Doppelpunct gehenden Tangenten nicht in Betracht^ so dass deren 

Anzahl sieh auf Cii(n-— 1) — 6) redücirt Also vermindert sich die Anzahl der Doppeltangen- 

ten der gegebenen Curve, des Doppelpunctes wegen , um 

2C«(n-^l) — 6) 
Einheiten. 

66. Die analytischen Entwicklungen der vorigen Nummer bestehen auch dann, wenn die 
Curve (1) , statt des gewöhnlicheu Doppelpunctes eine Spitze erster Art hat Dann hat auch 
die Curve (2) eine solche Spitze, und die beiden Curven schneiden sich, wenn wir von den 
in der gemeinsamen Spitze zusammenfallenden Durchschnittspuncten absehen, in so vielen Puncien 
als in dem allgemeinen Falle. Es lassen sich , wenn eine Curve der n. Qrdnung eine Spitze 
hat , auch von dieser aus , an die Curve (n{n—l) — 6) Tangenten legen« Da aber , tvenn 
wir eine durch einen solchen Punct gehende gerade Linie als eine (Pseudo-) Tangente be- 
trachten, diese eine' dreifache ist, so reducirt sich die Anzahl der Doppeltangenten einer 
Curve der 71. Ordnung , die eine gewöhnliche Spitze erster Art hat, dieser Spitze wegen, um 

3Cn(ii— 1) — 6) 
Einheiten. 

67. Wenn eine Curve der n. Ordnung x Doppelpuncte hat, so erhalten wir als Redu- 
ction der Anzahl ihrer Dppeltangenten 2x(7t(}i— 1) — 6) weniger der Anzahl der gemein- 

schaftlichen (Pseudo-) Tangenten je zweier Doppelpuncte, also weniger 4- -^-^ — -. Die 

fragliche Reduction beträgt hiernach: 

2a:(wCn— 1)--6) — 2x(x— 1). 
Wenn eine Curve der ». Ordnung y Spitzen hat, so erhalten wir als Reduction der An- 
zahl ihrer DopelUngenten 3y(n(ii— 1) — 6) , Meniger der Anzahl der gemeinschaftlichen 

(Pseudo-) Tangenten je zweier Rückkehrpuncte , also weniger B^^J'""*-. Die jfragliche 

Reduction beträgt hiernach: 

3y(n(n-l) — 6) — |y(y~l). 

Wenn eine Curve der n. Ordnung zugleich x Doppelpuncte und y Spitzen, hat, so er- 
halten wir, als Reduction in der Anzahl ihrer Doppeltangenten, (2arH-3j)(ii(ii-.l) — 6) we- 
niger der Anzahl der gemeinschaftlichen (Pseudo-) Tangenten je zweier Doppelpuncte, nem- 
lieh 2a:(x~l), je zweier Spitzen, nemlich iy(y—l^ und jedes Doppelpunctes und jeder 
Spitze , nemlich 6xy, Diese vollständige Reduction beträgt also : 

(2x+3^)(»(ii— 1) - 6) — 2x(x-l) -- gi^(y— 1) — €xy. 

Wenn wir also hiernach die Anzahl der übrigbleibenden Doppeltängenten durch tf be- 
zeichnen, so kommt: 

u = 5n(n— 2)(ii^-9) — (2x+%)(n(n— 1) — 6) + 2ar(x— 1) + ^yCy—l) + Bocy. 

68. Wir wollen , der leichtern Uebersicht wegen , idie Resultate der letzten Nummern 
zusammenstellen. Es bezeichne: '^^' . > 

n die Ordnung einer gegebenen Curve und also die Qasse ihrer Polar - Curve ; oder 
die Anzahl der Puncte, in welchen die gegebene Curve von einer gegebenen geraden Linie 
geschnitten wird und also die Anzahl derjenigen umhüllenden Tangenten der Polar -Curve, 
wekhe durch einen gegebenen PUnct gehen; •* 
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m^-dh Ctasse der gegebeoen Curve und also die Ordenng ihrer Polar -Curve; oder 
auch die Anzahl der umhüllenden Tangenten der gegebenen Curve, welche durch eiaen 
gegebenen Punct gehen und also die Anzahl der Durchschnittopuncte einer gegebenen geraden 
Linie mit der Polar -Curve; 

V die Anzahl der Wendungspunde der gegebenen Curve und also die Anzahl der Spitzen 
ihrer Polar -Curve; 

IC die Anzahl der Doppeltangenten der gegebenen und also der Doppelpuncte ihrer Po- 
lar - Curve ; 

y die Anzahl der Spitzen der gegebenen Curve und also der Wendungspuncte ihrer 
Pdlar - Curve ; 

X die Anzahl der Doppelpuncte der gegebenen Cun-e und also der Doppeltangenten 
Ihrer Polar -Curve. 

Alsdann bestehen ^ie folgenden, durch das Princip der Reciprocität paarweise mit ein- 
ander verknüpften, Gleichungen: 

m= n(«— 1) _ 2« — 3y, (1) 

n = mfm— 1) — 2ic — 3», (2) 

r =s 3n(?i— 2) — ßa: ~ 8y, (8) 

y =sf 3tit(m— 2) — 6if — 8r, (4) 

u = än(ii— 2)(ii2— 9) — (2ar-f3^)(ii(n— 1)— 6) + 2x(x— 1) + ?y y— 1) + €xy, (5) 
X = JmCm— 2)(wi2— 9)*^(2«+3i;)(mfin-~l)— 6) + 2m(i£- 1) 4- §t7(f— 1) + €uv. (6) 
Diese sechs Gleichungen sind keinesweges von einander unabh^gig. Wenn wir die 
beiden Gleichungen (1) und (2) mit 3 multipliciren und dann addiren, so erhalten wir das- 
selbe Resultat , als wenn wir die beiden Gleichungen (3) und (4) addiren. M'^enn wir ferner 
den Werth von m aus der Gleichung (1) nehmen und ihn in (2) einsetzen, so kommt: 

n=: (ndi— 1) — 2ar — %)^ — C«(»— 1) — 2a: — 3y) — 2« — 3r, 
und diese Gleichung wird eine identische, wenn wir aus (3) und (5) die Werthe von v und 
u neJimen. Und ebenso endlich, wie die Gleichungen (1), (2), (3) und (5) sind auch die 
Gleichungen (2), (1), (4) und (6) in der Art von einander abhangig, dass drei derselben die 
vierte bedingen. Wir sehen hieraus insbesondere,, dass die vorstehenden Gleichungen alle sechs 
bloss aus den drei ersten hervorgehen, wori« zugleich ein neuer Beweis für die Richtigkeit 
der beiden letzten Gteicfaungen liegt « 

69. Die &esiillate der vorigen Nummer erklären die paradox scheinende Reduction der 
Ordnung ider redproken Polar «Curve auch in dem Falle volIsUUidig, wo die gegebene Curve 
Doppelpuncte und Spitzen hat. Wir wollen ims hier auf ein Beispiel beschränken , und als 
solches eine Curve der 7. Ordnung mit drei Doppelpuncten und vier Spitzen nehmen. Im 
Ailgameinen hat einlft Cvrve dieser Ordnung 105 Wendungspuncte, welche sich im vorliegen- 
den Falle indess , der drei Doppelpuncte wegen, um 3 . 6 ^ 18 , und der vier Spitzen wegen, 
um 4 . 8 s 82 jredudren , so dass die Curve nur so A 55 behält. Eine Curve der 7. Ordnung 
hat ferner , im . AllgemeiiMeD, 700 Doppeltangeaten, von diesen fallen, ihrer drei Doppelpuncte 
und viet fipitzen wegen, 18.86 ^ 6.2 — 9.6 — 6.12 s 510 fort, wonach nur 190 
übrig bleiben. Die Ordnung der Polar ^ Curve ist im Allgemeinen 7 . 6 = 42 , reducirt sich 
aber hier, der drei Doppelpuncte der gefi^ebeneu Curve wegen, um 6 und, der vier Spitzen 
wegen, um 12, Binheiten ,. so dass sie »uf 24 heruntersinkt. Diese Polar -Curve hat 55 
Spitzen und UM) fioppelpunctei Die:Ordnu«g der reciprokea Polar -Curve, wäre^ wenn diese 
Spitiäea und.Boppelpimcle lücht da würen^ ^.23 = 552, reducirt sich nun aber um 
2.190 + 3.55 = 545, also auf 7, was wirklich die Ordnung der ur^rüivglich gegebenen 
Curve war. — 
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70. Wenn wir auf beiden Seiten der Gleidiuttg (1) n abziehen nnd dann nut 3 multi. 
plidren » so kommt : 

3(«i*^n) « 3»(n— 2) ~ 6x — dg^ 
aber nacb (3) ist: 

9 -^ y » 3ii(ii— 2) — 6x — 9jf, 
und somit ergibt sich: 

» — n = iiv—tf^. (7) 

Der Unterschied der Anzahl der Tangenten, welche, von einem gege- 
benen Puncte aus, an eine algebraische Curve sich liegen lassen und der 
Anzahl der Puncte, in welchen dieselbe Curve von einer gegebenen ge- 
raden Linie geschnitten wird, ist gleich dem dritten Theile des Dnter^ 
schieds der Anzahl der Wendungspuncte und Spitzen eben dieser Curve. 

71. Wenn wir die beiden Gleichungen (1) und (2) von einander abnielMti» so kommt: 

m' — »2 — 2(1« -X) -f 3(r— y), 
und wenn wir 3fm— n) statt (r~*y) schreiben: 

(m— n)(»+n— 9) « 2(u-a:); (8) 

eine Gleichung, welche eine Relation zwischen m, k, u und x ausdrückt. 
qAus den Gleichungen (8) und (7) ergeben sich ferner die folgenden: 

« ^ « o ^ g(«-a^) 9(r— y) + 6 (tt— g) 

m— it » — y ' 

m — » = i(r— y) , 
und hieraus folgt: 

^ 27rr— y) -f I8fii— x) 4- (v—yV 
"" t)ii;-yj ' ^ 

_^ 27(i?--y) + 18(M— X ) — (v—yV 
" - 6(r-y) 

Setzen wir endlich die gefundenen Ausdrücke für im^n) und fi in die Gleichung (i), die 
wir zu diesem Behufe folgendergestalt schreibet können : 

m -hn ^ n^ — 2x — 3y, 
so erhalten wir; nach einer einfachen Reduction: 

(V—yy [Cv—yy — 5i(i7-hy) - 36ttf4-x) + 405] -f 7S6(u— xl(r— y) + 3M(ii-x)2 = o. (9) 
Diese Gleichung des 4. Grades , welche in Beziehung auf tc und x , so wie auf v und y sym- 
metrisch ist, gibt eine merkwürdige Relation zwischen der Anzahl der Doppelpnncte, 
der Anzahl der Doppeltangenten, der Anzahl der Wendungspuncte und 
der Anzahl der Spitzen irgend einer beliebigen algebraischen Curve, unabhängig von 
^er Ordnung und der Classe dieser Curve. Vorausgesetzt ist hierbei bloss, dass die Curve 
keine Singularität einer hnhern Ordnung habe. 

72. Wenn wir uns die Curve durch die Bewegung eines Punctes beschrieben denken, 
so ist, im Allgemeinen, x=o und y=o, wonach wir für die allgemeine Curve irgend einer 
beliebigen Ordnung folgende Relation zwischen der Anzahl der Doppeltangenten und der An- 
zahl der Wendungspuncte erhalten : 

r< — 54i?^ — 36ttt7^+ 405r2 + 756«? + S24if^ « o, (10) 

Wenn wir uns hingegen die Curve durch die Bewegung einer geraden Linie umhOUt 

denken, so ist, im Allgemeinen, u^o nnd i;=»o, und somit erhalten wir fOr die allgemeinen 

Curven einer beliebigen Classe zwischen der Anzahl der Doppelpuncte und der Anzahl der 

Spitzen folgende Relation: 

y» — 54y^ — 36xy2 ^ ^q^2 ^ 7^xy + 324x2 ^ ©. (11) 
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73. Die 61<4chttng (73 «eigt , flass m grösser oder kleiner ist als n , je nachdem r 
grösser oder kleiner ist als y und umgekehrt. Je nachdem also an eine gegebene algebrai- 
sehe Curve durch einen gegebenen Punct mehr oder weniger Tangenten sich legen lassen, 
als dieselbe von einer gegebenen geraden Linie in Puncten geschnitten wird : ist die Anzahl 
der Wendungspuncte grösser oder kleiner, als die Anzahl der Spitzen. 

Nach der Gleichung (8) ist tt>x, wenn entweder: 

m > Ji, m -f n > 9, 

oder: 

m < n, m + n < 9. 

Die letzten Bedingungen beziehen sich nur auf einen einzigen Fall, denjenigen nemlich, wo 
»=4 und »1=3. Alsdann hat die Curve drei Spitzen und eine Doppeltangent«, aber keinen 
Wendungspunct und keinen Doppelpunct. Diesen Fall ausgenommen, ist also u>x, wenn 
m>n. Es ist ferner u<Xj wenn entweder: 

m < «, j» + n > 9, 

oder: 

»>», »4-ii<9. 

Den letzten Bedingungen entspricht nur der einzige Fall, wo to=4 und n=3 und die Curve 
drei Wendungspuncte und einen Doppelpunct , aber weder eine Spitze , noch eine Doppeltan- 
gente hat. Diesen Fall ausgenommen , ist u < x wenn m < n. Je nachdem also durch 
einen gegebenen Punct mehr oder weniger Tangenten an eine gegebene algebraische Curve 
geben, als diese Curve von einer gegebenen geraden Linie in Puncten geschnitten wird, hat 
die Curve, im Allgemeinen, mehr oder weniger, Doppeltangentcn als Doppelpuncte. 

Wenn »i=n, so gibt die Gleichung (7) r=y und die Gleichung (8) tt=x. Dann gehen 
die Gleichungen (1), (2) , (3) und (4) gleichmassig in die folgende über : 

2a: 4- 3y = n(n--2). 
Um also die verschiedenen Curven zu bestimmen , welche von gleicher Ordnung und Classe 
sind , und welche hiernach gerade so viele Doppeltangentcn als Doppelpuncte und so viele 
Wendungen als Spitzen haben , müssen wir die vorstehende Gleichung für ein angenomme- 
nes n in ganzen Zahlen auflösen und diejenigen Auflösungen verwerfen, welche aus andern 
Gründen unstatthaft sind. So ergibt sich zum Beispiel: 

m = n » 2, tt = X = 0, i; = y = 

» =a 3, » = 0, » = 1 

» = 4, » = 1, » = 2 

» = 5, » = 0, » = 5 

»es» »=3, »=3# 

Wenn n eine ganze Zahl von der Form bg oder 5g+2 , so gibt es Curven, deren Dop- 
pelpuncte, DoppelUngenten , Spitzen und Wendungen, alle in gleicher Anzahl vorhanden 
sind. Hierhin gehört zum Beispiel, neben dem letzten Falle des vorstehenden Schemas, auch 
noch der folgende: 

m ^ n = 7 , ti = r = x = y = 7. 

Wenn eine Curve so viele Wendungspuncte als Spitzen hat, so hat sie auch so viele 
Doppeltangenten als Doppelpuncte. Das Umgekehrte ist auch wahr , ausgenommen wenn 
m+ii=9. Dann ist w=x , ohne dass v^y und m=it. 

74. Die folgende Tafel enthalt aUe möglichen FäUe, in welchen m und n beide kleiner 
sind als 10. 
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Wenn wir in der vorstehenden Tafel m und n unter einander rertansclien, so vertau- 
schen sich unter einander auch einerseits u und x, andrerseits v und y, wonach wir den 
Zahlen jeder Vertical - Columne , sowohl die oberhalb derselben, als auch die unterhalb der* 
selben angegebene 3edeutung beilegen können. 

Bei der Berechnung der vorstehenden Tafel haben Tiir Werthe ftir n und jr innerhalb 
der durch die Gleichungen (1) und (2) gegebenen gegenseitigen Beschränkungen beliebig 
angenommen. (Nach diesen beiden Gleichungen kann, wenn etwa n die kleinere Zahl ist, 
m jede beliebige ganze Zahl bis ii(n— 1) einschliesslich bedeuten, mit der einzigen Ausnahme, 
dass es nicht die Zahl (»(» — 1) — 1) sein kann.) Dann haben wir die Gleichung: 

2x 4- 3y = n(ii— 1) — m 
in ganzen Zahlen aufgelöset und diejenigen Auflösungen verworfen, fär welche 

X + y > |(»— l)(n— 2). 
(.Vergleiche hinUber die folgende Nummer). Dann ist 

r =5 y H- SCai— fi) , 
und endlich 

tt = i(m(m—l') — Ji — 3r). 
Weiui wir eine Gruppe von Werthen ftir x, y, u und r haben, die gegebenen Werthen von 
19^ und n entsprechen, so erhalten wir unmittelbar alle übrigen Gruppen, indem wir x und 
u vaa Sg Einheiten vermindern , während wir y und v um 2g Einheiten wachsen lassen« 

75. Es ist leicht, auf anderm Wege, wenn die Ordnung einer Curve gegeben ist, das 
Maximum ihrer möglichen Doppelpuncte, unter welche hier auch ihre Spitzen mitzuzählen 
sind, zu bestimmen. Es betrage überhaupt die Anzahl der Doppelpuncte z* Dann lässt sich 

durch diese s Doppelpuncte und durch (~--~ ») beliebig auf dem Umfange der Curve 

angenommene Puncto einer Curve der p. Ordnung legen. Somit ist nothwendig, weil in je- 
dem Doppelpuncte zwei Durchschnitte der beiden Curven zusammenfallen, 



^+(t^''-')<"^ 



-') 



mithin: 



"P 1.2 • 



Hierdurch ist das Maximum für solche Doppelpuncte einer Curve der n. Ordnung , durch 
weiche eine Curve der p. Ordnung sich legen lässt, gegeben : das absolute Makimum ist also 
das Maximom des Ausdruckes : 

p(p4-3) _ pr2w— 3— p) 

^ i72~ "^ r.2 ' 

wenn wir nach einander für p alle möglichen ganzen Zahlen einsetzen. Diesem Maximum 
entspricht überhaupt: 

p = 2» — 3 — p , 
und, wenn p eine ganze Zahl sein soll, gleichmässig : 

p ^ n — 1, p ^ n — 8. 

Das gesuchte Maximum wird hiernach: 

fw— IVn— 2) ^^^ 

z = — • J 

1.2 



') Schon Gramer hat auf analogeni Wege für die Curven der acht ersten Ordnungen ein Maximum 
der Antabl der Poppelpunae und de« mehrfachen Puncte überhaupt bestimmt, indem v «la^o» 
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Nach der 7. Nufflmer der einleitenden Betrachtung^ea schneiden sich alle Curven der n» 
Ordnung 9 welche der Bedingung unterworfen sind, dass sie durch f - — 1 j willkühr* 

lieh angenommene Puncte gehen , ausserdem auch noch in denselben ( -^^ — • -4- 1 ) festen 

Puncten. Bemerkenswerth , uiid gewiss nicht ohne tiefern Grund , ist es , dass diese letjrtero 
Anzahl dem eben bestimjnten Maximum der Doppelpuncte gleich ist. 

76. Wir wollen uns jetzt zunächst mit Doppelpuncten von besonderer Art beschäftigen. 
Die Erörterungen hierüber schliessen sich unmittelbar an die bisherigen an. 

Wenn zwei verschiedene Zweige einer Curve sich berühren, oder über- 
haupt sich <7punctig osculiren, so fallen in dem Osculationspuncte y consecutive ge- 
wöhnliche Doppelpuncte (l)urchschnittspuncte der beiden Zweige) und in der Tangente des 
OscubtionspuMctes g consecutive Doppeltangenten der Curve zusammen. Es ist hiemach klar, 
dass ein solcher Osculationspunct die Ordnung der Polar- Curve um 2g Einheiten reducirt 
(63) und 6g Wendungspuncte in sich aufnimmt (6). Mit Beibehaltung der bisherigen Be- 
zeichnung ergibt sich also: 

m = nrn— 1) — 2g , d) 

V = 3n(«— 2) — 6g. (2) 

In der Anzahl der Doppeltangenten der fraglichen Curve ergibt sicJi (67), indem wir den 
Osculationspunct in g Doppelpuncte auflösen, eine Reduction von 

2^f n(n— 1) - 6) — 2y(g— 1) = 2g(n(n— 1) ^ (y+6)) 
Einheiten , wonach 

u = Jii(n-2)(ii^-9) — 2sf(«(n— 1) — (^5)). 
In dieser Anzahl sind diejenigen g Doppeltangenten, welche in der Tangente im Osculatious- 
puncte zusammenfallen, einbegpriflen ; wenn wir von dieser abstrahiren, so kommt: 

« = in(n-2)(n^-9) — 2g(w(ii- 1) — (^4i)). (S) 

Zur Bestätigung der Gleichungen (1), (2) und (3) ergibt sich die folgende: 

n = m(m— 1) — 2g — 3r — 2m. (J) 

Als Beispiel wollen wir die Curven der vierten Ordnung nehmen und voraussetzen, dass 
zwei Zweige einer solchen Curve sich dreipunctig osculiren. Dann ergibt sich : 

g = Sf m = 6, r = 6, M = 1. 

Die Polar*Curve ist also von der 6. Ordnung, sie hat, wie die gegebene, zM'd sich drei- 
punctig osculirende Zweige, dann ferner sechs Spitzen erster Art und einen Doppelpunct, 
wonach die Ordnung der reciproken Polar- Curve um 64-18 + 2^26 Einheiten, also von 30 
auf 4 heruntersinkt. 

Bei einer einfachen Berührung zweier Curven - Zweige ergibt sich : 

g =» 2, m=8, r==12, u^6. 

Bei einer vierpunctigen Osculation würden wir erhalten: 

5f = 4, m=4, r = o, tt = o; 

aber alsdann zerfallt die Curve in ein System zweier sich osculirenden Kegelschnitte, in 
diesem Falle existiren wirklich weder Spitzen noch Doppeltangenten. ^) 

ausgeht, i\ais eine L'mie der 1., 2, 3., 4- . . Orclimng, bezüglich durch 2, 5, 9, 14 . . . willkuhr- 
lich auf dem Umfange einer gegebenen Curve der n. Ordnung angenommenen Puncte gelegt wer- 
den, diese Curve aber in nicht melir als n, 2n, 3ii, 4n . . . Puncten schneiden kann, wobei, wenn si« 
durch einen mfachen Punct dieser letztern geht, auf diesen m Durchschnittspuncte zu rechnen sind. 
C ramer, Analyse des llgnes courbes al^f^briqiies. J. 175—181. 
'*} Auch in dem Falle, dass zwei sich einfach bemhrende , oder tich dreipanctig osculirvod« Kegel- 
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77. Eine Spitze zweiter Art wird im Allgemeinen von zwei solcben Zweigen ge- 
bildet, welche unter einander einen Contact von der Ordnung | haben und bezeichnet als- 
dann die Uebergangsstufe zwischen zwei sicli bloss berührenden und zwei sich dreipunctig 
osculirenden Zweigen. Es finden hier die nachstehenden vier Relationen Statt: 

m = ii(n— 1) — 5 , (1) 

V = 2n(n—2) — 16^ (2) 

u = jn(ii— 2)(«2— 9) - b(n{n—l) — 7) , (3) 

n = m(m—l) — 5 — 3» — 2«. (4) 

Wir haben nur nothwendig die Richtigkeit von drei derselben nachzuweisen j weil jede der- 
selben eine algebraische Folge aus den drd übrigen ist 

Die Gleichung (1) ist darin begründet , dass von den ii(it— 1) Tangenten , welche an 
eine gegebene Curve der n. Ordnung parallel mit einer gegebenen geraden Linie und also 
auch, von einem gegebenen Puncte aus, sich legen lassen, in dem Falle, dass diese Curve 
eine gewöhnliche Spitze zweiter Art hat, fünf durch diese Spitze gehen und, im engem 
Sinne des Wortes, aufhören Tangenten zu sein* Um den Beweis dieser Behauptung direct 
zu führen , wollen wir die folgende Gleichung zu Grunde legen : 

(q+wp2)2 + 2q2|(q+cyp2) + ^^ = ß^ = o. (5) 

Diese Gleichung ist die allgemeine der Curven der 4. Ordnung mit einer gewöhnlichen Spitze 
zweiter Art ; sie wird die allgemeine Gleichung der Curven einer beliebigen n. Ordnung mit 
einer solchen Spitze ^ wenn wir den Gliedern des ersten Theiles dieser Gleichung noch die 
folgenden : 

hinzufügen. Wir beschränken uns hier aber auf die Curven der 4. Ordnung, weil die, für 
den allgemeinen Fall, hinzukommenden Glieder bei unserer Beweisführung sich müssig ver- 
halten. In der vorstehenden Gleichung (5), welche wir der 31. Nummer entlehnt haben, 
kann p mit (p+oq) vertauscht werden, ohne dass dieselbe, im Allgemeinen, ihre Form ändert 
Diese Gleichung hat also eine überzählige Constante, welche darauf kommt, dass für die 
gerade Linie P jede beliebige genommen werden kann, sobald sie nur durch die Spitze geht 
Wenn wir mithin die Anzahl derjenigen Tangenten bestimmen, welche ^er geraden Linie P 
parallel sind, so erhalten wir überhaupt die Anzahl derjenigen Tangenten der gegebenea 
Curve , welche eine gegebene, beliebige Richtung haben. Für die Berührungspuncte auf den 
mit P parallelen Tangenten ist aber dp = o , mithin : 

dq 
Entwickeln wir , so können wir der resultirenden Gleichung die folgende Form geben : 

(q-f07p2) + q^*! + :?3 = o. 
Diese Form zeigt, dass die bezügliche Curve von der durch die folgende Gleichung darge- 
stellten Parabel: 

q -f crp^ = 0, . 

dreipunctig osculirt wird. Diese Curve schneidet also, wie diese Parabel ^ die gegebene in 

«chnitle die Curve Tierter Ordnung vertreten, behalten die bezüglichen Bestimmungen ihre Geltung, 
wenn wir berücksichtigen, dass das System der beiden Kegelschnitte einmal zwei Doppelpuncte, 
das andere Mal einen Doppelpunct hat. Einmal müssen wir für die beiden Doppelpuncte zwölf 
Wendungipuncte und vier Doppeltangenten rechnen , so dass alle Wendungspuncte erschöpft sind 
und von den sechs Doppel-Tangenten nur noch zwei übrig bleiben. Das andere Mal verschlingt 
der einzige Doppelpunct die sechs Wendungspuncte und ausserdem bleibt nur noch die Doppel- 
taogente. Es versteht sich, dass in beiden Fällen m s: n = 4. 

28 
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fünf, in der Spitze dieser letztem zusammenfallenden Puncten. Somit ist der g^eforderte Be- 
weis geführt. 

78. Nach der Gleichung (3) bringt eine Spitze zweiter Art jn der Anzahl der Doppel- 
tangenten eine Reduction von 5(ii(«— 1) — 7) Einheiten hervor. Die bisherigen Erörterungen 
sind hinreichend, um uns von der Richtigkeit dieser Behauptung zu überzeugen. Es können 
nemlich zwei sich einfach (zweipunctig) berührende Curven-Zweige, sowohl reell als imagi- 
när sein, wo alsdann im letzlern Falle der Berührungspunct ein isolirter wird. Nach der 
76. Nummer lassen sich, von einem solchen Berührungspuncte aus, 

»(»—1) — 7 
Tangeuten an die Curve legen. Dasselbe muss also auch Statt linden , in dem Falle einer 
Spitze zweiter Art , welche zwischen zwei reellen und zwei imaginären sich berührenden 
Curven-Zweigen die blosse Uebergangs- Stufe bildet. Jede dieser Tangenten ist nicht mehr 
als Doppeltangente anzusehen und da jede nach der vorigen Nummer fünffach zu rechnen 
ist, muss sich die Anzahl der eigentlichen Doppeltangenten um 

5(ii(n— 1) — 7) 
Einheiten reduciren. 

Wir können , zur Bestätigung , auch unmittelbar den Beweis führen, dass an eine Curve 
der n. Ordnung , von einer Spitze zweiter Art aus, sich nur (n{n — 1] — 7) Tangenten legen 
lassen. Nach der 31. Nummer nimmt, wenn wir uns zunächst auf die Curven der vierten 
Ordnung beschränken, für den fraglichen Fall die allgemeine Gleichung folgende Form mit 
der uothwendigen Anzahl von Constanten an : 

(q+cjpM- «pq)^ + q3, = , 
oJer auch, wenn wir, der Kürze wegen, 

q -f crp^ -f apq = K 
setzen, die folgende: 

K^ + ,33 = 0. (1) 

Um die Berlihrungspuncte auf den durch die Spitze, das heisst den Durchschnitt der Linien 
P und Q gehenden Tangenten der Curve zu finden, müssen wir, wie in der 65. Nummer, 
die vorstehende Gleichung in Beziehung auf p und q differentiiren und , nach der Düfereiu 
tiation, dp durch p und dq durch q ersetzen. Es ist aber: 

d . R^ . d.K^ A«r/«»r \ 

-j|rP + llir-«^^»^(2K-q), 

Hip •' + "dq~« = ^'^«' 
und somit kommt : 

K(2K— q) + 2q:?3 = o. (2) 

Diese Gleichung gibt , mit der Gleichung der Curve zusammengestellt, die fhiglichen Berüh- 
rungspuncte. Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich unmittelbar die folgende: 

Kq « o, (3) 

welche Mir, statt der Gleichung (2), mit der Gleichung der Curve zusammenstellen können. 
Diese neue Gleichung stellt das System der geraden Linie Q und des Kegelschnittes K, der 
von derselben berührt wird , dar. Die gerade Linie Q schneidet die Curve (1) so, dass auf. 
ihr alle vier Durchschnittspuncte in der Spitze zusammenfallen. Von den acht Durchschnitts- 
puücteii des K^elschnittes K mit der Curve (1) fallen fünf in die Spitze, während die drei 
übrigen die zweiten Duithschnittspuncte der durch diese Spitze gehenden drei geraden Linien 
2*3 mit dieser Curve sind. Es fallen also im Ganzen neun Durchscbnittspuncte in der Spitze 
zusammen , und während überhaupt von einem gegebenen Puncte aus , sich 12 Tangenten an 
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eine Curve der 4> Ordnung legen lassen , reducirt sieh diese Anzahl » wenn wir für den 
gegebenen Punct die Spitze nehmen und von den Tangenten der Spitze absirahiren, um 9 
Einheiten, und also, indem wir die beiden zusammentallenden Tangenten derselben noch 
einschliessen , bloss um 7 Einheiten. 

Wenn mr, statt Curven der 4. Ordnung, Curven einer beliebigen n. Ordnung neh- 
men , so erhalten wir , statt der beiden Gleichungen (1) und (2) nun die folgenden beid<(n : 

K^ + q^a + Js + • + ^n = o, (4) 

2K(2K— q) + 4q^3 + 52i + • + n2n = o , (5) 

und , statt der Gleichung (3) die folgende : 

2Kq — j ^5 -f . . + (n-4):?n j = o, (6) 

oder auch, indem wir 2„ zwischen den beiden vorhergehenden Gleichungen (4) und (5) eli- 
miniren : 

K((n— 4)K + 2q) + (n— 4)q3'3 + (n— 5)2^ + - • + 2'o-, = o. (7) 

Die beiden Curven (4) und (7) schneiden sich, im Allgemeinen, in n(n — 1) Puncten, und diese 
Puncte sind die Berührungspuncte auf eben so vielen Tangenten, welche sich, von der Spitze 
aus , an die Curve (4) legen lassen. Aber diejenigen dieser Tangenten, auf welchen die Be- 
rührungspuncte in die Spitze dieser Curve fallen, hOren alle, ml Ausnahme von zwei, auf, 
Tangenten der Curve zu sein. Die Curve (7) aber bat zwei sich berührende Zweige, wel- 
che von denjenigen beiden sich berührenden Kegelschnitten, deren Gleichungen die nachste- 
henden sind: 

K =: o,' (n— 4)K + 2q = 0, 

auf der gemeinschaftlichen Tangente Q, bezüglich, dreipuncüg osculirt werden. Denn jeder 
dieser Kegelschnitte schneidet die Curve so , dass fünf Durchschnitte im Berührungspuncte, 
von welchen zwei dem der Osculation fremden Curven -Zweige angehören, zusammenfallen. 
Derjenige Curven-Zweig also , welcher von dem Kegelschnitte K osculirt wird, schneidet die 
Curve (4) so, dass fünf und der andere Curven-Zweig, der den Kegelschnitt K einfach 
berührt, so dass vier Durchschnittspuncte in der Spitze zusammenfallen. Zusammen verei- 
nigen ßich also in dieser neun Durchschniltspuncte , und somit lassen sich , von der Spitze 
der Curve n. Ordnung (4) aus, an diese Curve 

»(n— 1) — 7 

Tangenten legen, in welcher Anzahl die beiden zusammenfallenden der Spitze selbst mitge- 
rechnet sind. Der verlangte Beweis ist somit vollständig geführt. 

79. Die Gleichung (4) der 77. Nummer ist unmittelbar gerechtfertigt, wenn wir nur 
erwägen, dass die Polar-Curve Qm , wie die gegebene, eine Spilze zweiter Art hat und also 
die Ordnung der reciproken Polar- Curve ( der gegebenen Curve Ha ) dieser Spitze wegen 
um fünf, so wie jedes Doppelpunctes wegen um zwei und jeder Spitze erster Art wegen 
um drei Einheiten heruntersinkt 

Nachdem auf diese Weise die Kichtigkeit der Gleichungen (1), (3) und (4) der 77. 
Nummer dargethan worden, ist es nicht mehr nothwendig, auch noch die Gleichung (2) un- 
mittelbar herzideiten. Bei diesen Untersuchungen, welche, nach meiner Meinung, zu den sub- 
tilsten gehören, halte ich es jedoch für wünschenswerth, nicht zu Vieh» als eine Folgerung 
ans einer indirecten Combination hinzustellen. Dieser Rücksicht verdanken die analytischen 
Entwicklungen der folgenden Nummer ihre Stelle. 

80. Ich habe in dem „Systeme der analytischen Geometrie^ (III, §. 6.) nachgewiesen, 
dass wir zur Bestimmung der Wendungspuncte einer gegebenen Curve der n. Ordnung Ha die 
folgende Gleichung erhalten: 
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/dfl„ \ A'3i _ ^ ^Bi. 4^ ^'ß« u. /J^g Y 4!^ _ „ ,ox 

\dp/ dq^ dp dq ' dpdq \ ^q / «p'"" ' ^^ 

welche bis zum (3ii— 4). Grade ansteigt. Aber wir haben siugleich gezeigt, dass die durch 
diese Gleichung dargestellte Curve die n Asymptoten der gegebenen Curve zu ihren eigenen 
hat, wonach von den n(2n—<i) Durchschnitten der Curven 2n unendlich weit liegen, und 
wir aus der algebraischen Verbindung ihrer beiden Gleichungen, eine Gleichung des (ßn — 6). 
Grades herleiten kOnuen, welche eine einfachere Curve darstellt, deren Durchschnitte mit 
der gegebenen die 3?t(n-*2) Wendungspuncte dieser letztem sind. Um diess zu beweisen, 
haben wir uns des anal>lischen HülCs - Satzes bedient, dass, wenn ßo = pqrs. .uv, diese 
Function als Factor des ersten Theiles der Gleichung (6) sich herausstellt Derselbe Satz 
besteht offenbar auch dann, wenn r = p+^q, s=p + c7q... und demnach iia = ^nf so 
dass auch: 

/dL5^Y a^^ _ « 4^ ^ i!^ /*^n Y d^5„ ^ 
Vdpy dq2 dp ' dq dpd« "^ V"^/ 7^"-" """"^^ 

und wird uns so dienen, um Aufschluss darüber zu erhalten, nach welchen Gesetzen die 
Wendungspuncte einer gegebenen Curve von besondern Arten singulärer Puncte verschlungen 
werden. 

Nehmen wir ferner auch noch: 

ßa = K% 

wobei K irgend eine Function von p und q ist, so ergibt sieb: 

dp dp ' dq dq ' 

dpdq |dp dq dpdq( ' 

-^ = ' 1("J - " w 

und wenn wir hiernach den ersten Theil der Gleichung (8) entwickeln, so kommt nach einer 
einfachen Reduction: 

)\d^J dq^ ^ dp dp dpdq"^Vdq/ dp^ 
Wenn insbesondere endlich: 

K = q + xp^ + «pq, 
so gibt die vollständige Entwicklung des letzten Ausdrucks: 

16KXl+ap)(Ä- a«p— a-q) = KHu. 
81. Nach diesen vorbereitenden analytischen Erörterungen, wollen wir nun wiederum 
für die allgemeine Gleichung einer Curve mit einer Spitze zweiter Art^ die folgende nehmen : 

i2„ = R2 + q ^3 4- ^5 + . . + 2„ « o. (9) 

und, von dieser Gleichung ausgehend, die Gleichung (8) entwickeln. Dann finden wir: 

KHu + q^a:?^ + ^5^ + • + ^n ^2n-4 = o . (^Ö) 

wobei die Functionen S^, J^s, la die frühern geblieben, ^y ^, ^»-4 aber neu eingefflhrl 
sind. Die durch die letzte Gleichung (10) dargestellte Curve schneidet die gegebene Curve 
(9) in den Wendungspuncten dieser letztern. Nach dem oben AngeHIhrten betragt die An* 
zahl derselben, weil 2n Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, 3n(ii— 2). Es bleibt uns 
hier nur noch zu untersuchen übrig, wie viele von diesen Wendungspuncten, indem sie in 
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die Spitze fallen, aufhören Wendungspuocte zu sein. Zu diesem Ende bemerken wir, dass 
die neue Curve (10) drei verschiedene Zweij^e hat, welche alle drei den Kegelschnitt K, 
auf der Tangente Q , dreipunctig oscnliren. ^) Jeder dieser drei Zweige schneidet also auch, 
wie dieser Kegelschnitt selbst, die gegebene Curve so, dass fünf Durchschnitte in der Spitze 
der Curve zusammenfallen. Hiernach reducirt sich die Anzahl der fraglichen Wendungspun- 
cte, weil die Spitze deren dreimal fttnf verschlungen hat, auf: 

3n(it— 2) — 15. 
82. Wenn wir die Gleichungen (1), (2), (3) und (4) der 77. Nummer, welche wir hier- 
nach vollständig bewiesen haben, mit den gleichbezeichneten Gleichungen der 76. Nummer 
vergleichen , so tritt uns sogleich die Bemerkung entgegen , dass jene vier Gleichungen in 
diesen enthalten sind, wenn, wir g=2l setzen. Eine Spitze z^veiter Art vertritt hiernach, 
wenn der Ausdruck gestattet ist, zwei sich 2ipunctig osculirende Curven-Zweige, oder auch 
2| consecutive, nicht auf derselben geraden Linie liegende, Doppelpuncte. 



*) Um diess zu zeigen, bemerken wir, dass die Gleichung (10) befriedigt wird, wenn wir zugleich: 

K> =. o, q2-32i + 2:,2t + . . + -Tn-Sin-i = o, 

setzen. Hieraus folgt» dass neun Durchschnitte der Curve (10) mit dem Kegelschnitte K in dem 
Berührungspuncte auf der Tangente Q zusammenfallen ; denn die durch die zweite der vorstehen- 
den Gleichungen dargestellte Curve hat acht Zweige, die in diesem Puncte sich schneiden^ und von 
welchen überdies« der eine den Kegelschnitt berührt. Hieraus folgt, dass die Curve (10) drei 
Zweige hat , welche alle drei diesen Kegelschnitt dreipunctig oscuUren. 

Zu demselben Resultate gelangen wir auch, wenn wir, nach der folgenden Schlussweise, die 
Ordnung der Annäherung der Curve an ^en Kegelschnitt K bestimmen. Der Einfachheit wegen, 
wollen wir, was, unbeschadet der Allgemeinheit, erlaubt ist, p und q in der Bedeutung rechtwink- 
liger Parallel-Coordinaten nehmen. Wenn wir solche Puncte betrachten, die auf irgend einem Cur- 
ven- Zweige, der die Linie Q in ihrem Durchschnitte mit der Linie P berührt, in unendlich klei- 
ner Entfernung vom Berührungspuncte liegen, so^ ist für diese p ein unendlich Kleines von derselben 
Ordnung, wahrend andrerseits q erst mit p* verglichen und gegen p vernachlässigt werden kann. 
Da sich überdiess die beiden linearen Functionen t und n auf Constante reduciren , so gibt , bei 
gehörigen Vernachlässigungen, die Gleichung der Curve für solche Puncte: ^ 

K» =a ^qp7 -a Ap», 
mithiii ist K unendlich klein von der dritten Ordnung. Es bedeutet aber K dasjenige Segment, 
das auf dem, von dem Puncte der Curve aus auf die Tangente Q gefällten Perpendikel, zwischen 
diesem Puncte und dem Kegelschnitte , liegt. Demjenigen Puncte nemlich , in welchem dieses 
Perpendikel den Kegelschnitt schneidet^ entspricht derselbe Werth von p und wenn wir den ent- . 
sprechenden Werth von q durch einen Accent unterscheiden, so kommt: 

q + «p» + «pq =» o, 
und wenn wir diese Gleichung von der identischen Gleichung: 

q + xp» + irpq = K, 
abziehen : 

(l+«p)(q-q') » K, 

voraus , wena wir ctp gegen 1 Tcniacblänigen , 

K-q-,' 

sich ergibt Somit ist dargethan, dass die Ordnung der Annäherung der verschiedenen Curren- 

Zweige an den Kegelschnitt die zweite ist 

Ich habe diese Erörterung der Behauptung des Textes hier aus dem Grunde noch beigefügt, 

weil wir in allen ähnlichen Fällen, auf gleiche Weise verfahren können; und bemerken in dieser 

Hinsicht schliesslich nur noch , dass überhaupt die allgemeinere Function : 

Ä = q -h -Zi + ^3 + • • 
dieselbe Bedeutung hat als die Function K, wenn sie auf denselben Punct , wie diese in dem Vor- 
stehenden, bezogen wird. 
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Wir setzen uns keiner Gefahr su irren aus, wenn wir, auch ohne directe BestiUigung 
der Resultate, diese Anschauung weiter ausdehnen. Es kann nemlirh eine Spitae «weiter 
Art j während rie mit ihrer Tangente nur einen gew4(hnlichen Contact behält, von swei sol- 

chen Zweigen gebildet werden, die nnter einander einen Contact von irgend einer — ^- 

Ordnung haben , und bildet dann die Uebergangs-Stufe von einem Contacte der t. sn einen 
Contacte der (ft+1). Ordnung. Auch dann behalten, indem wir g=h'hi setzen, so dass g 
irgend eine ganze Zahl, vermehrt um eine halbe Einheit, bedeutet, die eben angezogenen 
Gleichungen der 76. Nummer ihre Geltung. Es ist : 

m = Ji(»— 1) — 2g , 
V = 3ii(»-2) — eg, 

u = in(n^2)(n'—9) — 9ln(n^t) — (g-hH)] , 
n = »(m— 1) — 2i« — 3r — 2y. 
Die Curven der 4. Ordnung liefern hier die folgenden beiden Beispiele: 

n = o, *=.2i, m = 7, r = 9, « = 3; 
" 5^ = 3$, m = 5, r=8, « = 0. 

83. Nach dem Princip der bisherigen Erörterungen ist es leicht , auch denjenigen Fall 
zu discutiren , das^s die Curve überhaupt, neben x Doppelpuncten und y Spitzen erster Art, 
z Spitzen zweiter Art hat. Wir wollen hier indess die Beschränkung machen, dais diese 
Spitzen gewöhnliche sind , das heisst solche , deren Schenkel unter einander einea Sipuncti« 
gen Coutact haben. Hier ergeben sich die folgenden vier Relationen : 

m « »(n— 1) ^ 2ap — 3y — 6«, 
r =5 3ii(ii— 2) — ea? — 8y — 15«, 
u = Jn(n— 2)(n2-9) — (2x+3y)(ii(ii— 1) — 6) — 5«(ii(ii— 1) — 7) + 2x(x— 1) + 2y(y— 1) 

-f \^z(z^i) + exg -f lOxz + tbgzy 
n = m(in— 1) — 2ii — 3i; — 5«. 
Die Curven der 4. Ordnung liefern hier zwei Beispiele , sie können , neben einer Spitze 
zweiter Art, einen Doppelpunct oder auch eine Spitze erster Art haben. Diesem entspricht: 
11 = 4, » = i, if = o, x^l, m = 6, r = 3, «=1, 
• » Jf = ty x = o, in = 4, r = l, tt = o. 

Fig 38. ^'"^ merkwürdiges, hierher gehöriges Beispiel bieten die Curven der 5. Ordnung, wel- 
che, wenn sie drei Spitzen zweiter Art haben, alle ihre Doppeltangenten und M'endungs- 
pnncte verlieren. Alsdann ist : 

|}asm = 5, y=p«0, 3[7r=lfz=0. 

Die Anschauung einer solchen Curve mit einer einzigen reellen Asymptote gibt die 38. Figur. — 

84. Um alle untergeordneten Arten von Doppelpuncten zu erschöpfen, bleiben uns 
noch zwei Fälle zu discutiren übrig. Es können sich zwei solche Curven-Zweige berühren, 
welche mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente nicht bloss einen gewöhnlichen, sondern einen 
mehrpunctigen Contact haben, und es kann eine Spitze erster Art auch von zwei solchen 
Schenkeln gebildet werden, welche unter einander mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente einen 
Contact von einer hohem Ordnung haben. 

Hier können wir nur den erstgenannten Fall, und zwar nur unter der Voraussetzung, dass von 
den beiden sich berührenden Zweigen, der eine mit ihrer gemeinschaftlichen Tangeute einen ge- 
wöhnlichen Contact hat, während die Ordnung des Contacts für den andern Zweig jede beliebige 
sein kann, behandeln. Wir wollen zunächst annehmen, ein Fall, der schon bei Curven der 5. Ord- 
nung eintreten kann , dass ein Zweig mit der Tann^ente einen dreipunctigen und der andere 
eben gewöhnlichen Contact habe. Dieser Annahme entspricht die nachstehende Gleichung: 
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q2 H- q(:S,+I^) + Js + 



4- ^ 



) 



nit einer ilberzähligen Constanten , welche darauf kommt, dass die Richtung der geraden 
Linie P jede beliebige sein kann. Differentilren wir diese Gleichung in Beziehung auf q, so 
kommt , indem wir nur die Form der resultirenden Gleichung berücksichtigen , 

2q -h r, + :?3 + - 4 + • • + -n-i = o. 

Diese Gleichung stellt eine Curve dar, welche die Curve (1) in n(ii— 1) Puncten schneidet. 
Von diesen fallen aber, weil jene Curve einen solchen Zweig hat, der die Linie Q und also 
'auch die beiden sich berührenden Zweige der Curve (1) einfach berührt, vier in dem Be- 
rührungspuncte zusammen. Also gibt es , wie wenn die beiden Zweige der Curve sich bloss 
einfach berührten , (n(it— 1) — 4) Tangenten, die sich, nach gegebener Richtung an die Curve 
legen lassen. 

Wenn wir die Gleichung (8) der 80. Nummer entwickeln , indem wir 

fin = q^ + q(-2+^3) + ^6 + • • + -u 

setzen, so erhalten wir, mit Berücksichtigung der in der genannten Nummer aufgestellten 
analytischen Relationen, für die resultirende Gleichung die nachstehende Form: 

ql,i\ + q:?3^4 + ^sTö + . . -h 3„r,n-., = 0. 
Die bezügliche Curve hat einen fünffachen Punct mit fünf osculirenden Tangenten, von weU 
eben die eine mit der Tangente Q der gegebenen Curve (1) zusammenfällt. Also fallen von 
den Durchschnitten der beiden Curven 13 in den Bertihningspunct. Von diesen kommen 5 
auf den an der Tangente Q sich hinziehenden Zweig und 2 auf jeden der vier übrigen 
Zweige , M'elche den fünffachen Punct bilden. Eben so viele Wendungspuncte der gegebenen 
Curve verschwinden, mit Ausnahme eines einzigen, der in den Berührungspunct fällt, und 
dem einen Curven-Zweige angehört. Also verschlingt der Berührungspunct hier keine grös- 
sere Anzahl von Wendungspuncten, als wenn zwei gewöhnliche Zweige sich berührten. 

Hiernach bedarf der fragliche Fall keiner weitern Discussion mehr. Dasselbe gilt; wenn 
der dreipunctig osculirende Zweig durch einen mehrpunctig osculirenden Zweig ersetzt wird. 
Es gelten hier ebenfalls die Zahlbestimmungen der 76. Nummer (wo wir g=2 nehmen müs- 
sen). Nur ist zu bemerken, dass in dem Berührungspuncte auf einer jiipunctig osculirenden 
Tangente (m— 2) Wendungspuncte zusammenfallen. Auf diesen Fall bezieht sich die folgende 
Gleichung : 

q2 + q(Z+-3 + - • + ^») + :?in+2 + • • + 5i « 0. — 
85. Wir wollen uns nun zur Betrachtung solcher drei- und mehrfachen Puncte 
wenden, welche entstehen, indem drei oder mehrere vollständige (reelle oder imaginäre) Cur- 
ven-Zweige in demselben Puncte sich schneiden. Die allgemeine Gleichung einer' Curve der 
n. Ordnung mit einem solchen dreifachen Puncte ist, mit Beibehaltung der bisherigen Be- 



*y Wir überzeugen uns, auch ohne zu der 11. Nummer zurückzugehen, direct davon, dass diese Form 
dem rraglichen Falle wirklich entspricht, wenn wir berücksichtigen, dass für Nachbarpuncte des 
ßerQhrungspunctes, aus der Gleichung des Textes die nachsiehende zwiefache Relation sich ergibt: 



q + 2i + -r, « 



q ■» — 



- :?! = ^ = *p', 

q ^ 

t 

^ „^ ^nS 



Die Gurre hat also einen Zweig, welcher von der durch die Gleichung: 

q+ 2;. +-2i = o, ' 
dargestellten Cnrve dreipunctig osculirt und von deren Tangente Q also einfach berührt wird, 
wahrend dieselbe Tangente einen andern Zweig dreipunctig osculirt. 
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Zeichnung, die folgende: 

2i + 3, + . . + J„ = o. (1) 

Diese Gleichung hat zwei übersahlige Constauten, welche auf die willkührliche Richtung der, 
den beiden linearen Functionen p und q entsprechenden und in dem dreifachen Puncte sich 
schneidenden, geraden Linie kommen. Die drei Tangenten dieses Punctes werden durdi die 
Gleichung: 

dargestellt; wir setzen hier voraus, dass nicht zwei dfeser drei Tangenten zusammenfallen. 
DüFerentiiren wir diese Gleichung , etwa in Beziehung auf q, so kommt zur Bestimmung der 
Berührungspuncte auf den mit der geraden Linie Q parallelen Tangenten der gegebenen 
Curve eine Gleichung von der folgenden Form: 

-2 + ^ J + ■ • + - n^i = O. (2) 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve der (n — 1). Ordnung hat zwei solche Zweige, 
welche beide durch den dreifachen Punct der gegebenen Curve gehen. Sechs Durchschnitts- 
puncte der beiden Curven fallen hiemach in dem dreifachen Puncte zusammen und um eben 
so viele Einheiten vermindert sich die Anzahl derjenigen Tangenten, welche, idi Allgemeinen, 
nach gegebener Richtung an die gegebene Curve sich legen lassen. Hiernach ist 

m = n(n—t) — 6. 

Es ist augenfällig, dass, wenn wir an die Stelle der Curve (1) eine Curve mit einem 
j^facheu Puncte setzen, die Curve (2) durch eine Curve mit einem (g — ])fachen Puncte, des- 
sen Tangenten mit den Tangenten des ^fachen Punctes im Allgemeinen nicht zusammenfallen, 
vertreten wird, und dass alsdann also die beiden Curven sich nur in \n(n — 1) — g(g — 1)| 
Punctcn schneiden, so dass also überhaupt: 

m = 11(11—1) — g(g—l). 

86. Um die Anzahl der Wendungspuncte, welche eine Curve dadurch verliert, dass sie 
einen drei- oder überhaupt j^fachen Punct erhält, zu bestimmen, M^enden wir uns wiederum 
zur Gleichung (8) der 80. Nummer, indem wir hier die folgende Functions -Bestimmung zu 
Grunde legen: 

wobei wir , damit die Tangenten des ^fachen Punctes nicht zusammenfallen , zugleich vor- 
aussetzen , dass 2g keine gleichen Factoren habe. Wenn wir mit Rücksicht auf die analy- 
tischen Entwicklungen der eben angeführten Nummer entwickeln, so kommt: 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve schneidet die gegebene in den Wendungspuncten 
dieser letztem. Wir haben hier nur zu untersuchen , wie viele von diesen Puncten , indem 
sie in den ^fachen Punct der gegebenen Curve fallen, aufhören Wendungspuncte dieser Curve 
zu sein; denn, in dem allgemeinen Falle, den wir betrachten, hat keiner der g Zweige, 
welche den j^fachen Punct bilden , in diesem Puncte einen Wendungspunct. Die Curve (3) 
hat einen (3^ — 4)fachen Punct und unter den (3g — 4) Zweigen, weiche in demselben sich 
schneiden , befinden sich g solche , welche bezüglich mit denjenigen g Zweigen , welche den 
j^facben Punct der gegebenen Curve bilden, die g geraden Linien Sg zu gemeinschaftlichen 
Tangenten haben. Jeder der g Zweige der gegebenen Curve schneidet also die Curve (3) 
so, dass von den 3it(n-2} nicht unendlich weit liegenden Durchschnittspuncten 3(jf— 1) 
in den jrfachen Punct fallen. Dieser Punct verschlingt also im Ganzen Sgig^l} Wendungs- 
puncte nnd somit erhalten wir: 

r = 3}n(Ji-2) - j(j-l)|. 
Ein Doppelpunct nimmt hiernach (wie früher schon nachgewiesen worden ist) : 6 , ein 



S. 4. Gegenseitige Beziehung derselben. 325 

3 8 4 S 

dreifacher Pimct: 18 s ^*'t^, ein vierfacher Punct: 86 s 6-t-^ ^ ein j^facher Punct: 

X <• SB X • S 

^' i~i" Wendungspunctc in sich auf. 

87. Nach den beiden vorhergehenden NiUDmern könnmi wir die Formeln der 68. Nummer 
nun auch auf den Fall mehrfacher Puncte ausdehnen. 

Zuerst wollen wir den Fall betrachten, dass eine Curve der n. Ordnung^ einen einzel- 
nen jffachen Puncto aber keine Doppelpuncte , hat. Alsdann ergeben sich die nachste- 
henden vier Gleichungen: 

»»= n(»— 1) — jCsf— 1), 
r = 3[ii(n-2)— ^(^— 1)], 
« =t 5ii(n---2)(n2— 9) — ^r^— «[»(n^l) — {^(jr— 1) — 5], 

n = mOn — 1) — 2u — 3r. 
Die vierte dieser Gleichungen ergibt sich unmittelbar, weil die Polar- Curve der gegebenen 
keinen singulären Punct hat, der durch den ^fachen Punct hervorgerufen wird, sondern nur^ 
diesem entsprechend , eine singulare gerade Linie , welche zugleich g Zweige berührt. Die 
dritte der vorstehenden Gleichungen wollen wir vorerst als eine algebraische Folge aus den 
drei übrigen ansehen. 

Als Beispiel möge eine Curve der 5. Ordnung mit einem vierfachen Punct dienen, 
alsdann ist: 

11=5, ^4, »1=20—12=8, r=45— 36=9, «=120—12.9=12, «=56—3.9—2.12=5. 
Ist der mehrfache Punct ein bloss dreifacher, so kommt ^ indem wir ^«=3 setzen: 

»1= n(n —ij — 6, 
V = 3n(n— 2) — 18 , 
u = lnin—2Kn^'-9) — 6(n(n— 1) — 8), 
n = m(m — 1) — 2u — 3r. 
Die Curven der vierten Ordnung bieten hier das einfachste Beispiel : 
M=s4, ^ = 3, »1=12—6=6, » = 24—18 = 6, M = 28— 6.4 = 4^ «=30—3.6—2.4 = 4. 

88. Die Theorie der vielfachen Puncte lässt'^ich auf die Theorie der Doppelpuncte zu- Fig. 39. 
rtickführen. In der 39. Figur schneiden sich drei Curven - Zweige paarweise in den drei 
Puncten u, ai und a^ und bilden so drei Doppelpuncte. Fallen diese drei Doppelpuncte, nach 
allmähliger Annäherung , zusammen , so dass die drei Zweige in einem einzigen Puncte sich 
schneiden, so entsteht ein dreifacher Punct. Für die Tangtoten dieses Punctes können 

wir die drei geraden Linien PP, QQ und RR nehmen, welche die drei Doppelpuncte paar- 
weise verbinden. Jede andere gerade Linie MM, die mit diesen nicht als zusammenfallend 
zu betrachten ist , enthalt nur drei Durchschnitte mit der Curve. 

Vier Curven - Zweige, die durch denselben Punct gehen, bilden einen vierfachen Punct; 
verrückt man diese Zweige um geringe Strecken, so schneiden sie sich in der Umgegend 
des frühem vierfachen Punctes in sechs Puncten und bilden so sechs Doppelpuncte. Als 
die Tangenten des vierfachen Punctes können wir diejenigen vier geraden Linien ansehen, 
welche swei beliebige der drei, auf jedem der vier Zweige liegenden, Doppelpuncte ver- 
binden. 

Auf gleiche Weise fallen in ebem füiiiFadien Puncte ssehn und in einem ^fachen Puncte 
überhauqt IjfCjf— 1) Doppelpuncte zusammen; 

89. Nach den Betrachtungsweisen der vorigen Nummer reducirt ein j^facher Punct einer 
gegebenen Curve die Ordnung der Polar- Curve um so viele Einheiten, als ein System von 
i^Cjf— 1) Doppelpuncten , nemlich, in Einklang mit der 85. Nummer^ um gig—1) Einheiten. 

29 
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£8 ergibt sich auf diesem Wege auch dieselbe Reduction in der Anzahl der Wendungs- 
puncte, welche wir in der 86. Nummer auf analytischem Wege erhalten haben. 

Endlich erhalten wir auch noch unmittelbar die Bestimmung der Anzahl der übrig blei- 
benden Doppel-Tangenten, eine Bestimmung , die wir bisher nur auf indirectem Wege erhal- 
ten haben. Denn nach der 65. Nummer beträgt die Reduction der Doppeltangenten für eine 
Anzahl von ig(g^l') Doppelpuncten , und also auch für einen fachen Pnnct: 

(»i(w-l)-6) ^(^-.1) - gCs-lXlgig-t) — J), 
= [»(n-l) — ig(g-i:> - 5]^c^-.l). 

Diese Reduction beträgt also insbesondere für einen dreifachen Punct 6(n(ii— 1) — 8), für 
einen vierfachen Punct 12Cn(}t— 1) — 11), und so fort. 

90. Die folgenden Erörterungen füge ich hinzu, damit wir die Noth wendigkeit 
der letzten Resultate einsehen. 

Wir wollen in dieser Absicht zuvörderst die Anzahl derjenigen Tangenten bestimmen, 
welche, von dem (^fachen Puncte der gegebenen Curve: 

aus , an diese sich legen lassen. Zu diesem Ende wollen wir , wie in der 65. Nummer, die 
vorstehende Gleichung vollständig differentiiren und dann, nach der Differentialion dp durch 
p und dq durch q ersetzen. Auf diesem Wege gelangen wir, mit Berücksichtigung des Theo- 
rems über homogene Functionen zu der nachstehenden Gleichung : 

g^g + 04-l)-g+i + • • + n-Sn = o, 
und aus der Zusammenstellung dieser Gleichung mit der Gleichung der Curve ergibt sich : 

Diese Gleichung stellt eine Curve der (n — 1). Ordnung dar, welche ebenfalls im Durchschnitte 
der beeiden geraden Linien P und Q einen jffachen Punct hat und zwar in der Art, dass die 
g Tangenten der beiden ^fachen Puncte zusammenfallen. Jeder der ^'Zweige der einen 
Curve , welcher durch den jffachen Punct geht , schneidet die andere Curve so , dass (^1) 
Durchschnittspuncte in diesem Puncte zusammenfallen. Hiemach reducirt sich die Anzahl der 
Durchschnittspuncte der beiden Curven, wenn wir von' denjenigen, welche in den ^fachen 
Punct fallen , absehen , auf: 

«(n—l) — ^f^+1). 
Dasselbe ist also auch die Anzahl derjenigen Tangenten , welche sich, von dem ^fachen Pun- 
cte aus , an die gegebene Curve legen lassen , und auf welchen die Berührungspuncte nicht 
mit diesem Puncte zusammenfallen. 4ede solche Tangente, welche, des j^fachen Punctes we- 
gen, g(g — 1) Mal gezählt werden muss, ist als eine Pseudo- Doppeltangente anzusehen. 
Diess gibt in der Anzahl der Doppeltangenten eine erste Reduction von 

^(J— 1) {»(»-1) - g(g^i)\ 
Einheiten. Die noch übrige Reduction betriffl; diejenigen Doppeltangenten , die der flache 
Punct unmittelbar verschlingt, in der Art, dass, wenn wir diesen Punct in igig—1^ 
Doppelpuncte auflösen , je zwei dieser Doppelpuncte , im Allgemeinen , vier gemeinsehaflliehe 
Tangenten haben. Ich sage im Allgemeinen , denn der Gedanke liegt nicht fem , dass es 
hierbei einen Unterschied mache, ob die beiden Doppelpuncte auf demselben Zweige liegen 
oder nicht. Es beträgt aber die noch übrigbleibende Reduction: 

^Cjr-l)|iHit^l) — 1^5-^1) - 5} — ^(J-1)|«(ä-1) — 5(y+l)| 

= 5^-l){5fy+3) — lOj 2 r. 
Wir wollen , der Kürze halber , 
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i9(9-tX9r-2) =s\ 

setzen , dann haben wir 5' + ff" = ^ , nnd die ohige Anzahl der Doppeltang^eaten , welche der 
j^fache Piinct unmittelbar verschlingt, ist durch den folgenden Ausdruck gegeben: 

4s 4- Ss' = r. 

In Beziehung auf diesen Ausdruck bemerken wir Folgendes. Es lassen sich überhaupt 
die lg(g — 1) Doppelpuncte auf ^malige W<rise paarweise zusanunenstellen. Von diesen Dop- 
pelpuncten liegen (jf — 1) auf jedem Zweige ; diese lassen sich auf |(jf^l)(^—2)malige Weise 
zu zwei combiniren; wonach unter s Combinationen g" Combinalionen von solchen zwei 
Puncten, die demselben Zweige und also s Combinationen von Puncten, die zwei verschie- 
denen Zweigen angehören, sich befinden. Wir kommen auf diesem Wege zu der wahr- 
scheinlichen Erklärung, dass jede Combination zweier derjenigen Doppelpuncte, in welche der 
jffache Punct sich auflösen lässt, je nachdem diese Puncto auf zwei verschiedenen oder auf 
demselben Zweige liegen, vier oder acht Doppeltangenten fortnimmt. Es würde eine 
grosse Divinations - Gabe dazu gehören , ohne einen analytischen Fingerzeig ein solches Re- 
sultat aus unmittelbarer Anschauung herzunehmen, und viel Kühnheit, bloss auf diese gestützt, 
es zu behaupten. — 

91. Wir können die Formeln der 87. Nummer, nach dem ihrer Construction zu Grunde 
liegendem Princip , auch unmittelbar auf denjenigen Fall erweitem, dass die Curve mehrere 
vielfache Puncte und neben diesen zugleich auch Doppelpuncte und Spitzen erster Art hat. 
Wir wollen hier aber nicht über dreifache Pnncte hinausgehen. 

Wenn eine Curve der »• Ordnung w dreifache Puncte aber keine Doppelpuncte hat,' so 
bestehen die folgenden Zahl -Bestimmungen: 

m =; ii(n— 1) — 6Wy 
V = 8ii(n— 2) — 18tr, 

u = JwCii— 2)(ii2— 9) — 6w(n(«-l) — 8) -f 18ir(ir— 1),^) 
n = inCni — 1) — 2tf — 3r. 
Für Curvdu der 6. Ordnung ergeben sich hier die folgenden drei Fälle : 

ip = 1, jfi - 2i, r = 54, M = 192, 
ip = 2, « = 18, r = 36, 1« = 96, 
IT = 3, »1 = 12, r = 18, 11 = 36. 
Wir könnten auch w = 4 setzen, und erhielten dann: 

jh = 6, r = 0, M = 12. 

In diesem Falle aber löset sich die Curve der 6. Ordnung in ein System dreier durch die- 
selben vier Puncte gehenden Kegelschnitte auf, welche, in Uebercinstimmung mit den letzten 
Resultaten , keine Wendungspuncte und zu je zwei vier gemeinschaftliche Tangenten haben. 

92. Wenn eine Curve, neben w dreifachen Puncten, zugleich noch x Doppelpuncte und 
y Spitzen erster Art hat, so ergibt sich das System der folgenden vier Gleichungen: 



*) Die RediicUoa la dieB^m Folie ist ncnlicli offenbar clai wfache derjenigen , die in dem Felle eines 
einzigen dreifachen Punctes Sutt findet, weniger 36 Mal (zwei dreifaciie Paocte haben 36 ge- 
meinschaiUiche Pseudo - Tacngeaten] die Anzahl der Combinationen der w dreifachen Pimcle zu 
zwei. 
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= «(n— 1) — to — % — 6ir , 
r = Sii(»— 2) — ex — 8jf — 18», 
u = .|fi(ii^2)(it2— 9) — (2x+3y)(ii(ii— 1) — 6) — 6ir(ii(it-l) — 8) 
+ 2x(a:— 1) + iy(y-l) + 18ir(ir— 1) + eay + 12xw + ISytr» 

n as mCm-^l) — 2« — 3t?. 

Bei Ciirven der 5. Ordnung mit einem dreiCacheu Puncte stellen sich hiernach die 
folgenden möglichen Fälle heraus: 
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Die Entwicklungen des vorstehenden Paragraphen könnten wir weiter verfolgen, und 
insbesondere auch auf diejenigen Falle ausdehnen, wo, indem die Tangenten eines mehrfa^ 
chen Punctes 'Me oder zum Th^il zusammenfallen , die Curve m diesem Puncte irgend eine 
der mannigfaltigen Gestaltungen erhalt, die überhaupt möglich sind und mit denen wir uns 
im ersten Paragraphen dieses Abschnittes beschäftigt haben. Doch diese Untersuchungen wür- 
den uns hier zu sehr ins Besondere führen. Wir brechen dieselben darum hier ab. — 



§. 5. 

Heber Üoppel-Tangrenten der Cturveii« iMSofe» ni*ii sich diese dwreh ei 
besciiriebeB^ vorstellt« Diseussloa der allgreineiiteit GleicKvjiff der 

vierten OrdA«ji|| luiter der Formi pqrs 4- ^ß| =s o. 



der 



93. Sobald wir uns eine Curve durch eine gerade Linie umhüllt vorstellen iuid , dem 
entsprechend, durch eine Gleichung zwischen Linien - Coordinaten ausdrücken , so sind die 
Untersuchungen über Doppel-Tangeuten den Untersuchungen über Doppelpuncte, wie wir sie 
in den ersten Paragraphen dieses Abschnittes, wo wir uns die Curve, als durch eben Punct 
beschrieben, vorstellen, ganz analog, und alle bisher gewonnenen Resultate lassen sich 
durch das Princip der Reciprocität unmittelbar Übertragen. Eine ganz andere Gestalt aber 
nimmt die Frage an , wenn wir die bisher vorzugsweise zu Grunde gelegte Vorstellung von 
der Beschreibung einer Curve durch einen Punct und die Darstellung derselben durch Punct- 
Coordinatf n (wenn wir wollen, gewöhnliche Parallel-Coordinaten) festhalten, und dann nach 
den Doppel-Tangenten der Curve fragen. Hierüber exisüren, soviel ich weiss, noch keine 
Untersuchungen. In der ersten Nummer des ersten Paragraphen dieses Abschnittes habe ich 
bereits darauf hingedeutet , wovon, im Allgemeinen, die analytische Bestimmung der Doppel- 
Tangenten abhängt. Ich finde indess auf diesem Wege Schwierigkeit, auch nur die Anzahl 
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der Doppel-Tangenten einer Cnnre der 4. Ordnung su bestinunen. *) Unsere Betraclitungs. 
weisen gestatten uns indess, diesen Gegenstand, so weit er die Curven dieser Ordnung be- 



*) Um diete analytische BaUiimnung zu machen, bietet sich mir kein kürzerer Weg dar, als der foU 
^ende, der aus demselben Princip hervorgeht, auf welches Enler, am Ende des 19. Capitels des 
2* Buches seiner Einleitung in die Analysis, seine Eliminations-Methode gegründet hat. 
Wenn wir zwisdien der Gleichung einer gegebenen Curve der vierten Ordnung: 

Ä4S F(q,p) 9 o, 
und der Gleichung: 

q ■» jfp -f- y, 

welche f bei gehöriger Bestimmung der beiden Coustanten x und y jede beliebige gerade Linie dar- 
steilen kann, die eine der beiden linearen Functionen, etwa q, eliminiren, so ergibt sich eine Glei* 
chung von der folgenden Form: 

Ap* + Bp» + Cp» + Dp + E =3 o. (ä) 

Die Coefficienten in dieser Gleichung enthalten, neben den 14 linearen Constanten der gegebenen 
Curve, die beiden unbestimmten Coefficienten bis zur 4* Potenz. Machen wir die doppelte Be- 
stimmung, dass die vorstehende Gleichung zwei Paare gleicher Wurzeln habe, so erhalten wir da- 
durch zwei Bedingungs - Gleichungen zwischen den Coefficienten dieser Gleichung, welche zur Be- 
stimmung von X und y hinreichen. Die bezugliche gerade Linie wird alsdann zur Doppel-Tangente 
und die beiden gleichen Wurzeln der vorstehenden Gleichung geben die beideii Beruhrungspuncte auf 
den beiden Doppel -Tangenten. 

Differentiiren wir zuvörderst, um jene beiden Bedingungs - Gleichungen abzuleiten, die Glei- 
chung (a) , so kommt : 

4Äp3 + 3Bp» + 2Cp -1- D Ä , (b) 

und es bleibt nur noch übrig auszudrücken, dass die beiden Gleichungen {a) und (&) einen gemein- 
schaftlichen Factor des zweiten Grades haben. Stellen wir diesen durch: 

p» + Fp + G, 
dar, so ergeben sich, indem wir durch T, U und V drei unbestimmte Coefficienten bezeichnen, die 
folgenden beiden Form- Bestimmungen : 

Ap«+Bp'+Cp'+Dp+R ..,„.„ 
p»+Kp+G = Ap'+Tp+l' . 

4Ap»+3B p«+2Cp+D _,, .^. . 

and hieraus die idenUfehe Gleichung: 

Ap*-f.Bp»-i-Cp»+Dp+E _ 4Ap»+3Bp«+2Cp+D 
Api+lp+U ■" 4Ap+V ' 

welche bis zum 5. Grade ansteigt, und in welcher die Coefficienten aller einzelnen Potenzen vpn p 
verschwinden müssen. Hiernach finden wir die folgenden Relationen: 

A(V— 4T+B) s= o, 
BV— 3BT— 4AU-f2AC « o, 
CV-2CT— 3BU-I-3AD = o, 
DV- DT -2CÜ+4AE « o, 
EV » DU. 
Wenn wir zwischen diesen- fu^f Gleichungen die drei unbestimmten Coefficienten T, U und V ell- 
^miniren» so erhalten wir die beiden verlangten Gleichungen. Eliminiren wir zuvörderst, durch 
Hülfe der letztem aus der zweiten, dritten und vierten den Goefficienteii U, so kommt: 

V — 4T +. B = o, 

(BD— 4AE)V — 3BDT + 2ACD » o, 

(CD-3BE)V — 2CDT + 3AD» a o, 

(D» — 2CE)V — D>T + 4AED » o ; 

und wenn wir ferner, durch Hülfe der ersten Gleichung, T eliminiren, ergibt sich: 
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trÜR, direet aiURigfreifen und in gewisser Hinsicht 2u erschöpfen. Bei Carmen der dritten 
Ordnung kann von Doppel-Tang^enten noch nkht die Rede sein, weil die Ezistenx derselben 
voraussetzt, dass die Curve von einer geraden Linie wenigstens in vier Pnncten geschnitten 
werde. Bei Curven der vierten Ordnung betragt die Anzahl der Doppeltangenten plötzlidi 
schon 28 und bei CuiTen höherer Ordnungen steigt dieselbe so schnell, dass von einer voll- 
ständigen Discussion derselben fttglich nicht mehr die Rede sein kann. 

9J. Indem wir die vier Asymptoten einer Curve der vierten Ordnung in Evidenz tre- 
ten lassen, erhalten wir, nach den frtihern Betrachtungsweisen, fflr eine solche Curve die 
folgende Gleichung: 

pqrs + /'ßi = 0. 
Diese Gleichung ist, weil sie vierzehn von einander unabhängige Constanten enthalt, die 
allgemeine der Curven der genannten Ordnung. Schreiben wir im zweiten Theile der vor- 
stehenden Gleichung, statt ii^y das Quadrat dieser Function, so bleibt sie vom vierten Grade 
und behalt ihre vierzehn , von einander unabhängigen , Constanten. Sie ist also , nach wie 
vor, die allgemeine Gleichung der Curven der vierten Ordnung. Die in der neuen Gleichung: 

pqrs + /ußj = o , (1) 

vorkommenden Functionen erhalten aber, in Beziehung zur Curve, eine ganz andere Bedeu- 
tnng , welche sich sogleich aus der Form dieser Gleichung ergibt. 

Die Gleichung (1) wird auf viermalige Weise befriedigt , indem wir 

p = 0, 

Z ' ) ^^^ zugleich £21 = Oy 

s = o, 

setzen. Jede der ner geraden Linien P, Q, R und S, welche den vier linearen Functionen 
p, q, r und s entsprechen , schneidet also die gegebene Curve vierter Ordnung so , dass die 
jedesmaligen vier Durchschnittspuncte paarweise zusammen&llen und zwar in den beiden 
Durchschnittspuncten derselben geraden Linie mit dem, durch die folgende Gleichung: 

fl, = 

dargestellten Kegelschnitte. Hieraus folgt , dass die genannten vier geraden Linien; im All- 
gemeinen , Dop pel-Tan gen ten der gegebenen Curve vierter Ordnung sind und dass ein 
und derselbe Kegelschnitt ß^ durch die viermal zwei Bertthrungspuncte auf diesen vier Dop* 
pel-Tangenten geht. Wenn wir also drei Doppel-Tangenten, P, Q, R, einer gegebenen Curve 
der vierten Ordnung kennen und auf jeder der beiden ersten, P, Q, die beiden und auf der 
dritten, R, einen der beiden Bertthrungspuncte: so können wir durch diese ffinf Puncte immer 
einen einzigen Kegelschnilt legen. Dieser Kegelschnitt, ßj, schneidet alsdann die dritte Tan- 
gente R auch noch in Ihrem zweiten Bertihrungspuncte mit der gegebenen Curve vierter 
Ordnung. Derselbe Kegelschnitt schneidet diese Curve ausserdem noch in zwei Pnncten; die- 
jenige gerade Linie, welche diese beiden Puncte verbindet, ist die vierte Doppel - Tangente 
S und die beiden Puncte selbst die Bertthrungspuncte auf ihr. 



(BD— 16AE)V + (8AC— 3B»)D =;= o, 
(CD— 6BE)T + (6AD— BC)D s o, 
(3D^— 8CE)V -f- (töAE— BD)D sa o. 

liieraach brauchen wir bloss die drei AVertke für — aus diesen GleichuDgeo zu nehmen und ein- 
ander gleich zu fetzen. 
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Die Form der Gleicbmif (1) spricht also, weil, diese GleichuDf die notliweAdige und 
hinreichende Ansahl von Constanten einschliesst, den nachstehenden Satz aus : 

Die drei Paare von Berührungspunctea auf irg^end drei Doppel-Tan«. 
gcnten einer gef ebenen Curve vierter Ordnung bilden ein solches 
Sechseck, um welches ein Kegelschnitt sich beschreiben lässt Der- 
selbe Kegelschnitt geht ausserdem auch noch durch die beiden Beruh- 
rungspuncte auf einer vierten Doppeltangente. 

95. Wenn wir in der Gleichung der Curve den constanten Coefficienten isQliren, so 
konunt r 

pqrs 



/t = — 






Anf welchen Punct die Function ßj auch bezogen werden mag , der Werth von i2} bleibt 
immer positiv ; für eine gegebene Curve hat /u einen gegebenen Werth. Hiemach zeigt die 
vorstehende Gleichung , dass , wenn für veradiiedene Puncto der Curve die vier linearen 
Functionen p, q, r und s ihr Zeichen andern, diess immer nur in der Art geschehen kann, 
dass das Zeichen des Productes aller vier immer dasselbe bleibt. Um also von einem Puncto 
der Curve su einem andern zu gelangen , müssen wir nothwendig > eine gerade Anzahl der 
vier Doppel-Tangenten P, Q, R und S überschreiten, wenn überhaupt eine von diesen Tan- 
genten überschritten wird. Wenn wjr also irgend einen Punct der Curve kennen und diese 
vier Doppeltangenten derselben gegeben sind, so können wir unmittelbar darüber entschei- 
den, in welchen der elf von diesen Doppel-Tangenten gebildeten Flachen-BAumen die Curve 
sich erstrecken kann. 

96. Jede der vier geraden Linien P, Q, R und S kann, unabhängig von den drei übri- 
gen, den Kegelschnitt Hz in swet reellen Puncten schneiden, diesem Kegelschnitte gar nicht 
begegnen oder endlich denselben berühren. Es sind, dem entsprechend, in der Voraussetzung, 
dass die Doppel-Tangenten, und hiernach auch die linearen Functionen p, q, r und s reell 
sind , in Beziehung auf jede der Doppel-Tangenten, drei verschiedene Falle zu unterscheiden* 

1) Zwei reelle Zweige der Curve berühren die Doppel- Tangente in zwei verschiede- 
nen Puncten ;• 

2) die beiden Curven - Zweige und zugleich mit ihnen also auch die beiden Berüh- 
rungspuncte sind imaginär; 

3) die beiden Berfihrungspuncte (allen, in dem Uebergangs - Falle , zusammen. 

So wie die beiden Durchschnittspuncte einer geraden Linie mit dem Kegelschnitte iii 
nothwendig beide reell oder beide imaginär sind , so sind auch die beiden Curven - Zweige, 
welche eine Doppel-Tangente berühren, beide reell oder beide imaginär. In dem Uebergangs- 
Falle ist von den beiden Erstreckungen jedes der beiden berührenden Curven -Zweige, vom 
Berührungspuncte aus, die eine verschwunden; die übrig gebliebene des einen Zweiges. setzt 
sich in der übrig gebliebenen des andern Zweiges fort, so dass diese beiden Zweige, welche 
wir uns als einen einzigen Zug bildend vorstellen können, durch einen einzigen ersetzt wer- 
den, der in demjenigen Puncto, in welchem die beiden Berührungspuncte zusammengefallen sind, 
von der Doppel-Tangente vierpunctig osculirt wird. Zugleich gewinnen wir 
auf diesem Wege die Anschauung, wie in einem solchen Osculationspuncte zwei Wendungs* 
puncto sich vereinigen. 

Der üeberjcang von reellen zu imaginären Berflhrungspuncten auf einer reellen Doppel- 
Tangente setzt hiernach voraus, dass die beiden reellen Zweige diese Doppel -Tangente auf 
der^lben Seite berühren. Ob überhaupt diese Berührung auf derselben oder auf entgegen- 
gesetzter Seite einer Doppel - Tangente P Statt findet, ergibt sich uAmittelbar, wenn wir 
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beracksichtigeo , wie , auf dieser Doppel-Tangente die beiden Ponete, Ki und K^, in welchen 
sie von dem Kegelschnitte ii. geschnitten wird, in Besiehung auf ihre drei Durchschnitte Qu 
Rt und St« mit den drei sngehttrigen Doppel-Tangenten Q, R und S liegen. Liegt keiner 
dieser drei letztgenannten Puncte oder liegen zwei derselben «wischen den beiden Puncten 
Kl und K} y so berühren swei reelle Curven - Zweige die fragliche Doppel . Tangente P 
auf derselben Seite. Liegt hingegen einer der drei Puncte Qr, Hi und Si, oder liegen diese 
Puncte alle drei zwischen Ki und K2 , so berühren die beiden reellen Curven - Zweige ihre 
gemeinschaftliche Tangente P auf entgegengesetzter Seite. Diese Behauptung ist eine un- 
mittelbare Folge aus den Bemerkungen der vorigen Nummer. 

Die Situations-Bestimmungen, die wir so eben in Beziehung auf die Doppel-Tangente P 
gemacht haben, übertragen sich unmittelbar auch auf die drei zugehörigen Doppel-Tangenten 
Q , R und S. Wenn, zum Beispiel, der Kegelschnitt f^j die Durchschnittspuncte je zweier der 
vier Doppel « Tangenten alle sechs umschliesst , so wird jede dieser Doppel - Tangenten auf 
entgegengesetzter Seite berührt Jede derselben wird beidesmal auf derselben Seite berührt, 
wenn diese vier Doppel-Tangenten etwa ein Trapez bilden, dessen Seiten den Kegelschnitt 
Qi so schneiden , dass die vier Winkeipuncte ausserhalb desselben liegen. 

Die Form der Gleichung (1) zeigt, dass auch dem nichts entgegensteht, dass die Dop- 
pel-Tangenten P, Q, R und S alle vier in demselben Puncte sich schneiden, und insbeson- 
dere auch alle vier parallel sind. Den Lauf der Curve können wir hier im Allgemeinen 
leicht bestimmen. 

97. Jede der fraglichen Doppel - Tangenten kann allein für sich und zugleich mit an- 
dern eine vierpunctig osculirende sein. Insbesondere können auch alle vier osculirende sein, 
was dann der Fall ist, wenn der Kegelschnitt Ü2 die geraden Linien P, Q, R und S alle 
vier berührt. Aus dem ersten Theile des Satzes der 94. Nummer folgt, dass, wenn eine Curve 
der vierten Ordnung drei vierpunctig osculirende Tangenten bat, ein und derselbe Kegelschnitt 
diese drei Tangenten in den drei Osculationspuncten berührt. Dieses Resultat können wir 
auch auf die nachstehende Weise ausdrücken. 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei vierpunctig osculirende Tan- 
genten hat, so schneiden sich diejenigen drei geraden Linien, welche 
man erhalt, wenn man den Durchschnitt je zweier dieser Tangenten mit 
demOsculationspuncte auf der dritten verbindet,. in demselben Puncte. 

98. Wenn sich zwei der vier geraden Linien P, Q, R und S, etwa die beiden ersten, 
in demselben Puncte des Kegelschnittes Sij schneiden, so muss die Curve vierter Ordnung, 
welche durch die Gleichung (1) dargestellt wird, damit auf jeder der beiden geraden Linien 
P und Q zwei Durchschnittspuncte zusammenfallen, einen Doppelpunet haben, der in den 
Durchschnitt dieser Linien fallt. Diese Linien selbst sind* hiemach zwei Tangenten, welche, 
■von dem Doppelpuncte aus, an die Curve gelegt sind. 

Wenn der Kegelschnitt i?2 durch zwei der sechs Durchschiiittspuncte der vier geraden 
Linien P, Q, R und S geht, so hat die Curve zwei Doppelpuncte, welche mit diesen 
beiden Durchschnitten zusammenfallen. Es kann hier ein doppelter Fall Statt finden. Es 
wird entweder eine jener geraden Linien , etwa P , von zwei der drei andern , etwa von Q 
und R auf dem Kegelschnitte ^2 geschnitten, oder es schneiden sich die vier geraden Linioi, 
paarweise , etwa P «und Q, R und S, auf diesem Kegelschnitte. Im ersten Falle ist P dieje- 
nige gerade .Linie , welche die beiden Doppelpuncte verbindet, Q und R sind zwei Tangen- 
ten, welche, von den beiden Dpppelpuncten aus, an die Curve gelegt sind, wahrend S eine 
eigentliche Doppel-Tangente geblieben ist . Im zweiten Falle sind P und Q zwei, von dem 
einen,, und R und S zwei, von dem andon Doppelpuncte aus, an die Curve gelegten Tan- 



§• 5. DoppeltaDgenlen der Curven vierter Ordnung. 333 

genten. Im ersten Falle erhalten wir, indem wir eine neue lineare Function t einführen, 
unmittelbar die folgende Form-Bestimmung: 

ßj = pt + xqr , 
und mithin fiir die Gleichung der Curve selbst die folgende mit ihren nothwendigen 

4 7 

- — - — 2 = 12 Constanten : 

f^TB + f<(pt4-xqr)^ = 0. 

Im zweiten Falle können wir^ nach Einführung dreier constanten Coefficienten , 

flj = p(r4-^s) + xq(r+^'s) 

setzen und erhalten alsdann für die Gleichung der Curve die folgende mit den nothwendigen 

12 Constanten: 

pqrs + /ti[p(r+Xs) + xq(r+X's)]2. 

Wenn der Kegelschnitt £2^ durch drei der sechs Durchschnittspuncte der vier geraden 
Linien P, Q, R und S geht, die natürlich nicht in gerader Linie liegen können , so hat die 
Curve drei Doppelpuncte. Wir haben hier wiederum eine doppelte Unterscheidung zu 
machen. Es können die drei Durchschnittspuncte die Winkelpuncte des von irgend drei der 
vier geraden Linien, etwa von P, Q und R, gebildeten Dreiecks sein, oder auch drei Win- 
kelpuncte irgend eines der drei , von jenen vier Linien gebildeten, einfachen Vierecks, etwa 
die Durchschnitte von P mit Q und von R mit P und S. Im ersten Falle sind die geraden 
Linien P , Q und R diejenigen , welche die drei Doppelpuncte zu je zwei verbinden, 
während S eine eigentlidie Doppeltangente bleibt. Im zweiten Falle verbinden P und 
R den einen Doppelpunct mit den beiden andern, während Q und S zwei solche Tan- 
genten der Curve sind ^ welche bezüglich durch die letztgenannten beiden Doppelpuncte ge- 
hen. Im ersten Falle können wir die Function i^j auf nachstehende Art näher bestimmen: 

^^2 = pq + xpr + Xqr, 

4 7 
und erhalten alsdann, für die Gleichung der* Curve, die nachstehende mit den r-^-— 3^11 

nothwendigen Constanten: 

pqrs + i"(pq+T>t+Xqr)^ = o. 

Im zweiten Falle können wir 

Sij s p(r+Xs) + xqr 

setzen, M'onach die Gleichung der Curve die folgende Form mit den nothwendigen 11 Con- 
stanten annimmt: 

pqrs + iu[p(r+As)+xqr]2 = o. 

Es kann endlich der Kegelschnitt iii &uch durch vier der sechs Durchschnittspuncte 

der geraden Linien P, Q, R und S gehen, etwa durch die vier Durchschnitte von P und S 

mit Q und R. Dann erhalten wir: 

Ä, s ps + xqr , 

wonach die Gleichung der Curve, welche dann nur noch 10 Constante einsdiliesst, die fol- 
gende wird: 

pqrs + i"(ps4-xqr)^ = , 
die wir auch folgendergestalt schreiben können: 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Gleichung der Curve in dem fraglichen Falle in zwei Glei- 
chuqgen des zweiten Grades sich auflöset, die reell oder imaginär sind, je nachdem 

4/cx 4- 1 > o oder 4^x + 1 < o. 

Wir finden also auch hier die Bestätigung davon, dass eine Curve vierter Ordnung, wenn 
sie vier Doppelpuncte hat^ in zwei, reelle oder imaginäre Kegelschnitte zerftUt 

30 
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99. Wir wollen fortfahren, die einzelnen untergeordneten Fälle bervorzubeb^n. 
Wenn eine der vier geraden Linien, etwa P, die Curve berflhrt und zugleich eine der 

übrigen , etwa Q , durch den Berührungspunct geht , so wird die Curve von P in vier zu- 
sammenfallenden Puncten geschnitten und hat zugleich im Durchschnitte von P und Q einen 
Doppelpunct. In diesem schneiden sich also zwei solche Curven - Zweige , von welchen der 
eine in demselben einen Wendungspunct mit der Tangente P hat Die Gleichung der Curve 
hat alsdann von ihren Constanten, der doppelten Beziehung der beiden Linien P und Q zum 
Kegelschnitte ^2 wegen, zwei verloren. 

In dem ^Falle der folgende^ Form mit nur 10 Constanten : 

pqrs + /i(pq+Jfr^)^ = o 

hat die Curve zwei Doppelpuncte in den beiden Durchschnittspuncten der Linie R mit den 
Linien P und Q. Zwei Curven - Zweige haben beide einen Wendungspunct in den beiden 
Doppelpuncten und bezüglich P und Q zu Tangenten. 

100. Die folgende Form mit 12 Constanten: 

p^qr + fiiil = 

ist die allgemeine der Gleichung einer Curve der vierten Ordnung mit zwei Doppelpun- 
cten. Die gerade Linie P ist alsdann diejenige, welche die^ beiden Doppelpuncte' verbindet, 
und den Regelschnitt ß^ in diesen Doppelpuncten schneidet. Zugleich mit den Durchschnit- 
ten der Linie P und des Kegelschnittes, werden auch die beiden Doppelpuncte imaginär. 

Die beiden Doppelpuncte fallen, wenn die Linie P den Kegelschnitt iiy berührt, in den 
Berührungspunct zusammen. Alsdann hat die Curve zwei Zweige, welche sich be^ 
rühren und P ist ihre gemeinschaftliche Tangente. Die beiden geraden Linien Q und R 
sind irgend zwei beliebige Doppeltangenten. Sie können insbesondere auch vierpunctig oscu- 
lirende Tangenten sein, oder auch in einem neuen Doppelpuncte der Curve sich schneiden. 

101. Die folgende Form: 

p^q + fiül = o , 

schliesst 10 Constante ein, und zeigt, dass die bezügliche Curve von dem Kegelschnitte £22 
so geschnitten wird, dass von den acht Durchschnittspuncten zwei auf Q liegen und zwei, 
mal drei auf P zusammenfallen. Diesem entspricht, dass die Curve zwei Spitzen erster 
Art hat, dass die gerade Linie P diese beiden Spitzen verbindet, dass der Kegelschnitt ii^ 
durch diese Spitzen geht und die beiden Tangenten derselben zugleich auch Taugenten dieses 
Kegelschnittes sind ; dass endlich die gerade Linie Q eine Doppel . Tangente der Curve ist 
und die Berührungspuncte auf ihr ebenfalls auf dem Kegelschnitte Si^ liegen. ^) Diese Dop- 



*) Vielleicht iti ee »icbt ganz aberüafsig, den Nerr Uie«er und aller ähalichen BefttinniiDsen , noch 
deutlicher in das rechte Licht zu stellen. Dass die Gleichung des Textes eine Curve der fragli- 
chen Art darstellen kann, ist aus ihrer Form erwiesen; dass sie eine solche Curve aber 
wirklich darstellt, folgt daraus, dass diese von gerade so vielen Constanten abhängt als die 
Form dieser Gleichung einschliestt Es können zwei, auf zwiefache Art particularisirte Curven, wel. 

, che von derselben Anzahl von Coostanteu abhängen, nicht durch dieselbe Form ausgeilrückt wer- 
den, wenn diese nicht überzählige ConsUnten enthält Denn die Particularisation der Curve hält 
mit der Particularisation der Form ihrer Gleichung gleichen Schritt, in der Art, dass jede Constante, 
welche diese verliert, eine btsUmmte Particularisation der Curve hervorruft Wenn daher Alles, 
was eine Curve particularisirt , in der Form ihrer Gleichung ausgedruckt ist, so kann diese Glei- 
chung nicht mehr ConsUnten haben, als die Anzahl derjenigen Constanten betsigt, von denen die 
parücularisirte Curve abhängt Sie kann weniger Constanten haben , dann aber ist ihre Form 
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pel-Tangente ist aach der Tabelle der 74. Nummer die einzige derCurve, und also immer 
reell. Die Berfibningspuncte auf ihr können indess, je nachdem sie dem Kegelschnitt il^ be- 
gegnet oder nicht, oder ihn berührt, reell oder imaginär sein, oder, indem sie in eine vier- 
punctig oscttlirende Tangente übergeht, zusammenfall^i. 

Wenn die Linie P insbesondere den Kegelschnitt ßj berührt^ so erhält die Curve, denl 
Zusammenfallen der beiden Spitzen erster Art entsprechend, z^-ei sich einander, so wie den 
Kegelschnitt ß,' di'cipnnetig osculirende Zweige, welche die Linie P zur gemein- 
samen Tangente haben. Die Linie Q bleibt , nach wie vor , die einzige Doppel - Tangente 
der Curve. Der Satz der 94. Nummer verliert hier seine Bedeutung, weil immer ein Kegel- 
schnitt sich beschreiben lässt, der den einen und also auch den andern der beiden sich oscu- 
lirenden Curven - Zweige im Osculationspuncte dreipunctig osculirt und zugleich durch zwei 
gegebene Puncte , die beiden Berflhrungspuncte auf Q , geht. 

102. Der Kegelschnitt iii l^änn in ein System von zwei geraden Linien ausarten, und 
diess wird jedesmal dann geschehen, wenn auf drei Doppel-Tang^enten der Curve drei Beruh- 
rungspuncte in gerader Linie liegen. Dann ist die allgemeine Gleichung der Curve die fol- 
gende mit 13 Constanten: 

pqrs + fit^n^ = o. 

Diese Form enthält also den folgenden Satz : 

Wenn auf irgend drei Doppel-Tangenten drei Berührungspuncte in 
g'erader Linie liegen, so liegen die drei zweiten Berührungspuncte auf 
einer zweiten geraden Linie und diefle beiden geraden Linien schneiden 
die Curve nof;h in zwei, immer reellen Puncten, in welchen dieselbe von 
einer vierten Doppel-Tangente berührt wird. 

Die beiden geraden Linien T und U können sowohl reell als auch imaginär sein. In 
dem letztern Falle reduciren sie sich auf ihren, immer reellen, Durchschnittspunet Die letzte 
€Ueichung können wir alsdann durch die folgende ersetzen: 

pqrs 4- fi(m-x^u^y = 0. 
Es ist klar, dass in dem Falle, wo die beiden firaglichen geraden Linien reell sind, jede 
der vier Doppel -Tangenten die Curve in z^'ei reellen Puncten berührt; dass aber in dem 
Falle , wo diese beiden geraden Linien imaginär sind , auch die Berührungspuncte auf den 
vier Doppel - Tangenten , alle acht zugleich, imaginär werden. Den untergeordneten 
Fall, dass die beiden geraden Linien T und U zusammenfallen, werden wir in der folgen- 
den Nummer besonders hervorheben. 

Wenn eine der vier Doppel-Tangenten durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien 
T und U geht, so schneiden sich in diesem Puncte zwei reelle Curven - Zweige , von denen 
der eine, mit der Tangente P, in demselben einen Wendungspunct hat Die geraden Linien 
Q, R und S sind drei gewöhnliche Doppel -Tangenten, berühren aber die Curve entweder 
alle drei zugleich, in reellen oder, alle drei zugleich, in imaginären Puncten. Die allge- 
meine Gleichung der Curve, mit den 12 nothwendigen Constanten ist die folgende: 

(t+xu)qr8 + /ut^u^ = 0. 



aiclit die allgemeine der fraglioben Carven und besieht sich also auf Curven, die mehr noch parti- 
ciilarisirt sind. 

Je weiter wir in unsern Untersuchungen vordringen, desto mehr werden wir davon durch- 
drungen, wie gross die Rolle ist, welche in denselben das Zählen der Constanten spielt. Dieses 
Zählen ist eine so einfache Sache, aber ohne zu sähien, würden vir oft in UobesUmnitheit uns 
verlieren. 
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Wenn zugleich zwei der vier Doppel -Tangenten, etwa P und Q, durch den Durchschnitt 
der beiden geraden Linien T und U gehen, so haben beide Curven* Zweige zugleich in dem 
Doppelpuncte einen Wendungspunct P und Q sind die beiden Tangenten des Wendungspun« 
ctes ; R und S zwei gewöhnliche Doppel-Tangenten, welche beide die Curve in reellen oder 
beide in imaginären Puncten berühren. Allgemeine Form mit 11 Constanten: 

(t+xu)(t+jc'u)rs + /it^u' = 0. 
Die beiden Tangenten P und Q können sowohl imaginär als reell sein. 

Zugleich erhalten wir, da eine Curve mit einem Doppelpuncte der fraglichen Art, allein 
dieses Punctes wegen, drei ihrer Constanten verloren hat, den folgenden Satz: 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung einen solchen Doppelpunct 
hat, in welchem zwei ihrer Zweige, beide mit einem Wendungspuncte, 
sich schneiden, so ordnen sich die Doppel-Tangenten der Curve in der 
Art paarweise zusammen, dass man die beiden Berührungspuncte auf 
einer Doppel-Tangente jede^s Paares mit den beiden Berührungspuncten 
auf der andern Doppel-Tangente desselben Paares durch zwei gerade 
Linien, welche in dem Doppelpuncte sich schneiden, verbinden kann. 

Wenn die beiden Tangenten P und Q zusammenfallen, so hängt die Curve nur von 10 
Constanten ab und ihre Gleichung nimmt die nachstehende Form an: 

(t+xu)2r8 + Ait'tt^ = 0. 
Die Curve hat alsdann zwei sich berührende Zweige, wozu aber noch, weil dadurch allein 
die Anzahl der Constanten sich nur auf 11 reduciren würde, die neue Bedingung kommt, 
dass zwei Berührungspuncte auf zwei Doppel - Tangenten , R und S , mit dem Berührungs- 
puncte der beiden Curven - Zweige in gerader Linie liegen. Dann liegen auch die beiden 
übrigen Berührungspuncte, auf den beiden Doppel-Tangenten, mit dem Berührungspuncte der 
. beiden Curven - Zweige in gerader Linie. 

Wenn drei der vier Doppel-Tangenten, nach unserer ursprünglichen Bezeichnung, etwa 
P, Q und R durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien T und U gehen, so fallen auf 
jeder derselben, in diesem Durchschnitte, vier Puncte zusammen. Die Curve hat alsdann 
einen dreifachen Punct; die bezeichneten drei geraden Linien P, Q und R sind die drei 
Tangenten dieses Punctes, während S allein eine eigentliche Doppel-Tangente geblieben ist 
Es ist klar, dass auch hier, je nachdem die beiden geraden Linien T und U reell oder ima- 
ginär sind, diese Doppel -Tangente die Curve in reellen oder imaginären Puncten berührt. 
Die Gleichung der Curve mit den, vom vorliegenden Falle geforderten, 10 Constanten ist die 
folgende : 

(t+xu)(M-)e'u)(t+x'u)s + /it^u^ = o. 

Es werden also die drei Tangenten des dreifachen Punctes durch die drei Gleichungen: 

t + XU = , t + x'u = O , t + KU = , 

dargestellt. Es können von diesen drei Taugenten zwei imaginär sein. Dann geht ein 
Zweig der Curve durch einen conjugirten Punct derselben , so dass dem Auge die Singula- 
rität sich verbirgt. 

Wenn zwei der drei Tangenten des Doppelpunctes zusammenfallen, und demgemäss eine 
Spitze erster Art auf einem Zweige der Curve steht, so geht die Gleichung der Curve, in- 
dem die Anzahl ihrer Constanten sich auf 9 reducirt, in die folgende über: 

(t+xu)2(iH-xu)s + fii^u^ = 0. 

Endlich können auch die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei zusammenfallen; 
dann geht nur ein einziger Zweig der Curve durch diesen Punct Die Gleichung der Curve, 
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mit den 8 nolhwendig^en ConsCauten, ist daan die* folgende : 

(t+«u)' + flt^U^ =s o. 

103* Wenn die beiden, den Kegelschnitt ß^ vertretenden geraden Linien in eine ein« 
zige zusamuienfailen , so ergibt sieb die folgende Form mit 11 Constanten : 

pqrs + M* = o. 
Alsdann bat die bezßglicbe Curve vier vierpunctig osciilirende Tangenten, uird die vier Os» 
culationspuncte auf diesen vier Tangenten liegen in gerader Linie. Zugleich ergibt sich, i«'eil 
die Form der vorstehenden Gleichung nur drei Constante verloren hat, der folgende Satik.: 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung drei vierpuuctig osculirende 
Tangenten haty und auf diesen die Osculationspuncte in gera,der Linie 
liegen, so hat sie auch noch eine vierte solche Tangente, und dieselbe 
gerade Linie geht auch durch den Osculationspunct auf dieser. 

Wenn sich zwei der vier Tangenten auf der geraden Linie T schneiden, so geht die 
Gleichung der Curve, indem' sie nur 10 (konstante behalt, in die folgende über: 

p(p+Ä.t)rs 4- M* = 0. 
Die Curve hat alsdann einen Doppelpunct und die Zweige derselben «^ welche in diesem Dop- 
pelpuncte sich schneiden, haben in demselben beide einen Weudungspunct. Damit aber die An* 
zahl der Constanten , von welchen eine solche Curve abhängt, auf 10 heruntersinke, bedlir* 
fen wir noch einer Bedingung und diese finden wir darin , dass die Curve eine vierpuuctig 
osculirende Tangente habe. Hiernach tritt uns, zugleich der nachstehende Satz entgegen: 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung einen solchen Doppelpunct, 
in welchem zwei ihrer Zweige, beide mit einem Wendungspuncte, sich 
schneiden und zugleich eine vierpunctig osculirende Tangente hat, so 
hat sie ausserdem noch eine zweite solche Tangente, und die beiden 
Osculationspuncte auf diesen beiden Tangenten liegen mit dem Dop- 
pelpuncte in gerader Linie. 

Die beiden Tangenten P und Q können reell und imaginär sein und insbesondere auch 
zusammenfallen. In diesem letztern Falle erhalten wir die folgende Form mit 9 Coustanten: 

p^rs + .wt" « 0. 
Die Curve hat alsdann zwei sich berahrende Zweige, und zwei vierpunctig osculi- 
rende Tangenten , auf welchen die Berührungspuucte mit dem Bertihrungspuncte der beiden 
Zweige in gerader Linie liegen. 

Wenn drei der vier Tangenten, etwa P,'Q und R, in demselben Puncte der Linie T 
sich schneideil, so ergeben sich die folgenden drei Formen, welche bezüglich von 9, 8 und 
7 Conslanten abhängen: 

p(p+)fu)(p+/u)s + ^t* = , 
p^(p+xu)s + /tf^ = 0, 

p^s H- ^d^ = o. 
Dann hat die Curve einen dreifachen Punct und ausserdem eine vierpunctig ostulirende 
Tangente. Der dreifache Punct particularisirt sieh hier, wie am Ende der vorigen 
Nummer. 

104. Wir haben noch nicht alle Formen erschöpft ; es können auch, indem wir wieder- 
um von der allgemeinen Form: 

pqrs + luQl = , (1) 

ausgehen, mehr als zwei der vier geraden Linien P, Q, R und S in demselben Pun- 
cte des Kegelschnittes Q^ sich schneiden. 

Nach der 96. Nummer erhält die Curve, indem sie eine ihrer Constanten verliert, einen 
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Doppelpunct , wenn zwei der fraglichen vier geraden Linien durch denselben Pnnct des Ke- 
gelschnittes iii gehen. Die Curve verliert zwei ihrer Constanten , wenn drei jener geraden 
Linien, sie verliert deren drei, wenn diese geraden Linien alle vier in demselben Puncte des 
Kegelschnittes ^2 sich schneiden. Also muss die Curve in diesen beiden Fällen noch einer 
weitern Beschränkung unterworfen sein; sie kann nicht bloss einen gewöhnlichen Doppel- 
punct haben : es ist dieser Doppelpunct nothwendig von einer besondem Art. *) Wir wollen, 
um in den genannten beiden, und allen untergeordneten, Fällen die Natur des Doppelpunctes 
auf die leichteste Weise zu erkennen, von einem anilem Gesichtspuncte aus, die allgemeine 
Gleichung der Curve discutiren. 

105. Wenn wir die Function ßj äuf irgend einen gegebenen Punct beziehen, so kUnnen 
wir dieselbe als ein Product derjenigen beiden Segmente, die auf einer, nach gegebener 
Richtung durch den gegebenen Pnnct gelegten, geraden Linie, zwischen diesem Puncte und 
den beiden Durchschnitten mit dem bezüglichen Kegelschnitte liegen , construiren. Dieses 
Product ist , im Allgemeinen , noch mit einem constanten CoefBcienten zu multipliciren. **) 
Für Puncte , 'welche dem Kegelschnitte unendlich nah liegen, ist die Ordnung der Annäherung 
durch die Ordnung der Kleinheit des entsprechenden Wertlies der Function .Qj gegeben. So- 
bald die Curve der vierten Ordnung den Kegelschnitt ß^ nicht in einem reellen Puncte 
schneidet , verschwindet auch für keinen Punct der Curve* der Werth der Function Six. In 
der unmittelbaren Nähe eines solchen Punctes aber ist der Werth dieser Function nothwen- 
dig (im Allgemeinen) ein unendlich Kleines der ersten Ordnung. Die Gleichung der Curve. 

gibt Q ^ /— pqra 

"^ ^ fi ^ ' 
und es kann hiernach ily äuf doppelte Weise ein unendHcfa Kleines der ersten Ordnung wer- 
den. Einmal, und das ist der allgemeine Fall, wenn eine der vier linearen Functionen, etwa 
p ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung ist, während die drei übrigen linearen Functio- 
nen q, r und s endliche Werthe behalten. Dann berührt die Curve der vierteu Ordnung die 
Linie P in denjenigen Puncten , in welchen diese von dem Kegelschnitte ii^ geschnitten wird. 
Die Form der Gleichung (l)'ist hiernach, auch noch von anderer Seite her, gerechtfertigt 
Das andere Mal erhält die Function iii auch dann einen unendlich kleii^eu Werth der 
ersten Ordnung, wenn p und q beide unendlich Ueine Werthe dieser Ordnung haben, was vor- 
aussetzt, dass die Curve durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien P und Q geht 
Dann hat die Curve einen gewöhnlichen Doppelpunct (98) 



*) Fiir den Gang unserer Untersuchungen im Allgemeinen ist die Umkehrung der Behauptung des Tex- 
tes nicht ohne iBedeutung. 

Wenn eine Curve einen gewöhnlichen Doppelpunct hat, so vertreten diejenigen Tanpctiten, 
welche, von dem Doppeipuncle aus, an die Curve sich legen lassen, eigentliche Doppel - T.ingen- 
ten. Zwei solcher Tangenten treten in der folgenden Form (in Uebereiustimmuug Jiiit der 
98« Nummer) In Evideuz: 

pqrs + fi[£i+£,\^ « o, 
wenn wir, wie fr&her schon, durch ^| und JS^ homogene J<\inctionen des ersten und ZM-eiten Gra- 
des bezeichnen. Aber vier, oder auch nur drei, solcher Tangeuten können wir nicht in derselben 
Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit einem bloss gewöhnlichen Doppelpuncte in Evidenz 
bringen, weil dann die Gleichung der Curve bezüglich die folgenden h'otiueu haben miisste: 

pq(p+*q)(p+^'q) + ."l^i+-2^il' = «> 



o; 



pq(p+*q)r +^[-i;+-r,|* = 

diesen Formen aber zwei und eine Consta nte fehlen. 
) Vergleiche die 5. NiUBiner des ersten Abschnitts uttd die erste Nummer des »Systems.» 
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Wenn zugleich drei der vier linearen Fonctionen, etwa p, q und r, unendlich kleine 
Werthe der ersten Ordnung erhalten , was voraussetzt , dass die drei geraden Linien P, Q 
und R in demselben Puncte der Curve sich schneiden, so wird Slz ein unendlich Kleines von 
der Ordnung 1}. Es hat die Curve der vierten Ordnung alsdann eine Spitze erster 
Art in dem gemeinsamen Durchschnittspunct jener drei geraden Linien und die Tangente 
dieser Spitze ist zugleich eine Tangente des Kegelschnittes .Q). Die Gleichung der Curve 
nimmt in dieset Voraussetzung die nachstehende allgemeine Form mit 12 Constanten an : 

pq(p+xq)s + A<[^t+^]^ = o. 
Es kann ferner der Werth der Function Qi auf mehrfache Weise ein unendlich Kleines 
der zweiten Ordnung werden. Dann berührt der entsprechende Kegelschnitt die Corvo 
vierter Ordnung. Eiiimal geschieht diess, und das ist der allgemeinere Fall, wenn der Werth 
einer der linearen Functionen unter dem Wurzel - Zeichen ein unendlich Kleines der vierten 
Ordnung ist, während für denselben Punct die Werthe der drei übrigen linearen Functionen 
endliche Werthe behalten. Dann hat die Curve eine vierpunctig osculirende Tangente und 
wird von dem Kegelschnitte ^ in dem Osculatiouspuncte auf dieser Tangente bertOirt. (97) 
Es geschieht diess auch dann , wenn die Werthe der linearen Functionen p, q, r und s, 
alle ner zugleich unendlich klein (von der ersten Ordnung) werden. Diess setzt voraus, 
dass die vier entsprechenden geraden Linien sich in demselben Puncte, der zugleich auf der 
Curve liegt, schneiden. Dann hat diese zwei, reelle oder imaginäre, Zweige, 
welche sich unter einander und zugleich auch den Kegelschnitt Q2 in demselben Puncte be- 
rühren. Dieser Kegelschnitt geht überdiess durch die vier Bertthrungspuncte auf den vier 
Tangenten, welche, vom Berührungspuncte der beiden sich berührenden- Zweige aus, an die 
Curve sich legen lassen. Die allgemeine, diesem Falle entsprechende Form mit 11 Constan- 
ten ist die folgende: 

pq(p4-xq)(p+x q) + A*Pi+:?J' = o. ♦) 
M'enn für einen Punct der Curve die vier linearen Functionen unter dem Wurzel -Zei- 
chen wie eben , alle vier , unendlich klf in werden , für eine derselben aber , etwa für p, die 
Ordnung der Kleinheit die zweite wird, so wird iii ein unendlich Kleines von der Ord- 
nung 2|. Die bezügliche Form, mit 10 Constanten, ist die nachstehende: 

pq(p+xq)(p4-x'q) + i^lp+^jj^ = o. 
Dann hat die Curve eine getiröhnliche Spitze zweiter Art. F ist die Tangente 
dieser Spitze, während den drei übrigen linearen Functionen solche Tangenten entsprechen, 
welche, von der Spitze aus, an die Curve gelegt sind. Der Kegelschnitt: 

fli s p + Jj , 
geht durch die drei Berührungspuncte auf diesen drei Tangenten und osculirt zugleich die Spitze. 
Wenn diese Form sich in die folgenden beiden , in wekken die Anzahl der Constant^ be- 
züglich 9 und 8 beträgt , particularisirt : 

pq'(p+xq) + Mlv^S^]^ =» , 

pq* + /'Ip+^? = , 



*) Ein Bebpiel eines imaginären Contactet liefert Insbesondere die durch die folgende Gleichung in 
gewöbulichen Parallel - Coordinaten : 

dargestellte. Cuire. Der imaginäre' Contact hat auf der Axe der y Statt Auaser den isolirten Be- 
rührungspuncte besteht die Gurre nur aus zwei abgesonderten Ovalen. Der Contact wird ein rf^eU 
1er, wenn das Zeichen des quadratischen Gliedes der vorstehenden Gleichung sich ändert 
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so erhält die Curve neben einer gewOhnliehen Spitze zweiter Art, einmal 
(100) einen gewöhnlichen Doppelpunct, ias andere Mal (101) eine Spitze er- 
ster Art. 

106. Der Werth der Function ßj ^ird , wenn zwei der drei linearen Functionen unter 
dem Wurzel-Zeichen , etwa p und q , fttr einen Punct der Curve beide zugleich unendlich 
kleine Werthe der zuzeiten Ordnung erhalten, ebenfalls ein unendlich Kleines dieser Ordnung, 
vorausgesetzt, dass die beiden übrigen linearen Functionen, bezogen auf denselben Punct, 
endliche Werthe behalten. Die erstgenannten beiden linearen Functionen können zugleich 
aber nur daiin fttr denselben Panct der Curve unendlich kleine Werthe der zweiten Ordnung 
haben , wenn die bezüglichen geraden Linien beide Tangenten der Curve in jenem Puncte 
sind und also zusammenfallen. Dann erhalten wir also den schon am Ende der 100. Nummei^ 
bezeichneten Fall zweier sich berührenden Curven -Zweige. 

Es ordnet sich diesem Falle derjenige unter , wo , ausser dass zwei der vier linearen 
Functionen identisch geworden sind und für denselben Punct der Cifrve unendlich kleine 
Werthe zweiter Ordnung erhalten , für eben diesen Punct auch noch eine dritte der vier 
linearen Functionen unendlich klein wird. Diesem entspricht die nachstehende Form mit 10 
Constanten : 

p=qr + i"[p4-^p — o. 
Die Function fi, hat alsdann einen unendlich kleinen Werth von der Ordnung 2| uud 
also die Curve eine gewöhnliche Spitze zweiter Art. P ist die Tangente dieser 
Spitze , Q eine von der Spitze aus an die Curve gelegte Tangente , und R eine eigentliche 
Doppel - Tangente , auf welcher die Berfihningspuncte reell und imaginär sein und auch zu» 
sammenfiallen können. 

Wenn wir \^'eiter particularisiren und zu der folgenden Form mit 9 Constanten über- 
gehen : 

p3q(j>4.xq) + iu[p+2,]2 = o , 
so wird der Werth von Qi ein unendlich Kleines der dritten Ordnung. Es hat die Curve 
alsdann zwei, reelle oder imaginäre, sich dreipunctig osculirende Zweige, wel- 
che in demselben Puncte von dem Kegelschnitte üi ebenfalls dreipunctig osculirt werden. 
P ist die Tangente in diesem gemeinsamen Osculationspuncte , und die beiden übrigen in. 
Evjdenz tretenden geraden Linien, sind Tangenten, welche, von diesem Puncte aus, an die 
Curve gelegt sind. 

107. Wenn für denselben Punct der Curve drei der vier linearen Functionen unend- 
lich kleine Werthe der zweiten Ordnung erhalten sollen , so müssen sie , indem die ihnen 
entsprechenden geraden Linien eine Tangente der Curve in eben jenem Puncte sind , ideu- 
tiscfi dieselben sein. Wenn alsdann die vierte lineare Function einen endlichen M'erth behalt, 
so wird £i2 ein unendlich Kleines der dritten Ordnung , und dann ergibt sich der schon am 
Ende der 101. Nummer betrachtete Fall einer Curve mit zwei sich dreipunctig os- 
culirenden Zweigen. 

Es ordnet sich, diesem Falle derjenige unter , dem die folgende Form mit 8 Constanten 
ent^richt: 

p'q + fi(t+^y = 0. 
In diesem Falle wird , weil q für denselben Punct der Curve , für welchen p ein unendlich 
Kleines der zweiten Ordnung ist , ebenfalls unendlich klein wird , i22 ein unendlich Kleines 
von der Ordnung 3|. Dann hat die Curve eine Spitze zweiter Art, welche 
von zwei solchen Zweigen gebildet wird, deren gegenseitige Annähe- 
rung von höchster Ordnung ist. 



S. 5. Doppeltangentea der Curven vierler Ordnung. 



241 



Wir wollea hier nicht mehr auf diejenigen Falle zurückkommen , wo der Kegelschnitt 
£^2 durch ein System von zwei geraden Linien vertreten wird und haben ^omit alle mögli- 
chen Arten von Singularitäten berührt , mit Ausnahme derjenigen Fälle, in welchen auf den 
Doppel-Tangenten ein oder beide Bertthrungspuncte, oder in welchen die Doppel - Tangenten 
selbst unendlich weit rücken. 

106. Wenn eine Asymptote der Curve zugleich die Curve berührt , so ist sie offenbar 
als eine Doppel-Tangente anzusehen, auf welcher ein Berührungspunct unendlich weit gerückt 
ist. Hierin \liegt die Voraussetzung, dass der Kegelschnitt eine Hyperbel (oder insbesondere 
auch eine Parabel) ist und dass die fragliche Asymptote der Curve einer Asymptote dieser 
Hyperbel parallel ist Diesem' Falle entspricht die folgende Form : 

pqrs + iu j(p+;i)t + ^ p = 0. *) [13] (1) 

Es ist P die fragliche Asymptote, welche zugleich die Curve berührt und Q , R und S sind 
drei* eigentliche Doppel -Tangenten. 

L^ Aus der Particularisation der vorstehenden Form gehen die folgenden Formen hervor : 

p(p+«)rs + jM I (pH-7r)t + A } 2 = o , [12] (2) 

P(P+«)(P+« )8 + i" { (P+^)t + A j 2 = , [llj (3) 

P(P+«)(P+«)(P+«") + /'|(P+^)t + Ap « b. [101 (4) 

In dem Falle der Gleichung (2) hat die Curve einen Doppelpunct, welcher nach der Rich^ 
tuiig von P unendlich weit liegt, oder, was dasselbe heisst, zwei mit dieser geraden Linie 
parallele Asymptoten. In dem Falle der Gleichung (3) hat die Curve, auf der durch die Glei- 
chung: p + 7^ = o, dargestelltei} geraden Linie P in unendlicher Entfernung eine Spitze er- 
ster Art In dem Falle der Gleichung (4) berühren sich zwei vollständige, reelle oder 
imaginäre, Curven - Zweige auf der eben bezeichneten geraden Linie. 

Nach neuen Particularisationen ergeben sich die nachstehenden Formen : 

P^rs + iM{(p+;»)t + Xp = o, |ll] (5) 

p2(p+a)8 + A*j(p+^)t + A|2 = 0, [10 (6) 

P'(P+«)(P+« ) + A* { (P+^)t + ^ } ^ = o , [ 9 ] (7) 

t's + fi\{t+n)i + Ap^o, [9] (8) 

pXp+a) + iu{(pH-7i)t + X|2 = o. [8] (9) 

In dem Falle der Gleichung (5) hat die Curve zwei Doppelpunct e, von weichender eine 
auf dei; Linie P, der andere nach der Richtung dieser geraden Linie unendlich weit liegt. 
In den Fällen der folgenden beiden Gleichungen ist der unendlich weit liegende Doppelpunct 
einmal eine Spitze erster Art, das andere Mal derßerührungspunct zweier vollstän- 
digen, reellen oder imaginären. Zweige. In dem Falle der Gleichung (8) hat dieCur\'e zwei 
Spitzen erster Art, von welchen die eine die Linie P zu ihrer Tangeute hat, während 
die andere auf der geraden Linie (p+n=o) unendlich weit liegt. In dem Falle der letz- 



*) Der Kürze und Uebersichtlichkeit wegen, ist nnmittelbar nach jeder Gleichung die Anzahl iiirer 
ConsUnten bemerkt. 

Auch ohne die Form jeder einzelnen Gleichung des Textes besonders zu discutiren, ergibt 
sich , nach den vorhergehenden Nummern , ihre geometrische Bedeutung sogleich , wenn wir erwä- 
gen , dass eine Asymptote des Kegelschnittes £1^ als eine Tangente desselben, auf welcher der Be- 
rührungspunct unendlich weit' liegt, und eine ihr parallele gerade Linie , als durch diesen Berüh- 
rungspunct gehend, zu betrachten ist. Die früher betrachteten Singularitäten sind hiemach, in den 
Fällen der nachstehenden Nummern^ bloss auf einfm Hyperbel - Zweige unendlich weit gerückt. 
Solche Singularitäten sind übrigens im ersten Abschnitte mit grosser Ausführlichkeit behandelt, 
worden. 

31 
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tcn Glcichttny wird die unendlich weit liejrende Spitxe erster Art durch zwei vollständige, 
sich berührende Curven -Zweige vertreten« 

109. Wenn auf einer Doppel-Tangente beide Berfihmngspnncte unendlich weit liegen, so geht 
sie in eine Wei^unctig osculirende Asymptote Aber. Die entsprechende Form ist die folgende: 

pqrs + Ajpt+Xp » o. [12] (lO) 

Neuen Particularisationen entsprechen die folgenden Formen : 

p(p+a)rs + ^{pt + Ap = 0, [11] (11) 

P(P+tt)(p+a)s + iMJpt + Aj2 = o, [10] (12) 

P(P+«)(P+« )(P+« ') + JM { pt + A p = o. [ 9 ] (13) 

Die Curve vierter Ordnung hat in den Fttllen dieser drei Gleichungen , 1) zwei parallele 
Asymptoten, von welchen die eine, P, die Curve dreipunctig osculirt, 2) zwei aufP 
in unendlicher Entfernung sich berührende Zweige, 3) eine gewöhnliche Spitze 
zweiter Art. 

Wenn wir weiter particularisiren , so treten un& die folgenden Formen entgegen: 

p'rs + /tijpt H- X}2 = o, [10] (14) 

p^(p+«)s 4- /« {pt + ^p =: o , [9 ] (15) 

PHp+a)(p+a ) + /M { pt H- A } 2 „ o, [ 8 ] (16) 

. p^s + iujpt + A(2 = 0, [8] (17) 

PXP-H») + Aijpt + Ap = 0. [7] (18) 

In dem Falle der Gleichung (14) bilden zwei in unendlicher Entfernung auf der Asymptote 
P zusammenfallenden Doppelpuncte einen Berührungspunct zweier vollständigen« reel- 
len oder imaginären Curven - Zweige. In dem Falle der folgenden Gleichung hat die Curve 
in unendlicher Entfernung auf der Doppel- Asymptote P eine Spitze zweiter Art In 
dem Falle der Gleichung (16) osculiren sich dreipunctig auf der Doppel -Asymptote 
P zwei vollständige, reelle oder imaginäre, Zweige der Curve. Dasselbe findet Statt in dem 
Falle der Gleichung (17). Diese letzten beiden übrigens identischen Fälle unterscheiden sich, 
nas die Darstellungsweise betrifit, bloss darin, dass als die vier zusammengehörigen Doppel. 
Tangenten einmal die Doppel - Asymptote P, doppelt gerechnet, und zwei ihr parallele Tan- 
genten, das andere Mal die Doppel - Asymptote P, dreifach gerechnet, und eine eigentliche 
Doppel. Tangente S genommen worden sind. In dem Falle der letzten Gleichung endlich 
bat die Curve auf der Doppel- Asymptote P in unendlicher Entfernung eine Spitze zwei- 
ter Art, welche von zwei solchen Schenkeln gebildet wird, die unter einander einen Con- 
tact von der Ordnung 2} haben. 

110. Es können auch zugleich zwei der vier Asymptoten einer Curve vierter Ord- 
nung Qberdiess die Curve berühren. Dieser Voraussetzung entspricht die folgende Form : 

pqrs + ^ { (p4-n)(q+x) ^ X p ^ o. [12] . (19) 

Wenn auf einer der beiden Doppel. Tangenten auch der zM'eite Berührungspunct unend- 
lieh weit rückt, und diese Doppel -Tangente in eine vierpunctig osculirende Asymptote über- 
geht, so kommt: 

pqrs-*./£[p(q+x) + Ap = 0, [11 J ^ (20) 

und wenn beide Doppel - Tangenten in vierpunctig osculirende Asymptoten übergehen : 

pqrs +/ujpq + X|2 = o. [10] (21) 

Wenn wir die drei vorstehenden Gleichungen in ihrem ersten Gliede particularisiren , so er- 
geben sich mehrfache Formen, deren geometrische Deutung, nach der 108. und 109. Nummer, 
durchaus keine Schwierigkeit darbietet Wir wollen hier nur diejenigen dieser Formen be- 
sonders hervorheben , denen solche Curven entsprechen , welche auf jeder der beiden Asym- 
ptoten, P und Q, in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct haben. Dann ergeben sich die 
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folgenden : 

P'q(q+i5) + ^\(v+nK^+^) + Xp = o, 
p(p+a)q(q+/?) + /« { p(q+x) + ^ } ^ == o , 

p(p+«)q^ + ^{p(q+'fj + ^p = o, 

p'q(q+/^) + /<jp(q+'') + ^P = 0, 
P(p+«)q(q+/^ 4- A*{pq + /p = o, 

p^q(q+/^ + i«{pq + xp = o. 

In dem Falle der Gleichung (22) hat die Curve zwei unendlich weit liegende Doppelpuncf« 
oder / mit andern Worten , zwei Paare paralleler Asymptoten. In dem Falle (23) ist ein 
Doppelpunct in endlicher Entfernung hinjamgekommen , im Falle (24) ist eine Tangente, P, 
des einen Paares eine osculirende. Im Falle (25) verbindet sich Beides. Im Falle (26) hat 
die Curve in unendlicher Entfernung, zugleich mit einem Doppelpuncte, eine Berährung. Im 
Falle (27) hat die Curve zwei Paare paralleler Asymptoten und in jedem Paare eine osculi- 
rende ^ im Falle (28) ein solches Paar und eine Berührung. 

111. Wenn drei der vier Asymptoten einer Curve der vierten Ord- 
nung diese Curve überdiess berühren, so thut es nothwendig auch die 
vierte Asymptote und dann liegen die Berührungspnncte auf diesen 
Asymptoten alle Tier in gerader Linie. 

In dieser Voraussetzung hat die Gleichung der Curve die nachstehende Form : 

pqr8 + /ut2«o, [111 (29) 

und darin « dass diese Gleichung nur eine einzige Constante weniger hat, als die Gleichung 
(19) der vorigen Nummer , liegt der Beweis der vorstehenden Behauptung. 

Wir wollen bei der Discussion dieser Gleichung , in welcher die vier Asymptoten der 
Curve in Evidenz treten , und der genauem Bestimmung der Natur der unendlichen Zweige 
dieser Curve hier nicht verweilen , weil wir im ersten Abschnitte uns ausführlich hiermit be- 
schAftigt haben. 

112. Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Fälle zu discutiren übrig , in welchen 
die Doppel - Tangenten selbst unendlich weit rücken* Gehen wir hierbei wiederum von der 
allgemeinen Form: 

pqrs + /iißl =s o , 
aus, so wird das unendlich weit Rücken einer solchen Doppel-Tangente da- 
durch ausgedrückt , dass die bezügliche lineare Function auf eine blosse Constante sich re- 
ducirt und also aus der vorstehenden Form verschwindet. Die resultirende Gleichung : 

pqr + /tifl|=o, [12] (1) 

stellt, im Allgemeinen, eine solche Curve dar, die zwei Systeme parabolischer Asymptoten 
hat, deren Durchmesser - Richtong dieselbe ist, als die Richtung der beiden Asymptoten des 
Kegelschnittes ß,. Diese Glrichong particularisirt sich, indem wir voraussetzen, dass die 
drei Doppel. Tangenten P, Q und R den Asymptoten des Kegelschnittes iij entweder alle 
oder theilwetse parallel sind oder zusammenfallen. Dann erhalt die Curve statt eines oder 
statt beider Systeme parabolischer Asymptoten in unendlicher Entfernung einen oder zwei 
singulare Pnncte. Wenn sich, um nur zwei Beispiele hervorzuheben, die vorstehende Glei- 
chung folgendermassen particnlarisirt : 

p'+iutpt + ^? = o, [61 

P^q + /«[pq + AI» = o, [6] 

so hat die Curve einmal , neben einem Systeme parabolischer Asymptoten , auf der Linie P, 
in unendlicher Entfernung , eine Spitze zweiter Art, welche von zwei i^olchen Schenkeln ge- 
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bildet wird , fttr welche die Ordiiuiio^ der Annäherung 2| beträgt , das andere Mal hat sie, 
in unendlicher Entfernung, auf der Linie Q, eine Spitze erster und auf der Linie P, eine 
Spitze zweiter Art. 

Wenn zwei Doppel-Tangenten unendlich weit rücken und demnach in 
unendlicher Entfernung als zusammenfallend zu betrachten sind, so ninmit die Gleichung der 
Curve die folgende Form an: 

pq + ft£>l = o. [10] (2) 

Dann liegen die beiden Doppelpuncte des allgemeinem Falles der 08. Nummer nach der 
Richtung der beiden Asymptoten des Kegelschnittes ^2 unendlich weit und sind, mit diesen 
Asymptoten, zugleich reell und imaginär; oder mit andern Worten, es hat die Curve zwei 
Paare paralleler Asymptoten. Wenn wir particularisiren, so kommt: 

pq + f*[(p+n)t + A]2 = 0, [9] 

pq + ^[(v+n)(q+x) + A]^ = o, [8] 

pq + A*[pt + A]2 = o, [81 

pq + ^[P(q+*) +^]' = o, [7] 

P(P-H») + /«[(P+«)t + ^]^ = o, |8] 

p(p+a) + iw[pt + Xy = o. [7] 

Dann hat die Curve, in unendlicher Entfernung, bezUglich einen gewöhnlichen Doppelpunct 
und eine Spitze erster Art, zwei Spitzen erster Art, einen gewöhnlichen Doppelpunct und 
eine Bertthrung, eine Spitze erster Art und eine Berührung; femer, in den Fällen der bei- 
den letzten Formen, neben einem gewöhnlichen Doppelpuncte einmal eine Berührung, das 
andere Mal eine gewöhnliche Spitze zweiter Art. 

Wenn endlich drei Doppel-Tangenten unendlich weit rücken und demnach 
in unendlicher Entfernung als zusammenfiillend zu betrachten sind , so ergibt sich die fol- 
gende Form: 

p + iufll =- 0. [8] (8) 

Dann liegen die beiden Spitzen erster Art des allgemeinem Falles der 101. Nuomier nach der 
Richtung der beiden Asymptoten des Kegelschnittes 5^2 unendlich weit , und sind mit diesen 
Asymptoten zugleich reell oder imaginär. Einer Particularisation entsprechen die folgenden 
Formen : 

P + ^[(P+'»)t + Xp =: O , [7] 

p + /^[pt + ^'^ ^ o. [6] 

Dann hat die Curve , in unendlicher Entfernung , nebm einer Spitze erster Art einmal eine 
Berührung, das andere Mal eine gewöhnliche Spitze zweiter Art 

113. Diejenigen Fälle, in welchen die unendlich weit gerückte Doppel- Tangente den 
Kegdschnitt Qz berührt, fordern, dass dieser Kegelschnitt in eine Parabel übergehe. 
Demgemäss verwandelt sich die Gleichung (1) der vorigen Nummer in die folgend»: 

pqr + ^[t^ + X$Y = o. [11] 

Dann wird die unendlich weit gerückte Doppel -Tangente von der Curve vierpunctig oscli. 
lirt, während P, Q und R eigentliche Doppel - Tangenten geblieben sind. Die Curve selbst 
ist alsdann die (Sdite 146) als 138. Art der Curven vierter Ordnung aufgezählte. Die vor- 
stehende Gleichung parücularisirt sich, wenn eine oder mehrere der drei Doppel -Tangenten 
die Durchmesser -Richtung der, den Kegelschnitt ß^ vertretenden, Parabel annehmen. Dem- 
nach ergibt sich : 

pqr + /u[p2 + X8]2 =0,' [10] 

p(p+o)r + /i[p^ + As]2 = o, [91 ' 

p(p+a)(p+a') + .«[p2 + is] = 0, [81 . 
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und nach Analogie der frühern Entwicklungen (105) können wir sagen, dass die entspre- 
chenden Curven auf der unendlich weit gerückten Doppel - Tangente eine Spitze erster Art, 
eine Berührung, eine gewöhnliche Spitze zweiter Art haben. Diese Curven sind aber die, 
als die 140., die 1412. (143.) und 144. Art der Curven vierter Ordnung aufgezählten. 

Wenn zwei Doppel-Tangenten zusammenfallen und den Kegelschnitt Hz berühren, so hat 
die Curve zwei , reelle oder imaginäre , sich berührende Zweige. Sind die zusammenfallen- 
den Doppel -Tangenten unendlich weit gerückt, so erhalten wir für die entsprechende Form 
aus der Gleichung (2) der vorigen Nummer die folgende : 

pq + fi[i^ + As]2 = 0. * [9] 

Die bezügliche Curve ist die 142. (143.) Art der Curven vierter Ordnung. Particularisiren 
wir, ahnlich wie eben, so kommt: 

pq + iu[p2-f AsP=r 0, [8] 

p(p+o) + f£[p2 + As]2 = 0. [7] 

Der ersten dieser beiden Gleichungen entspricht -die 144. Art von Curven vierter Ordnung, 
der zweiten die 145. (146.) Art. In diesem letztem Falle hat die Curve zwei sich drei- 
punctig osculirende parabolische Zweige , mit derselben Durchmesser- Richtung und gleichem 
Parameter. 

Wenn drei Doppel- Tangenten zusammenfallen und den Kegelschnitt i?2 berühren, so hat 
die Curve zwei , reelle oder imaginäre , sich dreipunctig osculirende Zweige ; diese beiden 
Zweige werden parabolische, wenn die zusammenfallenden Doppel-Tangenten unendlich M'eit 
gerückt sind. Dann gibt die Gleichung (3) der vorigen Nummer die folgende Form: 

p + i"[t^ + ^]8^ = o , L'l 

und die bezügliche Curve ist wiederum die 145. (1^) ^^' Particularisiren wir, wie vor- 
hin, so kommt: 

P + Hlv^ + ^8]' = 0. [6] 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve (die 147. Art) hat auf der Parabel 

p* + As = o 
eine Spitze zweiter Ar t. , Es entspricht dieselbe einer nicht unendlich weit liegenden 
Spitze zweiter Art , die von zwei solchen Schenkeln gebildet wird, die unter einander einen 
Contact höherer Ordnung haben. — 

Ich habe länger bei den mannigfach particularisirten Formen verweilt, weil sie für die, 
schon im ersten Abschnitte gemachte Behauptung , dass alle Singularitäten der Curven sich 
auch in unendlicher Entfernung wiederfinden, eine bemerkenswerthe Bestätigung bieten. Wir 
wenden uns nun wiederum zu den allgemeinen Untersuchungen zurück. 

114. Wenn eine Curve der vierten Ordnung, wie sie nur vier Asymptoten hat, auch 
nur vier Doppel - Tangenten hätte , »o würde man ihrer Gleichung nur auf einmalige Art 
die Form: 

pqrs + /Mfl| « o, 
geben und das' System der vier linearen Functionen p, q» r on' s, so wie die Function iii 
und den Coefficienten ju, nur auf einzige Weise bestimmen können. Da aber eine solche Curve 
28 Doppel-Tangenten hat, so mnss die Gleichung derselben so oft die vorstehende Form an- 
nehmen können, als diese 28 Doppel -Tangenten auf verschiedene Art zu 
vier sich so combiniren lassen, dass alle Combinationen zu drei vor- 
kommen, aher jede derselben nur ein eineiiges HaL Die Anzahl der Combi- 

28 27 2ß 

nationen zu drei beträgt ' 't^ und da eine Combination zu vier vier Combinationen 

1.2.3 

ZU drei enthält, so ist die Anzahl aller fraglichen Combinationen zu vier dem vierten Theile 
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aller Combinationen zu drei gleich und beträgt hiernach: 

2. 3.4 - ^^®' 
Auf eben so viele verschiedene Arten lAsst sich eine gegebene Curve der vierten Ordnung 
durch eine Gleichung von der Form der Gleichung (1) darstellen. Die Möglichkeit der frag- 
lichen Combinations - Weisen ist hiermit ungleich durch geometrische Betrachtungen er- 
wiesen. *) 



*) Nicht jede Anznhl von Elementen kann in der Art zn vier combinirt werden, dass jede Combination 
zu drei ein einziges Mal vorkommt. Kennen wir iiberhaopt die Aniabl der zu combinirenden Ele- 
mente p, so muss zunächst , 

eine ganze Zahl sein , was aber bloss voraussetzt , dass p eine gerade Zahl ist. Femer muss, wenn 
wir beliebig irgend ein Element absondern, die Zahl der übrig bleibenden Elemente so beschaflfen 
sein, dass sich dieselben zu drei so combiniren lassen, dass in diesen Combinationen jede Com- 
bination zu zwei vorkommt, aber nur ein einziges Mal. Die Anzahl der Combinationen von 

{p — 1) ^ ^ Elementen zu zwei beträgt aber -r — |t-, und da diete, zu drei genommen, die frag- 
lichen Combinationen za drei bilden, so muss auch 

2 . 3 
eine ganze Zahl sein. Diess setzt voraus, dass q durch eine der beiden folgenden Formen be- 
stimmt ist : 

^ = 3n, 9 ^ ^ = 3n. 

Wenn aber ^ Elemente sich in der fraglichen Art zu drei combiniren lassen sollen, so muss, wenn 
wir von diesen Elementen ein beliebiges absondern, die Anzahl der übrig bleibenden Elemente so 
beschaffen sein, dass sich dieselben zu zwei so combiniren lassen, dass jedes Element in diesen 
Combinationen nur ein einziges Mal vorkommt; mit andern Worten, es muss (^ — t) eine gerade, also 
q eine ungerade Zahl sein. Hiernach particularisiren sich die beiden letzten Form - Bestimmungen 
weiter in die folgenden: 

^ = 6« + 3 , 
V =- 6n + 1 , 
worauf sich , ohne weitere Beschränkung, für die Zahl p die nachstehende zwiefache Form- Bestim- 
mung ergibt: 

p sa 6n + ^, 
f> «= 6ii 4. 2. — ' 
Wir können diese combinatorischen Erörterungen, die uns, für den Fall der Combinationen 
zn drei, schon bei der Bisrussion der Wendungspuncte einer gegebenen Curve der dritten Ord- 
nung entgegengetreten sind (System, dritter Abschnitt, $. 8., N^ 322), und uns hier für den 
Fall von Combinationen zu vier beschädigen , auch auf den Fall von Combinationen zu mehr als 
vier Elementen ausdehnen und uns zunächst fragen, wie eine Zahl m beschaffen sein muss , dass m 
Elemente sich so zu fünf combiniren lassen, dass in diesen Combinationen jede CombinetJon zu 
vier ein einziges Mal vorkomme, (m— 1) muss offenbar dieselbe Form haben, als in dem Vorste- 
henden p, mithin besteht eine der beiden nachstehenden Formfn: 

m SS Gp -}- 5, 
m sss Cp ^ S, 
Hier kommt aber die neue Bedingung hinzu , dass 

m( wl)(m-2)Cw--3) 
2.3.4.5 
Aine ganze Zahl sein muft, welches eine der folgenden Bestimmungen fordert: 



§. 5. Doppeltangenten der Curven Tierter Ordnung. 247 

11&. Wir wollen zuvörderst nachweisen und zugleich anschaulich machen, dass die 28 
Doppel* Tangenten einer Curve vierter Ordnung alle reell sein, und dabei alle auch die 
Curve in reellen Puncten- Paaren berühren können. 

Wenn sich, indem wir die Form: 

pqrs + /ui25 =x o , (1) 

zu Grunde legen, die drei geraden Linien P, Q und R zu je zwei auf dem Kegelschnitte 
Q2 schneiden, so hat nach der 96. Nummer die bezfigliche Curve drei Doppelpuncte, welche 
mit diesen Dnrchschnittspuncten zusammenfallen. Nehmen wir daher insbesondere , indem 
wir uns gewöhnlicher rechtwinkligen Coordinaten bedienen , für den Kegelschnitt Sii , den 
durch die folgende Gleichung dargestellten Kreis : 

y^ + x(x— 2) ^ o , 
und fUr die eben genannten drei geraden Linien die durch die nachstehenden drei Gleichun- 
gen dargestellten: 

p = y+x = o, q=y — x=ro, r = x— l«o, 

so stellt die obige Gleichung (1) eine Curve der vierten Ordnung mit drei Doppelpuncten 
dar, wie auch immerhin die, der vierten geraden Linie S entsprechende lineare Function s 
angenommen werden mag. Von dieser Annahme hängt die nähere Bestimmung der Curve 
vierter Ordnung ab , welche immer diese gerade Linie S in ihren beiden Durchschnittspuncten 
mit dem oben bestimmten Kreise berührt. Die beiden Berührungspuncte können reell und 
imaginär sein. Wir wollen den Fall hervorheben, dass sie reell sind und dem entsprechend, 

s = X — 5 
setzen. Ueberdiess sei, um die Curve vollständig zu bestimmen, /u = — 2. Diese Curve 
erhält alsdann, indem sie durch die Gleichung: 

i?4 = (y2— x^xx— i)(x— 3) — 2|y^— x(x— 2)p = o (2) 

dfirgestellt wird , die Gestalt , welche in der 40. Figur stärker ausgedrückt ist. Wenn wir 
hiernach die folgenden beiden in eine einzige Gleichung zusammengezogenen Gleichungen 

bilden: 

ßi ± X «= o , (3) 

so verliert die ursprüngliche Curve, indem sie in eine der beiden, durch diese Gleichung 
dargestellten, Curven übergeht, ihre drei Doppelpuncte. Es ist aber klar, dass sie hierbei um 
so weniger, und zwar bis zum Unmerkbaren hin, von der ursprünglichen Form ab- 
M'eicht , je kleiner x angenommen wird. Was nun die Unterscheidung der beiden neuen Cur- 
ven unter einander betrifft, so ist klar, dass keine derselben die ursprüngliche schneidet, 
und dass also eine der beiden Curven die^e ganz umschlingt, während die andere, welche 
wir hier zunächst betrachten, aus vier von einander abgesonderten Ovalen besteht, welche 
innerhalb der vier , von der ursprünglichen Curve gebildeten , Menisken liegen , und diesen 
bis zum Zusammenfallen sich annähern können. Jedes der vier Ovale hat hiemach seine 



-l—m 



m zssi ort, 

m a= 5n -f~ 1» 
^ =J3 5« + 2, 
m ^ 5n + 3- 
Corabiniren wir diese yier Form - Beftimmtingen der 2ahl m mit dea beiden frühem, so ergeben 
sich, als einzig möglich, die folgenden acht: ' 

m =■■ 30« +5, m =s 30« + 15, 

m « 30« + 11 , in =- 30« + 21 , 

m = 30« + 17, m = 30« -i- 27 , 

m = 30« + 23, m = 30« 4- 3. 
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eigene Doppel - Tangente , ferner lassen sich dieselben zu zwei auf sechsmalige Weise zusam- 
menstellen, und dann haben je zwei Ovale vier gemeinschaftliche Tangenten. Auf diese Weise 
ergibt sich , dass die Curve im Ganzen 28 reelle Tangenten hat 

Was die firstgenannte der beiden Curven betriHt, so hat sie offenbar nur 4 reelle und 
folglich 24 imaginäre Doppel - Tangenten. 

116. Wir können also als Normal -Fall denjenigen betrachten, in welchem die Curve 
28 reelle Doppel - Tangenten hat Dann lässt sich die Gleichung der Cifrve 819 Mal auf 
reelle Weii^ auf die Form der Gleichung : 

pqrs + ftSil = 0, (1) 

bringen und dann gibt es 819 verschiedene und reelle Kegelschnitte 12, , deren jeder durch 
die acht Berflhrungspuncte auf vier von jenen 28 Doppel - Tangenten gebt Wir wollen zu> 
nächst jetzt diejenigen coordinirten Fälle discutiren , in welchen diese Doppel - Tangenten, 
alle oder zum Theii , imaginär sind. 

Es ist klar, dass, wenn die Curve imaginäre Doppel- Tangenten hat, diese in gerader 
Anzahl vorhanden sind, und dann paarweise durch Gleichungen von der Form der nach- 
stehenden dargestellt werden: 

p' ±p'V-l = 0, 

q'± q'V~l = 0, 

r ± r" /'— 1 = o , 

s' ± s " /— 1 = o. 
Setzen wir ferner: 

M « At' ± f* V— 1 , 

so erhalten wir , für die allgemeinste Form , welche die Gleichung der Curve, in Beziehung 
auf das Imaginäre überhaupt, annehmen kanuv, die nachstehende: 

(P'+P V— l)(q'-Hi"/— l)(r'+rv-l)(&'+s"/— 1) + 0*'+^^"/— 1) | »jH- ß"?/— 1 1 ' = o. (2) 
Wenn wir diese Gleichung entwickeln, so muss aus ihr das Imaginäre von selbst ausfallen. 
In Folge hiervon ergibt sich: 

P'q'rs" 4- p'q'r"s' + p'q"r's' 4- p"q'r's' — {p'q"r"s" + p^qT^S" + p'q^r'S'' 4- p^q-r^S'} 

4- /t"(fl'|-fl"i) 4- ftilzQ':, = 0, (3) 

und dann erhalten wir fttr die Curve die nachstehende Gleichung : 

p'q'r's' — { p'qr's" 4- p'q'rs" 4- p^q'rs" 4- p'q"r's' 4- p"q'r"s' 4- p"q"r's' j 4- p"q"r';s" 

4- /«'(ßJ-fl-J) — /u' 'ß'^ß", = 0. (i) 

Wir bemerken zugleich , dass dieselbe Curve, welche alsdann durch die Gleichung (2) dar- 
gestellt wird , auch durch folgende Gleichung dargestellt MCf den kann : 

(P -P' V-l)(q -qV-lXr-rV-lXs'-s'V-l) + (^'-^ V-l) i ß'.-ß":/-!^ = = o, (5) 
denn beide Gleichungen redudren sich, in Folge der identischen Gleichung (3) , gleichmüssig 
auf die Gleichung (4). Die 28 Constanten der Gleichungen (2) und (5) reduciren sich , in 
Folge der identischen Gleichung (3) um 14; so dass nur noch die 14 nothwendigen übrig 
bleiben. Eben so viele Constanten verbleiben also auch der Gleichung (4). 

Weil die Gleichung (3) eine identische ist , so stellen die beiden Gleichungen : 
p'q'r's' 4- p'q'r"8' + p'qVs' + p"q'rs' — { p'q"r"s" 4- p"q'r"s" 4- p"q"r's'' 4- p"q"r"s' } ^ o, (6) 

/«"(fl-J-ß"! ) 4- iu'fl'jfl"^ = o , (T) 

wie je zwei andere , welche wir durch eine beliebige Zerlegung derselben erhalten , iden- 
tisch dieselbe Curve dar. Die Form der zweiten dieser Gleichungen zeigt, dass diese Curve 
in ein Ssrstem von zwei Kegelschnitten ausartet, deren immer reelle Gleichungen die folgen- 
den 8ini: ^"fl'2 -- {^'±/Cu'^4-4^r0i'2'2 = o- 
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117. Wenn die drei ersten Doppel-Tangenten reell sind, so ist es 
die zugehörige vierte ebenfalls. 

Es folgt diess schon daraus , dass , wenn die Form : 

pqr(s'+sV— 1) + (.«'+.uV—l){ß'| + ß"2/---2p = o, 
möglich wäre, diese Form, nach der vorigen Nummer , die folgende bedingen würde: 

pqr(s'— sV— 1) + C«*'— itiV— l)!^'!— fi"*/— Ip = o. 
Dann würden also mit denselben drei reellen Doppel - Tangenten P, Q und R zwei ver- 
schiedene imaginäre Doppel * Tangenten als vierte zusammengehören, was unstatthaft ist. 

Wir können uns von demselben Resultate auch direct überzeugen. Denn derjenige Ke- 
gelschnitt, welcher durch die (reellen oder imaginären) Berührungspuncte auf drei reellen 
Doppel - Tangenten geht , ist nothwendig reell , wonach in dem fraglichen Falle , neben p", 
q" und r" auch SS\ identisch gleich Null ist, und also die identische Gleichung (3) in die 
folgende sich vereinfacht: 

p'q'r's" + ^i.*'Stl = o. 
Diese Form kann, weil p/, q', r gegebene, von einander verschiedene, lineare Functionen 
sind, nicht anders befriedigt werden, als ivenn das zweite Glied derselben, durch das Ver- 
schwinden des Coefiicienten (JL"y ausfällt. Der Bedingung: 

p'q'rs'' = 0, 
kann aber nur dann Genüge geschehen , wenn auch die Function s" identisch gleich Null ist, 
das heisst , wenn auch die vierte Doppel - Tangente reell ist. 

Wenn wir in der letzten Erörterung 

pq = (p'+pV-lXp'-pV-l) - (P'^+P"') 
setzen, so gelangen wir unmittelbar zu dem neuen Resultate, dass zu den beiden ima- 
ginären Doppel-Tangenten desselben Paares und irgend einer dritten 
reellen Doppel-Tangente, eine vierte gehört, die ebenfalls reell ist. 

118. Zu zwei imaginären Doppel-Tangenten zweier verschiedenen. 
Paare und einer dritten Doppel-Tangente gehört, als vierte, eine sol- 
che, die ebenfalls reell ist. 

Wir M'oUen für die beiden imaginären Tangenten die beiden folgenden nehmen : 

P' + P V— 1 =^ o , q' + q'V^— 1 = « ; 

und , der dritten reellen entsprechend , r" ^ o setzen ; dann muss , indem wir in Beziehung^ 
auf das Imaginäre dib aligemeinste Form beibehalten, die Gleichung: 

r' I p'q's" + pq's' 4- p'q's' — p"q"s" | = o , 
in welche alsdann die Gleichung (6) überg^ht^ entweder ein System von zwei Kegelschnitten 
darstellen , oder identisch gleich Null werden. Letzteres kann nie der Fall sein. Ersteres 
fordert, dass der eingeklammerte Ausdruck des dritten Grades einen linearen Factor erhalte, 
wie auch die, als gegeben zu betrachtenden, vier linearen Functionen p', p", q' und q" be- 
stimmt sein mögen. Diess geschieht nur dann , wenn s" = o , und hiemach kommt : 

rs' j p'q " 4- p"q' 1=0. 
Es ist also erwiesen , dass die vierte zugehörige Doppel - Tangente noj.hwendig reell ist. 

119. Da endlich, wie eben bewiesen worden ist, zu zwei imaginären und einer reellen 
Doppel - Tangente , niemals eine dritte imaginäre Doppel -Tangente gehören kann, so kann 
auch zu drei imaginären Doppel - Tangenten dreier verschiedenen Paare niemals eine reelle 
Doppel - Tangente gehören. Der folgende Satz ist hiermit bewiesen. 

Drei imaginäre Doppel - Tangenten dreier verschiedenen Paare 

fordern eine vierte imaginäre Doppel- Tangente eines vierten Paares^ 

Eine Bestätigung dieses Satzes erhallen wir auf directem Wege , wenn wir zur allge- 

32 
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meinen Gleichung^ (6) zurückgehen , und in dieser Gleichung , den drei ersten Doppel . Tan- 
genten entsprechend , p', p", q' q ', r' und r" als gegeben betrachten. Diese pieichung stellt 
alsdann überhaupt eine Curve der vierten Ordnung dar, welche von 14 Constanten abhängt. 
Soll diese Gleichung ein System zweier Kegelschnitte darstellen, so müssen wir, damit die 
Constanten sich auf 10 rednciren, über viet Constanten disponiren können. Diese finden 
wir in den vier Constanten der beiden linearen Functionen s' und s". Aber s" kann nicht 
identisch gleich Null «ein. Denn alsdann käme : 

s' { p'qr' + pq'r + p"q'r' — p"q' V } = o. 
Die umklammerte Function ist von s' ganz unabhängig; es kann also auch bei keiner be- 
s(»ndern Bestimmung derselben , die vorstehende Gleichung in zwei Gleichungen des zweiten 
Grades sich auflösen. Es kann auch die vorstehende Gleichung nicht identisch gleich Null 
werden, denn dann musste, neben s", auch s' identisch gleich Null sein, was unstatthaft ist. 
Also ist auch die vierte Doppel - Tangente nothwendig imaginär. 

120. Zu zwei reellen Doppel-Tangenten und einer imaginären gehört 
eine zweite imaginäre. Die beiden imaginären Doppel-Tangenten ge- ' 
hören entweder demselben Paare oder zwei verschiedenen Paaren an. 

Wenn R und S die beiden reellen Doppel - Tangenten sind , so geht die Gleichung (6) 
wie in der 117. Nummer, in die folgende über: 

rV(p'q"4-p"qO =o, 
und zerföllt von selbst in zwei Gleichungen des zweiten Grades. Sie wird dann identisch 
gleich Null, in welchem Falle der Kegelschnitt ß, reell ist, wenn: 

wo alsdann den beiden imaginären Doppel - Tangenten der folgende reelle Factor des zwei- 
ten Grades entspricht: (p'^ + P"^). 

121. Wenn wir zusammenfassen^ so sind also die folgenden sechs Formen die einzig 
möglichen : 

pqrs 4- fiÜl = 0, 

(p'2+p"2)qr + fiül « , 

(p'2+p"2Xq'^+q"2) + ^fla = 0, 

(p'+P"/--l)(q'+qV— l)rs + (^'+A*V-l){ß'2+ß"2/'-lp- « o, 
(P'+PV— l)(q'+qV-l)(r^+r"^) + (/c'+A''V-l)!ß'24ß"2/-ip = 0, 

(P'+PV-l)(q'+q'V-l)(r'+rV-l)(s'+8V-l) + (A*'+.a'V-l)lß'2+ß'V-lp = o. 

122. Wir haben bereite nachgewiesen, dass die 28 Doppettangenten einer Curve vier- 
ter Ordnung alle reell sein können. Indem wir von diesem Falle, als Normal-Falle, ausge- 
hen, überzeugen wir uns leicht, dass, wenn eine von diesen Doppel - Tangenten imaginär 
wird , überdiess nicht bloss eine zweite , sondern dass dann eine grössere Anzahl von Dop- 
pd - Tangenten imaginär wird. Die zu erörternde Frage ist hiernach die folgende : 

Wie gross ist die Anzahl derjenigen Doppf 1-Tangenten einer Curve 
vierter Ordnung, welche imaginär sein können? 

Wenn wir die filihcr schon näher bestimmten 819 Combinationen der 28 Doppel -Tan- 
genten zu vier hinschrieben (was hier nicht wohl ausfahrbar ist) , so sähen mr sogleich, 
dass ein Paar imaginärer Doppel - Tangenten zugleich mehrere andere Paare imaginärer 
Doppel-Tangenten fordert , und nach dem Satze der letzten Nummern könnten wir alsdann 
die Anzahl derjenigen Doppel - Tangenten, die, nothwendiger Weise, zugleich imaginär wer- 
den müssen, bestimmen. Auf diese Weise werden wir finden, dass, wenn überhaupt imagi- 
näre Doppel -Tangenton vorhanden sind, die Anzahl derselben wenigstens zwölf beträgt. 
Dass diese sich paam eise zusammenordnen , ist von selbst klar. 
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Aber eine i|idirecte BetrachiiiBg überhebt ras «(iesea EotwkkluBgen., Es ist neinlich 
offenbar 9 dass, wenn nuter den '26 reeUen Doppel-Tangenten irgend eine Anzahl paarweise 
imaginär werden soll, sie zuvor paarweise zusanunenfallen muss; und dass diese Doppel- 
Tangenten offenbar dann niclit imaginär werden können, Menn es nicht möglich ist, dass sie 
paarweise zusammenfallen. Es können zwei Doppel - Tangenten aber nur dann zusammen- 
fallen, wenn die Curve einen Doppelpnnet erhält; dann aber fällen nothw^odig zwölf Dop- 
pel-Taugenten zugleich paajrweise zusammen , wobei sie durch die sechs , von dem Doppel- 
puncte aus, an die Curve gelegten Tangenten, welche, des Doppelpunctes wegen, doppelt zu 
zählen sind, vertreten werden« Es gibt also auch, wenn überhaupt imaginäre 
Doppel-Tangenten vorhanden sind, deren wenigstens zwölf. 

Die Anzahl der übrigbldbenden reeUen Doppel - Tangenten betragt hiemaiA 16. Diese 
müssen, weil je drei reelle Doppel «-Tangenten eine einzige' vierte fordern, unter sich 

' - ' = 140 Combinationen zu vier bilden. Diese sind in dem folgenden Schema zu- 

4 . ti • 2 

sammengestellt , wobei wir die 16 reellen Doppel - Tangenten durch: 

P, Pi, Pj, Ps, Q, Q,, Qj, Qj, R, R,, Rj, Rs, S, Si, S„ S3, 
bezeichnen. 



1. P PiPjPa 

äPPxQQx 
PP2QQ2 
PP3QOS 
P P^RRi 
P PjRHj 
25. P P3RR3 

« QiRRi 
QQjRR. 

Q Q3RR3 
PP.SSr 

PP3SS3 
Q QxS Sx 

Q Q3S S3 

65^ R RjS Sj 
R R2S S2 
R R3S S3 
P Q RS 
P QxRS, 
85>P Q2RS2 
P Q,RS, 
PiQ RSj 
PtViftS, 
PiQjRS, 
IO5.PJQ3RS 
P2Q RSx 

P^QiRSs 
PjQjRS 

^ P^QaRSx 

I25.P3QRS3 

PaQxHS 

PaQjRSx 

PsQsBS, 



Q Q1Q2Q3 

PPxQjQs 

IO-PPjOxOs 

P PjQxQx 

P PiRtRs 

P PjRxRs 

P PsRtRj 

30. Q QiRjR« 

QQ2II1R3 
QQ3R1R2 

P PxSi 83 

P PjSxSj 

50. P PsSjSj 

OiSjSj 

Q Qa S1S3 

R Rj92 k^S 

70.RR2SIS} 

R R3SXS2 
P Q RiS| 
PQ.RxSj 

P Q2R.S3 
90. P QsRjS 

PiQ RxS, 

PxQxRiS» 

PxQ^RiS 

P.QsRxSt 
110. P,Q R.Ss 

PjQxRxS 

PaQjRiSi 

PjQ3R,S, 

PjQ RxS 
ISO. PaQjR^Si 

P3 Oj R1S2 

P8Q3RISS 



R R1R2R3 

P2P3O Ol 
. P1P3O Qj 
15. P.PjQ Qi 

P,PsR Ri 
PiPsRRs 
PiPjR R3 
O2Q3R Ri 
35.Q1Q3RR2 

QtQjRRs 
P^iPsS Si 

P1P2S S2 

PiPjS S, 
55. OiQsS St 
Q1Q2S Sj 
QiQjS S, 
R2R3S s, 

RIR2S S2 . 

75. RiRiS S3 
PQR3S2 
P Q.RjSs 
PQ2R2S 
P QsRjSi 

95. PiQ R2S3 
PiOiRjS 

P1O2R2S1 
PtQsRiSi 
PjQ RjS 
115. PjQtRiSi 
PjQjR-Si 

P^QiRjSj 

P3Q R2SI 
P3QIR2S2 

135. P$Q2R2S3 

PsQjRjS 



S S1S2S3 

P2P302Q3 

PiPsOlOs 

PIP2Q1Q2 

30. P2P3R2RS 

PlP3RlR3 

Pi P2 R| R2 

Q2QSR2R3 
Q1Q3RIR3 

40. Q1Q2R1R2 

P2P3S2S3 
P1P3S1S, 

P|Pa SiSj 

Q2O3S2S3 

60. QiQ3StS3 

R2RSS2S3 

RIR3S1S3 

RiR2S]S2 
80. P Q R3S3 
P Q1R3S 
P Q2R3St 

P O3R3S2 
PiQ R3S 
100. P1Q1R3S1 
PiQjRsSj 

PlQ3R3S» 

Pj« R3S1 
P2Q1R3S2 

120. P2Q2R3S3 
P2Q3R3S 

P3Q RsSi 

P301R8S3 

PsOaRsS 
140L PsQtRsSi 
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Wenn, ausser den sedis Paaren xusanmenfiillender Doppd-TimgeHteii, noch ein sieben- 
tes Paar solcher Doppel-Tangenten vorhanden sein soll, so wird dadurch bedingt, dass dieCarve, 
neben einem ersten Doppelpuncte noch einen zweiten habe. Dann aber hat die Curve zehn 
Paare zusanunenfallender Doppel - Tangenten (zweimal vier von diesen fallen in die zweimal 
vier Tangenten , welche , von den beiden Doppelpuncten aus, an die Curve sich legen lassen, 
und zwei fallen unter sich und mit derjenigen geraden Linie , welche die beiden Doppelpun- 
cte verbindet, zusammen). Hiemach ergibt sich der folgende Satz: 

Wenn also eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpuncte eine 
eigentliche imaginäre Doppel -Tangente hat, so hat sie deren wenig- 
stens vier Paare und behalt also höchstens acht reelle Doppel-Tangenten. 

Au diesen Satz scheint sich sogleich der folgende anzuschliessen. 

Wenn eine Curve vierter Ordnung mehr als sechs Paare imaginärer 
Doppel- Tangenten hat, so hat sie deren wenigstens zehn und behält 
also höchstens acht reelle Doppel -Tau gen ten. 

Wir können uns von der Richtigkeit des ersten Satzes direct überzeugen , wenn wir, 
auf einem Wege, der oben schon für den allgemeinen Fall angedeutet worden ist, von dem 
vorstehenden Schema ausgehen. Wir wollen annehmen , es sei S3 eine imaginäre Doppel- 
Tangente. Dann fordert die 4. Combination (117, 119), dass überdiess bloss eine der drei Dop- 
pel -Tangenten S, Sj , S2 oder dass alle drei zugleich imaginär sind, in der letztern Vor- 
aussetzung fordern die Combinationen 41—76, dass die Doppel-Tangenten jeder einzelnen der 
drei ersten Grappen alle vier reell oder alle vier imaginär sind; und hiernach die Combi- 
nationen 77 — 140 , dass nur die Doppel-Tangenten einer einzigen der eben genannten Grup- 
pen, oder dass die Doppel - Tangenten dieser Gruppen alle drei imaginär sind. Also bringt 
in dieser Voraussetzung das Imaginär - Werden von S3 mit sich, dass wenigstens acht 
Doppel-Tangenten imaginftr werden, in der andern Voraussetzung, dass S3 und S2 imaginär 
und Sx und S reell sind , fordert die 76. Combination , dass entweder R^ oder R2 , oder 
nur eine dieser beiden Doppel - Tangenten imaginär sei. Es sei demnach R2 imaginär und 
Rx reell. Dann fordert die 65. Combination , dass R reell , die 67. dass R3 imaginär ist. 
Hiernach bieten die Combinationen 65—76 nichts Unmögliches dar. Auf gleiche Weise folgt 
aus dm Combinationen 53—64, dass von den vier Doppel - Tangenten Q, Q;. Q2 und Q, 
und aus den Combinationen 41—52 , dass von den Doppel-Tangenten P, P^, P, und Pg zwei 
reell und zwei imaginär sind. In dieser zweiten Voraussetzung sind also von den acht Paa- 
ren von Doppel - Tangenten vier reell und vier imaginär. 

123. Wenn die vier Paare Doppel - Tangenten bevor sie imaginär werden , zusammen- 
fallen , so erhält die Curve zwei Doppelpuncte und die Zahl der eigentlichen Doppel - Tan- 
genten reducirt sich auf die folgenden 8 : P , Pz , P2 , Ps , Q 9 Qi » Q2 » Q3 • Di^^^ bilden 

8 7.6 

T^3~2 ~ ^^ Combinationen zu vier , nemlich die Combinationen 1—2. und 5—16. des Sche- 
mas der 122. Nummer. Setzen wir voraus , dass eine der 8 Doppel - Tangenten , etwa Q3 
imaginär sei, so ist es nothwendig eine zweite Doppel -Tangente der zweiten Combination 
ebenfalls. Für diese können wir Q^ nehmen. Diese beiden imaginären Doppel -Tangenten 
sind aber nicht die einzigen. Die 16. Combination fordert nemlich, dass entweder von den 
drei Doppel -Tangenten P2, Pz und Qx nur eine einzige, oder dass alle drei, neben Q3 und 
Q2 , imaginär werden. In der letzten Annahme sind nothwendig alle Doppel - Tangenten 
imaginär, denn nach der 2., 6. und 7. Combination sind es bezüglich Q, P und P3. Wenn 
eine der drei Doppel - Tangenten P2 oder P^ oder Q^ allein imaginär ist, so sind von den 
obigen 8 Doppel-Tangenten vier imaginär. Wenn nemlich bloss Qz imaginär ist, so ist es zu- 
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vörderst nach der 2. Combination auch Q, und dann sind nothwendig mit P2 und P^ zuj^Ieich 
auch P und P3 reell. Wenn P^ imaginär ist und Pj und Q^ reell bleiben, so ist, nach der 
2. Combination, auch Q und hiernacfi, der 7. Combination gemäss, auch P, reell. Dann 
kommen in jeder der fraglichen Combinationen zwei reelle und zwei imaginäre Tangenten 
vor. Die folgenden beiden Sätze sind hiernach als bewiesen anzusehen. 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung zweiDoppelpunctehat, so be- 
trägt die Anzahl ihrer reellen Doppel-Tangenten entweder acht oder vier. 
Ich verhehle mir nicht, dass die Frage, wie viele von den 28 Doppel - Tangenten einer 
Curve der vierten Ordnung imaginär werden können, in dem Vorstehenden noch nicht voll- 
ständig erledigt ist, und dass subtile Bemerkungen sich daran anknüpfen Hessen. Es ist 
mir indess wahrscheinlich, dass, in der Voraussetzung, dass die Curven der vierten Ordnung, 
ihre Allgemeinheit behalten, nur die folgenden fünf coordinirten Fälle Statt finden können, 
1) alle Doppel - Tangeuten reell , 2) 16 reell und 12 imaginär , 3) 8 reell und 20 imaginär, 
4) 4 reell und 24 imaginär, 5) alle imaginär. Weiter kann ich hier nicht gehen, weil es 
mir nicht gestattet ist Constructionen beizufügen und weil es, ohne geometrische Anschauung, 
schwer ist, in genauere Discussionen uns eiozulassen, ohne dass wir uns der Gefahr zu irren 
aussetzen. Ueberdiess würde uns die Discussion der untergeordneten Arten von Curven der 
vierten Ordnung, in Beziehung auf Doppel - Tangenten , hier viel zu weit fähren. — 

124. Die 28 Doppel -Tangenten stellen sich paarweise so zusammen, dass mit jedem 
Paare 13 andere Paare zusammengehören. Wenn hiernach mit dem Doppeltangenten -Paare 
P und Q insbesondere die beiden Paare R und S, T und U zusammengehören, so wird 
dieselbe Curve durch jede der folgenden beiden Gleichungen dargertellt: 

pqrs 4- /<ß| = Oy 

pqtu 4- fii^l = o. 
Diese beiden Gleichungen sind also identisch dieselben, oder werden wenigstens, wenn wir 
eine dieser Gleichimgen mit einem gehörig bestimmten constanteu Coefficienten multipliciren, 
identisch. Wir wollen dieselben hier als solche betrachten, dann kommt: 

pq(rs-tu) = A^'ß 5 - fiSii , 

Diese beiden Gleichungen können, indem wir durch x einen constanten Coefficienten bezeich- 
nen , in die folgenden beiden sich auflösen : 

xpq = /)u' . £2' 2 ± ^^fi . ii, , 
rs — tu = X j y/^/t' . i?2 T y/^h • «^2 j • 
Die erste dieser beiden identischen Gleichungen wird dadurch bedingt, dass die Kegel- 
schnitte Sil und ^3 , beide , durch die beiden Berührungspuncte auf jeder der beiden 
Doppel - Tangenten P und Q gehen. Die zweite Gleichung drückt aus, dass durch die Durch- 
schnitte der beiden andern Doppeltangenten • Paare ein Kegelschnitt sich legen lässt, welcher 
zugleich durch die Durchschnitte von ß} und ß"} , also durch die Berührungspuncte auf P 
und Q , geht Der hiermit bewiesene Satz ist der nachstehende. 

Wenn wir ein Paar Doppel -Tangenten einer Curve der vierten Ord- 
nung mit irgend zwei andern zugehörigen Paaren zusammenstellen, 
so geht derselbe Kegelschnitt durch die vier Berührungspuncte auf 
den Doppel-Tangenten des ersten Paares und die vier Durchscknitts- 
puucte der beiden Doppel-Tangenten des einen mit den beiden Doppel- 
Tangenten des andern zugehörigen Paares. 

In die Discussion dieses Satzes wollen wir hier nicht eingehen. 
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Seite 21 haben wir, um zur Gleichung (3) zu gelangen, den Ausdruck 

pfl'„_„ + (iß'n-m 

auf die folgende Form gebracht: 

(p+o)0n_ni + Tß„_B-t . 

Wir sind aller algebraischen Substitutionen fiberhoben, wenn wir erwägen, dass der erste 
Ausdruck, wenn wir ihn gleich Null setzen, eine solche Curve darstellt, welche eineAs}^- 
ptote hat, die mit der geraden Linie P parallel ist und' im zweiten Ausdrucke in Evidenz tritt. 

Bemerkungen zum ersten Paragraphen des zweiten Abschnittes, ins- 
besondere zur 17. Nummer. 

In dieser Nummer haben wir 19 verschiedene Falle von dreifachen Puncten mit drei 
zusammenfallenden Tangenten aufgezahlt ; wobei wir diese Aufzählung bis zu döm Falle, dass 
drei vollständige Cnrveu- Zweige, welche alle zugleich ihre gemeinsame Tangente dreipun- 
ctig osculiren ,. den dreifachen Punct bilden, aasgedehnt haben. Diese verschiedenen Fälle 
treten in den folgenden 19 Gleichungen unmittelbar in Evidenz, wobei P diejenige gerade 
Linie ist, in welcher die drei Tangenten des dreifachen Punctes zusammenfallen. 

-6) 

— 7) 
8) 

-8) 

— ») 
-9) 

—10) 
-11) 
-12) 
-10) 
—11) 
—12) 
—13) 

—W 
-11) 

-12) 

13) 

-14) 

-15) 



L 

II. 

lU. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VIII. 

IX. 

X. 

XI. 

XII. 

xm. 

XIV. 

XV. 

XVI. 

XVII. 

XVIII. 

XIX. 



r + v^3 + -s = 0, 

p' + p'^ +Si = o, 

P' + PP3+^4] + ^ = , 



+ p'^ 



+ p5i + :% 



P' + P[-3+^+-2"s] + .2, = o, 

P'+P'^: +p[i4+^5l +:fT = 0, 
P' + Pn-i+^sJ + P^5 + ^7 = O , 
p'[l+2,] + f^S, + p^5 + 2-; = O 

P' + Pf-3+-4+^S+^1 + ^8 = 0, 



p* + p^2, + f[I^Si+Si] + ^ = o, 

P' + Pn^+-3] + P[^J+^1 + 2-8 = O, 

P'[H-^il + P'^a + P[^5+:?6] + 2» = o, 

v^i+s,] + r^[s^+i,] + p:^ + 2» = o, 

P' + Pt23+-4+^5+^+57] + Ii-= O, 

P' + V'^i + vlS,+St+^+lT\ +^9 = 0, 

P' + P'l^+^al + pPs+^+i;! + ^ = 0, 
V'[t+S,] + pi^j + p[2i+^+J,] + .?, = 0, 

^. ^. .^ p'U+^xl + P^[23+^4l + p[:%+27l + ^ = O. , . 

Diese Gleichongen stellen Curven der niedrigsten Ordnung dar, welche Überhaupt einen 
Punct der fraglichen Art haben kennen; wenn die Curve von einer htfhem, n. Ordnung sein 
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soll, 80 brauchen Mir bloss alle Glieder, bis Sa einschliesslich, hiuzuzuffigen. Nach jeder 
Gleichung ist die Anzahl der Constanten bemerkt , welche eine Curve von beliebiger Ord- 
nung dadurch .verliert, dass sie einen dreifachen Punct der fraglichen Art erhält. 

Die vorstehenden Formen finden in sich selbst ihre Rechtfertigung. Ein paar Beispiele 
mögen genügen. Die verschiedenen Symbole 2 haben hier dieselbe Bedeutung, die wir ibnen 
tiberall beigelegt haben : sie stellen homogene Functionen zwischen p und einer zweiten linea- 
ren Function dar und die angehängte Marke bezeichnet den Grad. Ftir Nachbarpuncte des 
dreifachen Punetes ist überhaupt der M'erth von ^g ein unendlich Kleines der g. Ordnung 
und kann also ohne Weiteres gegen den Werth solcher Functionen, deren Grad ein geringe- 
rer ist, vernachlässigt werden. Um hiernach die^^aturder unendlichen Zweige in der Nähe 
des dreifachen Punetes annäherungsweise darzustellen, ergeben sich, wenn wir uns darauf 
beschränken , die Fälle XVII und XVIII beispielsweise hervoi;;zuheben , die folgenden beiden 
Gleichungen: , 

P{P' + p^2 4-.^5J +2*9 = 0, (1) 

P{P' + P-4 + -sl + ^ = o. (2) 

Wir sehen zuvörderst, dass die Curve in beiden Fällen, dem ersten Factor p entsprechend, 
einen Zweig mit einer vierpunctig osculirenden Tangente hat. Für Nachbarpuncte auf die- 
sem Zweige ist p ein unendlich Kleines der (9 — 5). Ordnung, die Ausdrücke iti den Klam- 
mern reduciren sich hiernach auf ihr letztes Glied, und somit stellt die Gleichung: 

P*5 + -9 == , 
in erster Annäherung den fraglichen Ziweig dar. 

Wenn wir uns nun zuvörderst zur Gleichung (2), so ist leicht einzusehen, dass wir 

das mittlere Glied des umklammerten Ausdrucks vernachlässigen können. Zu diesem Ende 

-' brauchen wir bloss diesen Ausdruck, der in Beziehung auf p quadratisch ist, in seine beiden 

Factoren des ersten Grades zu zerlegen. Es vereinfacht sich also die Gleichung (2) in die 

folgende: 

P{P' + -SJ + 2*9 = O, 

und nun springt in die Augen, dass die beiden übrigen Zweige, die den dreifachen Punct 
bilden, durch eine solche Spitze erster Art vertreten werden, die annäherungsweise durch 
folgende Gleichung dargestellt wird: 

p2 + ^"5 = 0. 
Im Gegensatze mit dem eben besprochenen Falle, darf in der Gleichung (1) das miiU 
lere Glied der Klammer nicht vernachlässigt werden; schreiben wir daher diese Gleichung 
unter der Form: 

so springt in die Augen , dass ein zweiter Zweig der bezüglichen Curve annäherungsweise 
durch die Gleichung: 

p 4- ^1 = o , 
dargestellt wird und also ein gewöhnlicher ist, während für Puncto des andern, damit ^5 in 
der Klammer aufgewogen werde, p ein unendlich Kleines der (5—2) ^ 3. Ordnung sein 
muss. Dieser Zweig, mit einem Wendungspuncte , wird alsdann, indem wir p gegen ^2 ver- 
nachlässigen, annäherungsweise durch die folgende Gleichung dargestellt: 

p2j + :^5 = 0. 
Das Characteristische des Unterschiedes der beiden Gleichungen (1) und (2) liegt darin, 
dass die Marke des mittlem Gliedes eine solche Zahl darstellt, die einmal kleiner, das an- 
dere Mal grösser ist als die Hälfte der, der Marke des letzten Gliedes entsprechenden Zahl. 
Dazwischen liegt derjenige Fall , für welchen der XVL Fall ein Beispiel bietet. Hier stellt 
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die Gleichung 



pi + p2i + 5, = o 



I. 


p« 


11. 


p* 


111. 


p' 


IV. 


p* 


V. 


p' 


VI. 


p' 


VII. 


.p* 


VIII. 


p* 


IX. 


p* 


X. 


p' 


XI. 


p* 



+ .^5 = 



V, 



+ P-a + -6 = «, 

+ P'-3 + -6=0, 



"V. _ 



4- f'2^ + p-is + -^7=0, 



das System zweier Zweige dar, welche beide mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente einen 
Contact von gleicher Ordnung, hier insbesondere einen gewöhnlichen, haben. ' 

Nach diesen BenierkungeU können wir ohne Schwierigkeit die allgemeinen Formen der 
Gleichungen von Curven mit einem vielfachen Puncto hinschreiben. Die folgenden Formen 
entsprechen solchen vierfachen Puncten , deren Tangenten alle vier zusammenfallen, und sind 
so weit fortgeführt bis in dem entsprechenden Falle , der fragliche Punct durch vier vollstän- 
dige , sich berührende Zweige gebildet wird. Nach jeder Gleichung ist die Anzahl der Con- 
«tanten bemerkt, welche die bezügliche Curve eingebtisst hat. 

(-11) 
(-12) 
(-13) 
(-13) 

(-14) 
(-15) 
C-14) 

(-15) 
(-16) 

(-17) 
+ P'-2 + p-^4 4- p-^ + -:$ = o. (—17) 

In dem Falle I wird der vierfache Punct gebildet durch einen einzigen Zweig ; in den Fällen 
II, IV, Vi, VII und VIII durch einen einzelnen Zweig mit dreifachem Puucte und einem zwei, 
ten einfachen Zweige, in den Fällen V und IX aus einer Spitze erster Art und zwei einfa- 
chen Zweigen, in den Fällen III und X durch zwei Spitzen erster Art und endlich im Falle 
XI durch vier einfache Zweige. 

Hier, wie überall in unserer Darstellungsweise, knüpft sich an die analytische Form 
unmittelbar die geometrische Bedeutung, so wie, umgekehrt, für alle geometrischen Beziehun- 
gen sich unmittelbar die anal>tische Ausdrucksweise findet. 



,3^ 



^ 



4- f'^. + P-& +-^7=0, 

+ p(5i+2i+^6) + :2?8 = o, 

+ P'-3 + P(^5+-^6) + «2*8 = 
+ p2(23+Ji) + p2i + ^8 = 

H- p=(J3+J4+J5) + Ja = o, 





o 



.2^ 



Bonn, gedruckt bei Carl Georgi. 



